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À SA  MAJESTÉ 


LE  ROI 

CHARLES  ALBERT 


V OTRE  Majesté  a daigné  m'accorder  la  permission  de 
publier  cet  Ouvrage  sous  ses  auspices.  Je  sens  tout  le 
prise  de  cet  honneur;  et  après  avoir  exécuté  une  aussi 
vaste  entreprise,  sans  cesse  soutenu  par  une  Jorte  volonté 
de  mettre  la  théorie  de  la  hune  en  parfaite  harmonie  avec 
l'obsen’ation,  je  ne  pouvais  pas  souhaiter  davantage. 
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^'^OTRE  Majesté  rna  prévenu  par  des  marques  si  éclatan- 
tes de  sa  protection  et  de  sa  haute  bienveillance ^ qu'il  jp 
aurait  de  V ingratitude  de  ma  part,  à ne  pas  Lui  témoigner 
publiquement  à quel  point  p en  suis  touché. 

Le  mouvement  imprimé  par  \ otrf.  Majesté  aux  Sciences 
et  aux  Lettres  par  la  création  d'un  nouvel  Ordre , destiné 
à récompenser , dans  ses  Etats,  le  mérite  transcendant,  et  à 
maintenir  sans  cesse  allumé  le  flambeau  des  Beaux  Arts , 
fera  de  Votre  règne  une  époque  à jamais  mémorable  pour 
le  Piémont. 

Je  m'acquitte  aujourd'hui  d'un  devoir,  et  je  profite  de 
la  circonstance  la  plus  glorieuse  de  ma  vie  pour  rendre 
à Votre  M.uesté  un  hommage  pur,  dicté  par  la  plus  vive 
reconnaissance.  A ce  seul  titre,  f ose  croire  qu'Elle  dai- 
gnera l'accueillir  avec  bonté. 

Chaque  partie  des  connaissances  humaines  a son  lan- 
gage et  son  style:  malheureusement , cette  branche  de  la 
Mécanique  Céleste  ne  permet  pas  de  traduire  en  peu  de 
mots , à l'aide  du  langage  ordinaire , les  principaux  résul- 
tats, qui  sont  le  fruit  réel  d'un  enchaînement  de  calculs 
aussi  compliqués.  J'ai  cependant  essayé  de  surmonter  cette 
difficulté  ; mais  je  dois^  Vous  avouer.  Sire,  l'inutilité  de 
mes  efforts.  J'ai  dû  céder  à l'inflexibilité  de  V Algèbre, 
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pour  ne  point  voir  V obscurité  et  la  complication  prendre 
la  place  de  la  clarté  et  de  la  concision  qui  sont  inhérentes 
au  langage  algébrique  ; aux  signes  de  ce  puissant  instru- 
ment de  l'entendement  humain  auquel  on  doit  plusieurs 
de  ces  grandes  découvertes  qui^  sous  d'autres  formes , se 
répandent  dans  la  société  par  de  nombreuses  applications 
utiles. 

C'est  ainsi  que  les  théories  abstraites  de-  la  Dynamique 
acquièrent  une  importance  majeure  lorsqu'on  les  applique 
au  mouvement  de  la  Lune.  Cet  astre  ^ qu'on  a d'abord  cru 
n'avoir  été  donné  à la  Terre  que  pour  Véclairer  pendant 
les  nuits  ^ h l'espèce  humaine  un  avantage  plus  pré- 

cieux. JUpparque  de  Bithynie.,  deux  siècles  avant  notre 
ère,  avait  déjà  compris,  que  les  éclipses  de  Lune  pouvaient 
servir  à la  détermination  des  longitudes  géographiques. 
Seize  siècles  après  lui.  Copernic,  en  établissant  le  double 
mouvement  de  la  Terre,  ft  sortir  l'Astronomie  de  la  sphère 
étroite  qui  l'avait  renfermée  jusqu'alors , et  amena  bientôt 
sur  la  scène  du  monde  savant  l'immortel  Galilée,  qui,  met- 
tant à profit  une  de  ses  découvertes , proposa  pour  le  même 
objet,  l'observation  des  éclipses  des  satellites  de  Jupiter. 
Mais  de  pareils  moyens  sont  incertains , et  tout-à-fait 
insujfsans  pour  déterminer  les  longitudes  en  mer.  Les 
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Astronomes  du  1 6/"'  siècle  sentirent  déjà  que  lu  Lune,  par 
la  rapidité  de  son  mouvement,  pouvait  fournir  un  moyen 
plus  exact  et  d'un  usage  journalier.  Celte  idée  était  sans 
doute  très-ingénieuse.  Il  est  vrai  qu'elle  ne  fut  d'abord 
qu'une  spéculation  inutile  aux  besoins  de  la  navigation , et 
que  pendant  trop  long-temps  encore  plusieurs  navigateurs 
périrent  victimes  de  l'estime  incertaine  obtenue  par  le  Loch 
et  la  Boussole.  Mais  après  la  découverte  des  instrumens  à 
réflexion , faite  en  i-j'ii,  on  est  revenu  avec  plus  d'ardeur 
à l'idée  radicale,  d'employer  le  mouvement  de  la  Lune 
pour  déterminer  les  longitudes  ; et  par  des  perfeclionne- 
mens  graduels,  cette  méthode  a enfin  été  portée  de  nos 
jours  au  rang  des  découvertes  qui  réunissent  la  grandeur, 
l utilité,  et  le  mérite  de  la  difficulté  vaincue. 

Suie,  c'est  à ces  considérations , c'est  à la  noble  cu- 
riosité qu'excite  en  nous  l' explication  de  l'étonnant  phé- 
nomène du  flux  et  reflux  de  l'Océan,  et  le  calcul  exact 
des  éclipses  pour  les  siècles  passés  et  à venir,  qu'est  due 
l'importance  attachée  aux  travaux  des  Savans  qui  tendent 
à perfectionner  nos  connaissances  sur  le  mouvement  du 
satellite  de  la  Terre. 

J'ignore  quel  sera  le  sort  de  cette  nouvelle  théorie 
de  la  Lune,  malgré  l'avantage  incontestable  quelle  a 
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de  représenter  Jîdèlement  ce  genre  de  phénomènes  par 
une  déduction  toujours  conforme  au  grand  principe  de  la 
gravitation  universelle.  Il  y a loin  de  ce  principe  dû  à 
Newton  à ces  craintes  chimériques  causées  autrefois  par 
r apparition  de  certains  phénomènes  célestes  ; il  y a loin 
de  là  à ces  premières  observations  astronomiques , qui  ne 
présentaient  que  des  faits  isolés , presque  sans  attrait  pour 
une  imagination  impatiente  de  remonter  à la  cause  qui 
étahlil  entre  eux  une  liaison  analytique. 

Egalement  éloigné  de  la  crédulité  et  de  la  prévention, 
j'' ignore,  si,  la  liberté  avec  laquelle  j'ai  discuté  les  recher- 
ches antérieures  dans  les  points  qui  ne  me  paraissaient 
pas  à l'abri  de  toute  objection , sera , en  général,  blâmée  ou 
approuvée  ; ou  du  moins  permise  à un  ami  sincère  de  la 
vérité , qui  peu  content  de  la  voir  parfois  rencontrée  par 
un  heureux  hasard,  exige  quelle  soit  toujours  solidement 
établie  par  le  calcul  et  par  l'observation.  Mais  j'ai  l'intime 
conviction  d'avoir  toujours  émis  l'opinion  que  je  m'étais 
formée  d'après  mes  calculs  et  mes  réflexions  ; de  n'avoir 
rien  négligé,  rien  avancé  légèrement  ; et  d'avoir  fait  enfin 
tout  ce  qui  dépendait  de  moi  pour  rendre  cet  Ouvrage 
moins  indigne  d'être  dédié  à Votre  M AJESTÉ. 

Mes  %>oeux  seraient  remplis,  si,  par  là  j'attestais  ti 
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la  postérité^  autant  qu'il  est  en  mon  pouvoir,  que  Votre 
M ajesté  savait  apprécier  et  dignement  encourager  V étude  de 
la  plus  sublime  parmi  les  Sciences  naturelles;  de  P Astro- 
nomie , qui  constitue  le  plus  noble  titre  de  l'intelligence 
humaine. 

Je  supplie  Votre  Majesté  il  agréer  les  sentimens  du  très- 
profond  respect  avec  lequel  je  suis. 


Sire, 


De  Votre  Majesté  , 


À 


Turin  le  7 reptembre  i833. 


Le  Irès-humbk  et  lrij~obéissant  urvileur 
et  JUIèle  sujet  JEAN  PLANA. 
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DISCOURS  PRÉLmnVMRE. 


La  Théorie  du  mouvement  de  la  Lune  exposée  dans  cet 
ouvrage  dérive  du  seul  principe  de  la  gravitation  universelle  , 
et  n’emprunte  de  l’observation  que  les  données  indispensables, 
c’est-à-dire  les  constantes  arbitraires  du  problème.  Les  trois 
coordonnées  de  cet  astre , dont  la  formation  pour  un  temps 
indéfini  constitue  le  but  que  l’on  veut  atteindre,  se  trouvent, 
en  dernière  analyse , exprimées  par  des  fonctions  littérales  et 
explicites,  qu’il  a suffi  de  réduire  en  nombres  pour  obtenir 
les  cocfficieiis  des  inégalités  immédiatement  comparables  avec  le 
résultat  des  observations  astronomiques. 

Les  inégalités  de  la  longitude  vraie  renferment  toutes  celles 
qui  peuvent  se  trouver  dans  son  expression,  depuis  les  quantités 
du  premier  ordre  jusqu’à  celles  du  cinquième  ordre  inclusivement  : 
c’est  là  le  terme  de  l'approximation , généralement  parlant. 
Mais  on  a poussé  plus  loin  le  développement  des  coefficiens, 
qui , eu  égard  à la  lenteur  de  la  convergence  des  séries  par 
lesquelles  ils  sont  exprimés,  exigent  la  considération  des  quan- 
tités d’un  ordre  supérieur  au  cinquième.  Telle  est  la  raison  de 
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l’inégalité  que  l’on  voit  régner  dans  cette  théorie,  relativement 
au  maximum  de  l’ordre  jiisqu’auquel  les  coefficiens  ont  été 
développes.  C'est  ainsi , par  exemple , que  le  coefficient  de 
l’équation  séculaire  de  la  longitude  a exigé  la  considération  des 
quantités  du  septième  ordre. 

Newton,  à l’aide  de  l’analyse  mathématique,  a pu  déduire 
aisément  des  phénomènes  généraux  et  simples  la  loi  de  la  gra- 
vitation de  la  matière , qui  par  son  universalité  et  l égalité  de 
son  action  atteste  l’unité  du  plan  de  l’univers;  mais  l’application 
spéciale  de  cette  loi  aux  effets  très-composés  qui  ont  lieu  dans  le 
mouvement  des  satellites  entraîne  à des  calculs  immenses.  Ces 
calculs  sont  remarquables  par  la  variété  et  par  la  finesse  des 
considérations  que  leur  exécution  demande,  pour  saisir  la  totalité 
des  termes  qui  demeurent  sensibles  après  les  intégrations , et 
pour  concevoir  par  quelles  combinaisons  s'opère  la  destruction 
plus  ou  moins  complète  de  ceux  qu’on  croirait  sensibles  d’après 
un  examen  moins  approfondi. 

Chaque  coefficient  des  inégalités  lunaires  peut  être  considéiè 
comme  une  fonction  éminemment  transcendante  des  constantes 
arbitraires,  qu’il  est  impossible  de  présenter  sous  une  forme  finie, 
indépendamment  du  signe  intégral.  Et  cela  ne  paraîtra  pas  sur- 
prenant, si  l’on  réfléchit  que  plusieurs  questions  infiniment  plus 
•simples,  sont,  à cet  égard,  dans  un  cas  semblable.  On  ne  peut 
donc  connaître  que  par  leur  développement  les  fonctions,  à 
l’aide  desquelles  on  veut  exprimer  le  mouvement  de  la  Lune, 
soumise  à l'action  simultanée  de  la  Terre  et  du  Soleil.  La 
méthode  des  approximations  successives  peut , seule , fournir 
ces  développemens  par  un  procédé  uniforme  dans  sa  marche, 
ot  mettre  en  évidence  les  différentes  parties  du  premier,  second, 
etc.  ordre,  qui  appartiennent  aux  fonctions  ainsi  développées. 
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La  solution  du  problème  perd  par  là  le  caractère  inhérent 
aux  solutions  en  termes  finis;  mais  elle  ne  cesse  pas  de  de- 
meurer strictement  littérale,  et  d’être  applicable  même  dans 
les  cas  où  des  causes  accidentelles  changeraient  sensiblement, 
entre  certaines  limites  , les  élémens  actuels  de  l’orbite  de 
la  Lune.  Certes , rien  n'autorise  une  telle  hypothèse  ; mais , 
en  o|>érant  comme  si  elle  pouvait  se  réaliser  dans  les  siècles 
à venir , on  imprime  à la  solution  du  problème  des  trois 
corps  un  caractère  plus  subordonne  à la  doctrine  des  séries. 
Par  là  on  obtient  non-seulement  les  résultats  qui  peuvent 
satisfaire  aux  besoins  actuels , mais  on  acquiert  en  outre  des 
connaissances  plus  étendues  sur  le  mode  de  leur  liaison  avec  les 
élémens  dont  ils  sont  fonction.  Du  là  dérive  aussi  l’avantage  non 
moins  précieux  de  pouvoir  mesurer  le  degré  de  convergence  des 
différentes  séries,  qui,  réduites  en  nombres,  fournissent  les  coeffi- 
ciens  cherchés,  en  offrant,  par  leur  gradation  même,  un  moyen 
simple  pour  estimer  avec  assez  de  justesse  la  partie  négligée. 

La  raélliode  que  nous  avons  suivie  pour  déterminer  les  coeffi- 
ciens  des  inégalités  lunaires  est  analogue,  sous  un  certain  point 
de  vue,  à la  méthode  exégëtique  que  f^iète  demandait  pour 
trouver,  par  des  opérations  successives,  toutes  les  parties  de  cha- 
que racine  d'une  équation  algébrique.  Newton , sans  abandonner 
la  condition  d’une  solution  purement  littérale,  a donné  pour 
cet  objet  une  règle  connue  sous  le  nom  de  parallélogramme 
analytique,  qui  fut  ensuite  démontrée  et  simplifiée  par  Lagrange, 
Cette  même  méthode  a été  reprise,  perfectionnée,  et  étendue 
par  l’illustre  Auteur  de  la  Théorie  de  la  Chaleur.  Cependant 
on  ne  peut  se  dissimuler  que,  dans  la  théorie  des  courbes 
(pour  laquelle  cette  méthode  a été  inventée)  il  y a une  cir- 
constance qui , en  général , lui  procure  un  avantage.  Ici , la 
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lettre  qui  règle  le  développemént  étant  l’abscisse,  n’est  pas  un 
[laramètre  proprement  dit,  et  on  peut  aisément  lui  donner  des 
valeurs  convenables  pour  la  convergence  des  séries  : mais  en 
appliquant  la  même  méthode  à une  équation  littérale,  renfer- 
mant une  seule  inconnue , on  aurait  souvent  un  développe- 
ment illusoire , sans  un  choix  préalable  du  paramètre  par 
rapport  auquel  il  convient  de  développer  la  racine  qu'on  aurait 
en  vue:  et  ce  choix  est  en  lui  même  un  problème  difficile. 

L'idée  du  développement  des  fonctions  est  d'une  fécondité 
inépuisable.  L’opération  de  la  division  algébrique  en  offre  le 
premier  exemple  ; et  c’est  en  l’approfondissant  que  Newton 
et  Leibnitz  ont  ouvert  une  carrière  immense  aux  applications 
de  l'analyse  mathématique.  Le  principe  radical  sur  lequel  tous 
les  développemens  reposent,  lire  son  origine  de  l’axiome,  que 
toute  quantité  peut  être  partagée  en  deux  parties  d'une  infinité 
de  manières.  En  arithmétique,  le  parti  qu’on  en  peut  tirer  est 
fort  borné;  mais  en  transportant  le  même  axiome  dans  l’algèbre, 
il  prend  un  caractère  imposant  par  le  contraste  entre  les  formes 
des  deux  parties  qui  composent  le  total.  Ici,  les  opérations  sont 
diversifiées,  et  peuvent  être  conduites  de  manière  que,  au  lieu 
de  choisir  arbitrairement  la  seconde  partie , on  lâche  de  la 
rendre  fort  petite  en  comparaison  delà  première:  et,  par  des 
artifices  convenables , on  s’efforce  d’exprimer  celle-ci  par  une 
suite  de  termes  dont  la  succession  est  réglée  par  une  loi  plus  ou 
moins  difficile  à saisir.  Alors,  la  seconde  partie  qui  constitue 
ce  qu’ou  nomme  le  reste  de  la  série,  peut  être  rendue  inférieure 
à une  limite  donnée;  et  comme  telle,  tout  en  conservant  dans 
son  plein  la  difficulté  intrinsèque  qui  empêche  d'exprimer  la 
fonction  sous  forme  finie , elle  rend  nulle  l'influence  de  cet 
al>staclc,  en  la  faisant  tomber  sur  des  quantités  qu'il  est  permis 
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de  négliger.  C’est  ainsi  que  le  périmètre  d’un  polygone  régulier 
peut  être  pris  pour  le  périmètre  du  cercle  circonscrit,  dès 
que  l'on  permet  de  négliger  les  quantités  décimales  d'un  rang 
déterminé. 

Si  les  restes  des  fonctions  transcendantes  ne  peuvent  pas 
disparaître  lorsqu’on  les  considère  isolément,  il  importe  d’observer 
qu’il  n’en  est  pas  ainsi  à l'égard  de  leurs  combinaisons,  faites 
par  voie  d’addition,  ou  autrement.  Les  exemples  de  combinai- 
sons de  fonctions  transcendantes  susceptibles  d’être  exprimées 
sous  forme  finie,  à l’aide  de  quantités  transcendantes  d'un  ordre 
inférieur  et  de  quantités  algébriques,  sont  fréquens  dans  les 
recherches  d’analyse  pure.  Les  transcendantes  elliptiques  offraient 
déjà  des  exemples  fort  remarquables  des  réductions  de  ce  genre; 
mais  le  théorème  découvert  dans  ces  derniers  temps  par  M.  Abel 
en  offre  un  exemple  éminemment  frappant,  qui  ouvre  une  car- 
rière nouvelle  aux  recherches  sur  le  calcul  intégral.  C’est  ainsi 
que  f^iète  et  Harriot,  dans  le  siècle,  ont  reculé  les  bornes 

de  la  théorie  des  équations  algébriques  par  la  découverte  de 
leurs  théorèmes  sur  la  composition  des  coefficiens. 

La  nécessité  d’avoir  séparément  les  coefficiens  des  inégalités 
lunaires , jointe  à la  complication  des  équations  composées  d’un 
nombre  infini  de  termes , par  lesquelles  ils  peuvent  èli-e  liés 
ne  permet  pas , dans  l'état  actuel  de  la  science , d'imiter  les 
beaux  exemples  qu’on  vient  de  citer,  lorsqu’on  veut  en  tirer 
un  parti  réel  sans  être  séduit  par  des  idées  trop  spéculatives. 
Après  avoir  erré  dans  les  régions  sublimes  de  l’analyse,  après 
avoir  heurté  contre  les  écueils  qui  échappaient  à la  vue  par  leur 
éloignement,  on  se  voit  contraint  de  replier  son  imagination, 
fatiguée  par  ces  efforts  inutiles,  sur  les  principes  élémentaires  de 
la  science,  pour  y ti'ouver  des  moyens  d’exécution,  qui,  par 
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leur  simplicité  même,  ne  soient  pas  arrêtés  par  les  opérations 
qu'ils  laissent  indiquées.  Alors  on  découvre  peu-à-peu,  que  la 
difliculté  réelle  de  la  théorie  de  la  Lune  lient  à l'excessive 
complication  du  sujet,  et  on  regarde  comme  une  faveur  de  la 
fortune,  attachée  à la  disposition  actuelle  du  système  solaire, 
la  possibilité  d'un  développement  effectif  des  coefficiens  des 
inégalités  lunaires  par  des  symboles  purement  algébriques  et 
convergens.  Un  examen  plus  approfondi  fait  ensuite  connaître 
que,  même  avec  cette  limitation,  on  a des  obstacles  assez 
considérables  à surmonter,  lorsqu’on  s’impose  la  condition  de 
déterminer , avec  la  précision  mathématique , les  coefficiens 
numériques  absolus  qui  affectent  les  quantités  littérales.  Ces 
coefficiens  sont  une  conséquence  nécessaire  du  principe  même 
de  la  pesanteur  universelle:  à leur  égard,  l’idée  d’une  appro- 
ximation ne  peut  pas  être  tolérée,  puisqu’on  sait  qu’ils  sont 
composés  d'un  nombre  iini  de  parties  rationnelles , résultantes 
du  nombre  plus  ou  moins  grand  de  combinaisons  entre  les 
argumens,  susceptibles  de  les  produire  relativement  à chacun 
dés  termes  pris  en  considération.  Il  est  vrai  qu’ici  la  possibilité 
démontrée  d'avoir  ces  nombres  mathématiquement , est , en 
quelque  sorte , combattue  par  la  difficulté  d’une  exécution  qui  croît 
à mesure  que  l’on  passe  d’une  approximation  à la  subséquente. 
Mais  il  n’y  a là  rien  de  surprenant  pour  ceux  qui  ont  réfléchi 
sur  la  puissance  et  sur  la  faiblesse  de  l’analyse  mathématique  : 
ils  auront  remarqué,  que  la  plupart  des  problèmes  de  l’astronomie 
physique  présentent  des  difficultés  d’exécution  qui  en  ont  souvent 
rallenti  les  progrès.  La  recherche  de  l’expression  du  mouvement 
du  périgée  lunaire  en  offre  un  exemple  frappant.  La  première 
approximation  a pu  suffire  à Newton , pour  avoir  le  mouvement 
progressif  du  noeud;  mais  elle  était  absolument  insuffisante  pour 
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celui  du  périgée.  Au  lieu  de  passer  à la  seconde,  sans  être 
retenu  par  la  difficulté  de  l’exécution,  plusieurs  Géomètres  se 
sont  jetés  dans  bien  des  recherches  divergentes.  Enfin  Clairaut 
fit  cesser  les  doutes,  en  montrant  la  grandeur  absolue  du  second 
terme  de  ce  mouvement.  Le  problème  des  inégalités  séculaires 
des  planètes  est  un  des  plus  simples,  sous  le  rapport  de  la 
conception  des  termes  périodiques  qui  représentent  les  intégra- 
les complètes  des  équations  linéaires,  dont  sa  solution  dépend. 
Cependant  on  n’ose  pas  l’attaquer  de  front , à cause  de  la 
complication  inhérente  à la  formation  d'une  équation  algébrique 
d’un  degré  égal  au  nombre  des  planètes,  dont -il  faudrait  dé- 
terminer numériquement  les  racines.  L’incertitude  actuellement 
existante  sur  la  valeur  des  masses  des  planètes  peut  justifier  en 
partie  cette  lacune  laissée  par  les  Géomètres  dans  l'astronomie 
physique.  Mais  si  l’on  songe  qu’il  s’agit  de  fonctions  du  >tcmps 
dont  la  période  embrasse  un  très-grand  nombre  de  siècles,  on 
sentira  naître  en  soi  un  vif  désir  de  suppléer  à la  brièveté  de 
la  vie  par  un  travail  qui  pourrait  déjà  satisfaire , jusqu’à  un 
certain  point,  la  noble  curiosité  des  contemporains.  Une  foule 
de  questions  d'analyse  pure  présentent  des  obstacles  analogues  ; 
mais  leur  existence  arrête  rarement  les  applications  aux  sciences 
physico-mathématiques. 

Après  la  citation  de  ces  exemples , je  me  hâte  de  faire 
observer  (pour  prévenir  les  objections),  que  bien  souvent,  les 
obstacles  c^ui  se  rencontrent  à la  naissance  des  théories  ma- 
thématiques, tiennent  moins  à l’exécution  des  calculs  qu’à  la 
juste  définition  de  ceux  qu’il  faudrmt  entreprendre.  Le  calcul 
des  différentes  réductions  qu’on  doit  appliquer  aux  longueurs 
observées  d’un  pendule  composé  pour  être  ramenées  à l’état 
idéal  d'un  pendule  simple  isochrone  oscillant  dans  le  vide  au 
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niveau  de  la  mer  en  offre  un  exemple  digne  de  la  médita- 
tion des  Géomètres  philosophes.  Dans  les  théories  de  Physique 
mathématique  sur-tout,  l'introduction  de  toutes  les  forces  qui 
concourent  à la  production  des  phénomènes  constitue  la  prin- 
cipale difficulté,  sans  parler  de  celles  qui  tiennent  au  calcul 
intégral  qu'il  faut  souvent  envisager  sous  un  nouveau  point  de 
vue.  S'il  fallait  produire  une  preuve  de  cette  vérité,  nous  la 
trouverions  dans  la  gradation  des  pas  franchis  par  Clairaut, 
Laplace  et  Poisson  pour  établir  solidement  la  théorie  de  l'action 
capillaire.  La  loi  de  la  gravitation  n'a  point  ces  difficultés;  les 
équations  différentielles  qui  renferment  les  lois  spéciales  des 
phénomènes  sont  faciles  à former;  mais  la  déduction  effective 
de  ces  luis,  quoique  réglée  incontestablement  par  des  fonctions 
circulaires,  devient,  au  de  là  des  premiers  termes,  difficile  à 
découvrir  par  l’espèce  d’action  et  de  réaction  qui  existe  entre 
les  argumens  et  les  cocfficiens  des  inégalités  à longue  période. 
Ici , les  séries  se  ramifient  de  plus  en  plus  à cause  de  rabais- 
sement d’ordre  produit  par  les  intégrations,  et  leur  enchaînement 
n’est  pas  moins  indestructible  que  l'existence  de  ces  mêmes 
argumens.  . > 

Les  théories  de  la  Lune  publiées  jusqu'ici  n’offrent  pas  une 
expression  littérale  et  explicite  des  trois  coordonnées:  elles  portent 
toutes  le  caractère  d'une  solution  qu’on  pourrait  appeler  mixte, 
en  réfléchissant  qu’on  y procède  par  des  opérations  algébriques 
entrelacées  avec  des  opérations  arithmétiques  ; où  les  quantités 
numériques  absolues  se  trouvent  enveloppées  avec  les  valeurs 
spéciales  des  constantes  arbitraires.  Outre  cela , on  ne  peut  pas 
dire,  à la  rigueur,  que  l'approximation  ait  été  conduite  de 
manière,  que  les  cocfficiens  y sont  exacts  dans  les  quantités 
d'un  ordre  déterminé;  du  moins  au  de  là  du  troisième  ordre, 
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■généralement  parlant.  Les  preuves  de  cette  assertion  se  dédnisent 
des  résultats  mêmes  de  ces  théories,  en  les  ramenant  à la 
‘forme  précise  que  nous  avons  adoptée.  Alors  on  voit  souvent 
des  dilFérences  entre  les  cocfficiens  numériques  absolus  qui 
disparaissent  par  un  examen  fait  avec  soin  sur  les  différentes 
parties  qui  concourent  à leur  formation;  et  cela,  en  dévoilant 
l’omission  de  celles  résultantes  du  développement  de  quelques 
termes  du  même  ordre  et  de  la  même  forme  que  ceux  qu'on  a 
conservés.  Nous  avons  donné  plusieurs  exemples  de  comparaisons 
de  cette  es|)ècc  dans  le  cours  de  cet  ouvrage  ; et  il  faut  en 
examiner  les  détails  pour  se  persuader  de  leur  justesse.  Notre 
but,  dans  ces  comparaisons,  a été  de  faire  voir  seulement,  que 
le  principe,  par  sa  nature  inviolable,  de  tenir  compte  de  toutes 
les  quantités  du  même  ordre  n’a  pas  été  toujours  suivi  ; et  que 
par  fois , on  s’en  est  affranchi  en  commettant  l’inconséquence  de 
conserver  des  termes  plus  petits  que  ceux  que  l’on  avait  négligés. 
Mais  nous  admettons  que,  non  obstant  de  pareils  défauts,  il 
est  possible,  que,  par  des  heureuses  compensations,  on  soit 
tombé  sur  des  résultats  sensiblement  d’accord  avec  l’observation. 
Car  on  sait  bien,  que  les  erreurs  de  ce  genre  seront  considé- 
rablement atténuées  après  la  réduction  en  nombres  des  facteurs 
qui  conservent  naturellement  la  forme  littérale  jusqu’à  la  fin 
de  l'intégration.  Mais  cela  n’empêche  pas , que  leur  cxbtence 
ne  soit  un  motif  suffisant  pour  rendre  la  solution  plus  ou 
moins  contraire  à la  doctrine  des  séries  , et  faire  attribuer  le 
succès  à des  relations  fortuites  entre  les  grandeurs  données 
par  l’observation. 

Un  moyen  efficace  que  nous  avons  employé  pour  soustraire 
notre  théorie  à l’influence  de  ces  erreurs  faciles  à commettre  dans 
une  recherche  aussi  compliquée , fut  celui  de  développer  sans 
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cesse  les  diviseurs  qui  naissent  de  l intégralion , et  d'arrêter  les 
produits  des  difierentcs  fonctions  là  où  les  termes  subsê<[ucns 
seraient  d'un  ordre  supérieur  à celui  que  l’on  considère.  Alors, 
on  peut  efleclivemenl  sommer  un  fort  grand  nombre  de  termes 
de  la  même  espèce  et  par  là  diminuer  la  complication.  Mais 
il  est  possible  que  l’application  trop  réitérée  d'un  tel  principe 
ait  en  lui-même  l’inconvénient  de  diminuer  la  convergence  des 
séries.  Sur  cela  nous  n’avons  rien  à opposer.  iNous  accorderons 
sans  peine  qu'il  est  possible  de  présenter  les  cocfficiens  des 
inégalités  lunaires  par  des  fonctions  des  élémens  soiTs  une  forme 
différente  de  la  notre,  qui  aurait  l'avantage  de  les  rendre  plus 
convergens , tout  en  demeurant  dans  les  quantités  du  même 
ordre.  C'est  ainsi,  par  exemple,  que  la  fonction  Log.  (i+jt) 
existe  développée  sous  les  deux  formes 


O (a  • 
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dont  la  seconde  est  plus  convergente  que  la  première  pour 
toute  valeur  de  x qui  soit  une  fraction  proprement  dite.  Mais, 
s’il  est  facile  d’imaginer,  en  général,  l’existence  des  formes 
ainsi  variées  ; il  faut  avouer  qu’il  est  très-difficile  de  réaliser 
avec  succès  une  telle  conception  dans  la  Théorie  de  la  Lune. 
La  complication  inhérente  aux  formes  qui  conservent  les  signes 
d’opérations  non  exécutées  deviendrait  bientôt  un  obstacle  insur- 
montable pour  une  solution  littérale  telle  que  nous  la  voulions; 
où  l'approximation  devait  être  poussée  assez  loin  pour  mettre 
la  théorie  d’accord  avec  l’observation.  La  forme  que  nous  avons 
adoptée  permet  du  moins  d'atteindre  lentement  celte  limite. 

Cette  dernière  phrase  demande  un  développement  propre  à 
expliquer  ici  en  peu  de  mots  à quoi  lient  la  circonstance  du 
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grand  nombre  de  pages  dont  est  composée  cette  Théorie  de  la 
Lune.  Pour  cela,  il  faut  avant  tout  observer,  que  nous  avons 
voulu  montrer  l’origine  même  de  cette  théorie,  cl  ses  états 
successifs.  Or,  pour  un  problème  comme  celui-ci,  que  l’on  est 
forcé  de  résoudre  par  approximation,  il  ne  suffit  pas  de  donner  les 
derniers  résultats  en  indiquant  la  marche  suivie  pour  les  obtenir: 
on  peut  encore  souhaiter  d’avoir  préparés  les  moyens  propres 
à pousser  plus  loin  les  séries  qui  expriment  les  coefficiens. 
Alors  on  sent  l ulililé  des  résultats  intermédiaires  que  nous 
publions  : et  d’ailleurs  cette  publication  devenait  indispensable 
pour  faciliter  autant  que  possible  les  moyens  de  vérification. 

A ce  sujet  je  ne  puis  mieux  déclarer  ma  pensée , qu'en 
appliquant  ici  à la  totalité  de  l’ouvrage  ce  que  j’ai  dit  ailleurs 
en  ces  termes.  Il  m’eut  été  facile  de  présenter  les  résultats  qui 
y sont  renfermés  dans  un  nombre  de  pages  beaucoup  plus  petit,  . 
si  j’avais  voulu  supprimer  les  produits  partiels  qui  mcllcnt  en 
évidence  les  différentes  combinaisons  entre  les  argumens.  Mais, 
après  bien  des  réflexions,  j’ai  rejeté  ce  parti,  comme  nuisible 
aux  véritables  progrès  de  la  Théorie  de  la  Lune,  et  comme  peu 
conforme  aux  n^gles  d'une  stricte  loyauté  qui,  à mon  avis, 
doivent  être  observées  dans  un  ouvrage  de  celte  nature.  La 
puissance  de  l’analyse  ne  m’a  pas  paru  assez  énergique  pour  péné- 
trer dans  cette  théorie  avec  une  marche  à la  fois  sûre  et  rapide. 

Il  est  rare  qu'on  soit  disposé  à vériücr  des  résultats  aussi  éloignés 
de  leur  origine , lorsqu'il  faut  reconstruire  presqu’en  entier 
l'édifice:  et  ceux  qui  se  livrent  à un  semblable  travail  doutent 
par  fois  d’avoir  réellement  épuisé  toutes  les  combinaisons 
qui  concourent  à la  formation  d’un  terme  déterminé.  C’est 
d’après  ces  considérations , que  j'ai  pensé  qu'il  valait  mieux 
multiplier  les  points  de  repos  en  publiant  la  totalité  des  résultats 
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intermediaires.  J’ose  espérer  que  les  erreurs  qui  me  seront 
échappées  seront  excusées,  eu  égard  à l’excessive  complication  du 
sujet.  Je  n’ai  pu  me  faire  aider  par  personne;  j’ai  dû  traverser 
seul  cette  longue  chaine  de  calculs,  et  il  n'est  pas  étonnant, 
si , par  inadvertance , j’ai  omis  quelques  termes  qu'il  fallait 
considérer  pour  me  conformer  à la  rigueur  de  mes  propres  prin- 
cipes. J'ai  fait  tous  mes  eCTorts  pour  établir  avec  la  précision 
mathématique , au  moins  les  premiers  termes  des  coefTiciens 
des  inégalités  Iqnaires.  Sans  cette  condition  capitale,  qui  peut 
avoir  de  l'influence  sur  les  progrès  futurs  de  l’analyse,  et  s'il 
était  uniquement  question  de  démontrer , que  la  loi  de  la 
gravitation  universelle  suffit  pour  rendre  raison  des  principaux 
phénomènes  qu’on  observe  dans  le  mouvement  de  la  Lune , 
j’aurais  regardé  comme  à-peu-près  inutile  l’entreprise  de  m’engager 
dans  des  développcmens  d'une  exécution  aussi  difficile.  Après 
les  travaux  de  Clairaut,  de  D'Alembert,  A' Euler,  de  Tobie  • 
Miiyer  et  de  Laplace , cette  question  était  irrévocablement 
décidée  en  faveur  de  l'attraction  INcwtonienne.  Mais  il  fallait 
atteindre,  par  la  théorie,  le  degré  de  précision  que  donne  l'obser-, 
vation,  et  il  fallait  mettre  en  évidence  le  nombre  efliavant  des 
combinaisons  auxquelles  il  est  nécessaire  d’avoir  égard  pour 
découvrir  avec  certitude  les  premiers  termes,  qui,  comme  je  l'ai 
déjà  dit,  peuvent  être  considérés  comme  nés  du  développement 
des  fonctions  éminemment  transcendantes  qui  sont  l’expression 
des  cocfficiens  des  perturbations  lunaires.  C'est  l'accomplissement 
de  cette  tâche  qui  m’a  forcé  de  considérer  une  foule  de  termes 
qui  n’ont  aucune  existence  dans  la  classe  des  quantités  sensibles, 
quoiqu’ils  soient  du  même  ordre  qu’une  foule  d’autres  termes 
dont  la  considération  est  absolument  nécessaire.  Le  travail  serait 
moindre,  s’il  était  permis  d’estimer  la  grandeur  des  inégalités 
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d’après  la  simple  connaissance  de  l’ordre  analytique  du  coefii- 
cient;  alors,'  on  pourrait  renfermer  les  règles  à suivre  pour 
cet  objet  dans  un  petit  nombre  de  préceptes  d’une  application 
facile.  Mais  lorsqu’on  pousse  fort  loin  le  calcul,  les  cocfiiciens 
numériques  absolus  nés  des  développeraens  sont  d’une  grandeur 
tellement  différente  entr’eux,  qu’on  pourrait  être  entraîné  dans 
des  erreurs  graves , si  l’on  n’avait  pas  égard  à leur  influence. 
Tout  cela  tend  à dilater  l’ouvrage,  et  quoique  souvent  l’avan- 
tage se  réduise  à dissiper  des  doutes,  on  doit  être  satisfait  d’avoir 
ainsi  dilaté  des  idées  théoriques,  dont  l’existence  est  dissimulée 
dans  le  résultat  des  observations. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  jusqu’ici , peut  donner  une  idée 
de  la  nature  de  ces  recherches,  de  leur  étendue  et  de  l’esprit 
dans  lequel  elles  ont  été  entreprises  ; mais  la  lecture  de  la  table 
des  matières  placée  à la  tête  de  chaque  volume  peut , seule , 
* donner  la  connaissance  des  différentes  parties  qui  composent 
cet  ouvrage.  Néanmoins  il  peut  être  utile  d’avertir  ici,  que  le 
premier  volume  se  compose  de  deux  parties  distinctes.  La  pre- 
mière comprend  l'exposition  puremept  tliéorique  de  tout  ce 
qui  concerne  la  formation  des  équations  différentielles,  qui,  par 
leur  intégi-ation , doivent  fournir  les  trois  coordonnées  de  la  Lune, 
en  prenant , comme  D' Alemberl , la  longitude  vraie  pour  la 
variable  indépendante.  La  seconde  partie  comprend  le  per- 
fectionnement ultérieur  qu’on  peut  donner  ù ces  coordonnées , 
lorsqu’on  suppose  connue  leur  expression  analytique  pour  ce 
qui  tient  à l’action  de  la  Terre  censée  sphérique,  et  à la  force 
perturbatrice  du  Solqjl.  Le  premier  volume  renferme  par  là 
tous  les  principaux  résultats  qui  se  rattachent  à cette  théorie, 
savoir;  les  trois  coordonnées  en  fonctions  de  la  longitude  vraie  et 
en  fonctions  explicites  du  temps,  ainsi  que  les  expressions  du 
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mouvement  du  noeud  et  du  périgée  accompagnées  de  la  partie 
séculaire  qui  les  affecte.  Toutes  ces  formules  sont  réduites  en 
nombres,  et  complétées  par  les  formules  propres  au  calcul  du 
mouvement  horaire.  La  Thcoiic  du  mouvement  de  la  Lune 
autour  de  son  centre  de  gravité  a été  exposée  vers  la  fin  du 
même  volume. 

Je  n’ai  pas  développé  les  petites  inégalités  produites  par 
l’action  directe  des  planètes  sur  la  Lune  : à cet  égard  les  ré- 
sultats connus  ont  toute  la  précision  qu’on  peut  souhaiter. 

Le  second  volume  renferme  les  développeinens  nécessaires 
jK)ur  parvenir  aux  trois  coordonnées  de  la  Lune,  en  poussant 
l’approximation  jusqu’aux  quantités  du  cinquième  ordre  inclu- 
sivement. 

Le  troisième  volume  comprend  les  développemens  propres 
à fournir  les  quantités  d’un  ordre  supérieur  au  cinquième,  qui 
ont  été  ajoutées  aux  trois  coordonnées  pour  obvier  aux  inconvé- 
niens  qui  naissent  du  peu  de  convergence  de  plusieurs  séries. 

La  distribution  du  travail  m’a  forcé  de  placer  vers  le  commen- 
cement de  ce  volume  plusieurs  recherches  relatives  à la  constante 
de  la  parallaxe  équatoriale  de  la  Lune  et  du  Soleil,  et  au  rap- 
port de  la  masse  de  la  Lune  à celle  de  la  Terre.  Cette  dernière 
question  m’a  entraîné  dans  une  digression  sur  la  proposition 
XXXVI  du  3.'“'  livre  des  Principes  de  Newton,  dont  l’objet 
est , de  trouver  la  force  du  Soleil  pour  mouvoir  les  eaux  de 
la  mer.  J’ai  repris  ensuite  La  recherche  des  développemens 
ultérieurs  qui  se  rapportent  au  mouvement  du  noeud,  et  je 
l’ai  terminée  par  l’analyse  des  considérations  très-fines  par 
lesquelles  Newton  a saisi , en  homme  de  génie , l’analogie 
existante  entre  le  mouvement  du  noeud  et  le  mouvement  de 
précession  des  équinoxes. 
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J'ai  trouvé  le  rapport  de  la  masse  de  la  Lune  à celle  de 
la  Terre  égal  à la  fraction  à l'aide  d'une  nouvelle  déter- 
mination du  coefficient  de  la  nutation  lunaire  fondée  sur  deux 
séries  de  déclinaisons  de  l’étoile  polaire  observées  eu  i8ii,  et 
en  1823-24* 

La  première  de  ces  deux  séries  a été  faite  à Milan  par  le 
célèbre  astronome  M.'  Oriani,  que  la  mort  vient  d'enlever  aux 
sciences.  Ses  grands  talcns,  par  lesquels  il  a illustré  fObservatoire 
de  Milan  et  toute  l’Italie,  le  rendaient  respectable,  et  feront 
regretter  sa  perte.  Honoré  de  sa  conliance  et  de  son  amitié  , 
j’ai  eu  occasion  d’admirer  souvent  la  pureté  et  la  noblesse  de 
son  caractère.  La  modestie  rehaussait  son  mérite,  le  sentiment 
de  la  jalousie  du  mérite  d'autrui  lui  était  inconnu.  Nul  homme 
n’était  plus  indifférent  que  M.'  Oriani  pour  ces  dignités  qui 
l’avaient  porté  dans  une  sphère  de  la  société  où  les  honneurs  sont 
attachés  au  char  de  la  fortune.  Mais  le  philosophe  demeura  fidèle 
à ses  principes  et  à ses  habitudes;  rien  ne  put  atténuer  son 
ardeur  pour  l’étude,  ni  vaincre  son  penchant  pour  la  solitude. 

L’ouvrage  que  je  publie  aujourd'hui  sur  la  Théorie  de  la 
Lune  est  le  fruit  d’un  long  travail  que  j’ai  entrepris  depuis 
plusieurs  années,  et  que  j'ai  suivi,  en  diminuant  les  interruptions 
autant  qu’il  m’a  été  possible  au  milieu  de  mes  occupations 
diverses.  J'ose  penser  qu’il  contribuera  à mieux  fixer  les  idées 
sur  la  Théorie  de  la  Lune  proprement  dite;  et  que,  la  réunion 
d'une  expression  purement  littérale  et  explicite  des  coefficiens 
des  inégalités  avec  leur  valeur  numérique  conforme  à l’obser- 
vation, sera  désormais  regardée  comme  la  base  d'une  juste 
appréciation  des  recherches  sur  cette  matière. 

L'énumération  de  toutes  les  causes  qui  ont  retardé  la  publi- 
cation de  cet  ouvrage  serait  inutile  ; mais  dans  ce  nombre , 
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il  y en  a une  dont  le  souvenir  pesera  toujours  douloureusement 
sur  mon  cœur.  Au  moment  où  j'allais  toucher  le  terme  de  cette 
longue  carrière,  la  mort  frappa  (la  journée  du  27  mars  iSSa) 
l'unique  fils  qui  aurait  pu  consoler  ma  vieillesse,  en  se  livrant 
à l’ctude  des  sciences  cx.actcs. 

À Turin  le  16  décembre  i832. 
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THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE. 


V 


' 

.P 


CHAPITRE  PREMIER. 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE, 

S I- 

Équations  différentielles  entre  les  coordonnées  orthogonales. 


I.  Soient  M,  Hf,  M“  les  masses  respectives  de  la  Lune,  du  Soleil 
et  de  la  Terre.  On  suppose  que  ces  trois  corps  s’attirent  en  raison 
inverse  du  carré  de  leur  «listance  mutuelle , et  il  s’agit  de  trouver  les 
équations  du  mouvement  de  M autour  de  M".  Pour  procéder  avec 
ordre  nous  supposerons  d’abord  que  ces  trois  corps  sont  formés  de 
couches  parfaitement  sphériques , homogènes  et  concentriques  ; alors 
la  masse  de  chacun  d’eux  sera  censée  concentrée  dans  le  centre  de 
gravité , ce  qui  réduit  le  problème  à déterminer  le  mouvement  de  trois 
points  matériels,  dont  Af,  M\  M"  désignent  le  {wuvoir  attractif  ab- 
solu à l’unité  de  distance. 

a.  Cela  posé , rapportons  le  mouvement  de  M"  à trois  axes  rectan- 
gulaires fixes  dans  l’espace  par  les  trois  coordonnées  X,  Y,  Z,  et  pour 
déterminer  la  position  du  corps  M,  imaginons  trois  axes  mobiles 
passant  par  le  centre  de  gravité  de  M",  respectivement  parallèles  aux 
premiers;  de  sorte  que  x,y,z  soient  les  coordonnées  de  M,  et  x,  y,  z 
les  coordonnées  de  Af,  relativement  à ces  axes.  11  est  évident  que, 
par  rapport  aux  axes  fixes , Ton  aura  X.*-x , Y .*■  y , Z-*-z  pour  les 
coordonnées  du  corps  A/,  et  X-^x , Y y\  Z-*-z  pour  les  coordonnées 
Tome  /.  I 
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du  corps  A/'.  Maintenant  si  nous  nommons  r la  distance  de  M à M",  r la , 
distance  de  M*  à Af et  A la  distance  de  Af  à A/',  il  est  clair  que  l’on  a 


r'*  = as' 2%  r'*  = x'* -t- y’ 2'*;  A*=  (x'— x)’ (y'— j)’-*- (z'- z)*. 

3.  Puisque  et  ^ désignent  les  forces  avec  lesquelles  le  corps 
M est  attiré  par  les  corps  AT'  et  A/',  il  en  résulte  que  l’on  a 
Af'-jj,  Af"i,  A/" -jj  pour  les  composantes  de  la  force  -p- , et 

Ar^,  Af^ÿ,  Af^"  pour  les  composantes  de  la  force 

Actuellement , pour  fixer  les  idées , imaginons  que  la  Lune  et  le 
Soleil  soient  placés  dans  la  région  des  coordonnées  positives , la  Lune 
8c  trouvera  dans  un  point  intermédiaire  entre  la  Terre  et  le  Soleil  -, 

ainsi  la  force  — et  ses  composantes  tendront  à diminuer  les  coor- 
données  de  la  Lune,  tandis  que  la  force  ^ et  ses  composantes  ten- 
dront à les  augmenter.  Donc , pour  avoir  la  valeur  absolue  des  com- 
posantes qui  agissent  sur  le  corps  Af,  il  faudra  prendre  la  différence 
des  composantes  précédentes,  respectivement  parallèles  aux  mêmes  axes, 
c’est-à-dire  les  fonctions 

Af  ^ - Af '-*5.  ; Af  3^  - Af -y-  ; - AT  ± . 

Comme  il  s'agit  d’un  système  libre,  l’on  sait  par  les  principes  de 
la  dynamique  que  les  forces  accélératrices  doivent  être  respectivement 
égales  aux  coefficiens  différentiels  du  second  ordre  des  trois  coor- 
données X-+-X,  Y-*-y,  Z->-z,  qui  déterminent  la  position  de  la  Lune 
par  rapport  à un  point  fixe  dans  l’espace.  Donc  en  désignant  par  dt 
l'élément  du  tems,  nous  aurons  les  équations 


d‘X  d‘x 
dt^  dt- 

æy  ,£y 
,u-  * rff 

d'Z  d’z 
dF  dt- 


A/'îÿ-Af'-*- 
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, d*X  </*  y d*2j 

desquelles  il  est  facile  d’éliminer  W considération 

suivante. 

Le  corps  M"  étant  attiré  par  M et  par  AT  avec  des  forces  respecti- 

jtr 

vement  égales  à -^r  et  jti,  il  est  clair  que  l’on  doit  avoir 


1 


d’Y 

~dF 

d'Z 

df 


^ A/'i. 


Ainsi  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  précédentes , et  en 
nommant  a la  somme  Af  M"  des  masses  de  la  Terre  et  de  la  Lune , 
l’on  aura 


l dt‘ 


(J) 


d'y 

dt' 


* %/r- ^ * 


O-, 


o; 

O . 


4.  Considérons  maintenant  la  Terre  et  la  Lune  comme  des  corps 
tels  que  leur  surface  extérieure,  ainsi  que  celle  des  couches  de  den- 
sité variable  dont  ils  sont  formés,  soit  peu  différente  de  la  figure 
sphérique.  Si  l’on  désigne  par  ac,  > y, , z, , les  coordonnées  et  le 
rayon  vecteur  d’un  point  donné  de  la  Lune,  par  R la  distance  de  ce 
même  point  à une  quelconque  des  molécules  de  la  Terre,  et  par 
dJd^ 

l’intégrale  S qui  détermine  la  somme  des  molécules  de  la  Terre 
divisées  par  leur  distance  respective,  i?,  au  point  pris  dans  la  masse  de 
la  Lune,  Fon  aura  U',  où  U'  est  une  fonction  susceptible 

d’être  développée  suivant  les  puissances  descendantes  de  , propre  à 
représenter  la  partie  de  due  à Fécart  de  la  figure  de  la  Terre  de 
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la  figure  sphérique.  On  sait  que  les  différentielles  partielles  “ ^ ’ 
_ ^—L  — ^ déterminent  les  composantes  ( parallèles  aux  axes  qui 

se  coupent  au  centre  de  gravité  de  la  Terre  ) de  la  force  avec  laquelle 
serait  attiré  par  la  Terre  un  point  matériel  quelconque  de  la  Lune; 
donc  nous  aurons 

pour  les  composantes  de  la  force  avec  laquelle  l’attraction  de  la  Terre 
fait  mouvoir  le  centre  de  gravité  de  la  Lune  ; les  intégrales  étant 
censées  étendues  à la  masse  totale  de  la  Lune.  Or,  en  substituant  la 
valeur  de  17, , l’on  a 

M dx.  M dx,  M dx. 


I c.dn’ 


mais  en  posant  a:,  = x-^«,  y,  = j ^ , z,  = z-4-y,  et  par  con- 
séquent r,  = /[(*  -t-  «)*  -4-  (jr  ^)’  -*•  (z  y)*] , il  est  clair  que  1 on  a 

d.±  d±  d- 


d—  d — 

*S^dM  = S^dif  = 


d.si^ 


et  puisque  U'  est  une  fonction  de  *,»  y,»  z,»  l’on  aura  par  la  même  raison 

dx^  da  ax 

Donc , en  appelant  F,  l’intégrale  S , c’est-à-dire  la  somme  des 

molécules  de  la  Luue  divisées  respectivement  par  leur  distance  au 
centre  de  gravité  de  la  Terre , 1 on  aura 

.... 

••—J 

et  en  substituant  cette  valeur  dans  l’équation  posée  plus  haut,  il  viendra 
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M dx^  M dx  M dx 

M t 

Maintenant  si  l’on  fait  = —*■  V,  l’équadon  précédente  se  changera  en 

' ï d-SV'dM 

— - W’IÜ  ~ M ^ ’ 

et  l'on  anra  de  même  par  rapport  aux  variables  y,,  z,; 

• ^'y  * d-SU’dAf 

~ ;î“  “ ~M'~d^  ~ M' d^ ’ 

• dy  1 d-SÜ'dM 

—-  -sTlk  - M-  dz  "• 


On  voit  par-là  que  pour  obtenir  les  trois  intégrales  qui  entrent  dans 
les  seconds  membres  de  ces  équations,  il  suffit  d’évaluer  l’intégrale 
SlTdM  par  rapport  aux  coordonnées  a,  y qui  déterminent  la  po- 
sition d’une  molécule  quelconque  de  la  Lune , en  prenant  pour  origine 
son  centre  de  gravité. 

S.  Actuellement  si  l’on  nomme  , y^,  z^,  les  coordonnées  et 
le  rayon  vecteur  d’une  molécule  quelconque  de  la  Terre,  et  que  l’on 
désigne  par  1*  somme  ( c’est-à-dire  l’intégrale  des  molé- 


cules de  la  Lune  divisées  respectivement  par  leur  distance  à ce  point, 
l’on  pourra  supposer  ~ U"  i U"  étant  la  partie  de  pro- 

venante de  l’écart  de  la  figure  de  la  Lune  de  la  figure  sphérique. 
Cela  posé , l’on  aura 


dM" 


d.l. 

S_^dAf 

dar. 


J_  ç.  dU" 
M"  ^ dx. 


dM" 


pour  la  composante  de  la  force  avec  laquelle  la  masse  de  la  Lune  attire 
le  centre  de  gravité  de  la  Terre  parallèlement  à l’axe  des  x.  Doue  en  po- 

sant  F,  = remarquant  que  I on  peut  supposer  F,  = F , 

il  viendra 


I J,  _ Mx  M d y 1 d-SÜ''d]H" 

W ^ ‘S^r***  “ r»  M”'  dx  M”'  K « 
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et  il  est  clair  que  l’on  trouvera  de  la  même  manière 

I c Jtfy  M dV'  I d-SVdM'' 

~ ~d^  ~ r>  M"  ' dy  JU"  ^ ’ 

’ P dV,jT,^.  _ Mt  M dV”  I d-SÜ"dM" 

M"  ^ dz^  — r»  M"  ' dz  M”’  dz 

Pour  obtenir  l’intégrale  SV'dM"  qui  entre  dans  ces  équations,  il  faudra 
faire  *=  x a , y^  = y 0,  = z -*•  y\  et  ensuite  exécuter 

rintégratioii  par  rapport  aux  coordonnées  a,  0,  y qui  déterminent  la 
position  de  la  molécule  dM"  de  la  Terre,  relativement  aux  axes  qui 
ont  son  centre  de  gravité  pour  origine. 

6.  En  substituant  ces  forces  à celles  que  nous  avons  considérées 
dans  le  n.°  3,  nous  aurons 

XX  Xx  M'*'-*  xr-*  dV  I d-SU'dM 


— nyr  ^ %/r  * ^ dy"  > d.  SV'dM" 

^ J -4-  ftZ  ^ ^ JUr 


Donc  en  retranchant  la  seconde  de  ces  deux  équations  de  la  première , 
il  viendra 


Xx 

— w Z 

X 

M” 

dy 

M 

dV" 

dX  ~ 

= M-sr 

— AT  — 

■ 

-ü 

' dx 

'W' 

dx 

X d' 

<SVdM 

I 

d-SV”dM” 

M 

dx 

W'' 

dx 

- 

11  est  évident  que  l’on  a par  les  mêmes  raisons 


A 

dX 


AT'  dy 
M ’ dy 


I d-SVdM  ^ I d-SV’dM” 
M"  dy  M"  ’ 


M dJ2_ 

If*  ■ dy 


d'z  s'  s Jf"  dy  M dV 

1 d-SVdM  I d.  SV’dM” 

-^M Tz W' Tz 
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7.  L’intégrale  Sü'dM  peut  être  aisément  développée  en  série , au 
moyen  de  la  fonction  désignée  par  V’.  En  efifet  nous  avons  fait  pré- 
cédemment ( 4 et  5 ) 


U, 

K 


çdM" 
^ R 

S'^ 

r. 


M" 

ÆT" 


U', 

F"i 


ainsi  il  est  évident  que  la  fonction  U'  s’obtient  en  changeant  respective- 
ment les  coordonnées  x , y , z ea  x^,  y^,  dans  la  fonction  dési- 
gnée par  V".  U suit  de  là  que  si  nous  posons 


r"  = fonct.(x,  y , z) 

l’on  en  conclura 

U'  = fonct.  (x-t-a,  a-t-y). 


Mais  les  coordonnées  a,  /3,  y sont  évidemment  fort  petites  par  rap- 
port aux  coordonnées  x,  y,  z;  ainsi  l’on  pourra  développer  cette 
dernière  expression  de  C/‘  par  le  théorème  de  Taylor,  ce  qui  donne 


ü”=  F" --a 


dy 

dx 


- dV”  dV” 


etc.; 


donc  en  multipliant  par  dM  et  en  intégrant , il  viendra 


SV'dM  --  V’SdM^  ^SoidM-^  É^s^dM*  ~ SydM  etc. 

Cela  posé,  si  l’on  remarque  que  l’origine  des  coordonnées  a,  j3,  y 
coïncide  avec  le  centre  de  gravité  de  la  Lune , l’on  en  conclura  que 
l’on  a SixdM  = o,  SfidM  =0,  SydM  =0;  et  par  conséquent 


mdM  = MF"  ■*.  - . ’^Soi'dM-^  - ■ - • '^Sy^dM 

^ a dx  2 (iy  ^ a a«  ' 

etc. 

En  raisonnant  de  même  par  rapport  à l’intégrale  SU"dM",  l’on  dé- 
montrera que  l’on  a 
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1 I . I d'V‘ 


- . . 5a‘ W -H  - . ^S0"dM"+  - . yLSyW 

a dx  a rfy  x dz  ' 

* S •*•  S 

-*-  etc. 

Ces  valeurs  At  SW dM  et  SW'dM"  étant  différenciées  et  substituées  dans 
celle  l’on  aura 


rf*ar  ,,,  J—x  , - ï* 
~dF  ~ ^ 

<PF" 


<r  rfF" 
jur'  rf* 


M ■ rf* 


-W  • ^ 5aVil/  -V  . etc. 

xM  rf*’  aAf  dxdy 

d>V' 


etc. 


1 d^F’.tj^.  1 

a JH  dx‘  xât  ' dxdy 

Le  second  membre  de  cette  équation  et  les  analogues  qui  constituent 

les  valeurs  de  ^ ^ , peuvent  être  exprimés  par  les  différentielles 

partielles  d une  même  fonction  ; car  en  posant 


n 


Û'  = 

- M‘  — 

f'<4-  yy'  -s-  zr^ 
— pï 

W 
A ’ 

SI'  = 

_f_  r"  -t-  — F' 

M" 

ajtr 

d'F"  c,  1 jvr 
• -r-î-  Sa.  dM 

dx 

1 

' ~âW  ' 

• -j^S^^dM  ■*•  etc. 

I 

TW' 

d'F'  - „ 

• -j-rSa  dM  -*■ 

jix 

t 

TW 

•^-ÿ-Sp!"dM  " etc. 

etc. 

qu’au 

lieu  des 

équations  a) 

du  n.® 

4 , l’on  a celles-ci  ; 

ai) 


/ d'x 
rf? 
d'y 
dC 
d'z 
~ét 


X rfû’ 

“"TT  = ^ 

y rfû' 

~ rfy 

Z rfû' 

^ r>  rfz 


rfû’ 
<£*  ’ 
rfû" 
dy  ' 
dûT 
d% 


(*)  Les  deux  premier*  terme*  de  notre  expre»* 
»ioû  de  *ont  le*  seul*  que  M.  de  LiipUce 


a obtenu  par  les  considération*  exposées  aux 
page*  i8a  et  i83  du  tome  111  de  U Mèc.  cél. 
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Il  nous  reste  à chercher  l’expression  des  fonctions  désignées  par  V"  et  V. 

8.  D’après  la  théorie  connue  de  Vattraaion  des  sphéroïdes  recotwerts 
peu-  un  Jkùde  en  équilibre,  l’on  a 

où  <1/  désigne  la  moitié  du  rapport  de  la  force  centrifuge  à la  gravité 
sous  l’équateur,  ^ la  déclinaison  du  centre  de  gravité  de  la  Lune,  et 
D la  partie  constante  de  l’expression  du  rayon  de  la  Terre  partant 
de  son  centre  de  gravité  et  développé  dans  une  série  de  la  forme 


D(i 


* l'a  ■ 


etc.) 


Ces  expressions  résultent  de  celles  données  par  M.  Laplace  dans  la 
Mécanique  céleste,  tome  II,  page  3o  et  io3,  en  y faisant 

^(1)“°’  ■^(1)“°»  ■^(ï)  ~ ~ 3)’ 

-7^  ^ -7  ^ « M , 

^(3)  — °»  — nf  '/)î  — 

- 

ly 

et  en  observant  que  lorsqu’on  ne  prend  pas  pour  unité  la  constante 
que  nous  désignons  par  D , l’on  doit  substituer  l’équation 

= f Z?‘r,.,5pd.a^-Zy‘*’Z,, 

à l’équadon 


4* 


5p.d(a‘*%,)=  f r,^5pd.a^-Z,,. 


Les  fonctions  etc.  s’obtiennent  au  moyen  de  cette  formule 

générale  ; soit  sin\=  p , cos\  = q , 


l'on  aura 
T — J P 

■'  («)  — ■«(O)  ^(«) 


m • /n  I JH  M 2 

a • am — i P 


m>m  — i.OT  — 2-m  — 3 


a • 4 • 3m  — i • 2m 


Z7TP 


' — etc.  ; 


( Af^^cosivs 


) g» 

dp' 

3 <PP„> 


* ( ^3)  COS  3®  * 5, J)  sin  3®  ) g’ 

* ( 4^)  eos  4®  * iin  4ar  ) q^ 


etc. 


Tmt  1, 
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OÙ  ^,3j,  5,3),  5,^),  etc.  désignent  des  constantes  arbitraires, 

et  iir  l’angle  formé  par  la  projection  du  rayon  vecteur  r sur  l’éqnateur 
terrestre  avec  un  des  deux  axes  principaux  placés  sur  ce  même  équa- 
teur (Voyez  Legendre , Exercices  de  calcul  intégral , tome  II,  page  270). 
Les  termes  multipliés  par  cos  •a,  sinus , sin  ius  sont  éliminés  de  cette 
expression,  afin  de  pouvoir  satisfiiire  au.\  conditions  démontrées  dans 
le  second  volume  de  la  Mécanique  céleste,  page  90-93. 

9.  Pour  avoir  explicitement  cette  valeur  V,^)  en  fonction  des  coor- 
données X,  y,  Z,  remarquons  d’abord  que  en  nommant  x,  J,  z les 
coordonnées  du  centre  de  gravité  de  la  Lune  par  rapport  aux  axes 
principaux  de  la  Terre , l’on  a • 

X = rcosXcossa , y = r cos'Ksinus , z = ri/nX. 


Mais , par  la  transformation  des  coordonnées , si  l’on  nomme  w l’incli- 
naison de  l’équateur  terrestre  relativement  au  plan  fixe  des  x,  y -, 
<p  l’angle  formé  avec  l'axe  des  x par  son  intersection  avec  ce  même 
plan , et  6 l’angle  formé  par  un  des  deux  axes  principaux , qui  se 
trouvent  dans  l’équateur , avec  cette  même  intersection , l’on  a 


- = cos  X cos  us 


= q cos  us 

s ■ T • r ' r 


- = cos  X sinus  — q sinus  = B - C - , 

r * tt  r il  r it  r 


- = sin  X 


= P 


= A ’^i-B 


où  l’on  a fait  pour  plus  de  simplicité 

■A^  — cos  a sin  (f)  sin  d -4-  cos  (f)  cos  ê;  B = cos  01  cos  (p  sin.è  — sin  (pcosô  -, 

A = cos  (i>  sin  (p  cos  ô — cos  (p  sin  6;  B^  = coi  ai  cos  (f  co5Ô h/i  ; 

A = sinw  sin(p  = sin  u cos  Ç ; 

C = — sin  a sin  ê;  “ cos  6 ; C = cos  ai . 

Cela  posé,  si  l'on  remarque  que 


a 
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q'cos  nrs  ^ ç coî  w h-  ç iin  ^ J-  cos  ia  ~ \/^  q sin  ; 

q'sin ntsr  = C05  w ç sin  wj  — 9 cos  or — \/^qsin  , 

l’on  en  conclut  immédiatement  que 

q'cosnra=  AjTi)x  •*•  {B  -t- Bÿ^)y (C  -*~  Cy^)^ 

* (^,-  ■*-  - ; 
q"sin  nor  = _^^(//  A__/^)x  ■*■  (5  * Byrt)y  h-  (C  -*-  C,^^)3y 

“ B,y=i)y  -*.  (C  ^ 

Ainsi , à 1 aide  de  ces  deux  formules  et  de  l’équation 

* • • - y . Z 

P = - suia>sin<p  •*•  ^sin  <D  cos  <P  •*■  - cosu, 

l’on  pourra  aisément  exprimer  par  x,  y,  r,  r la  valeur  de  la  fonction 
lo.  L’expression  de  F"'  posé  au  commencement  du  n°  8 donne 

3.VZ>’x  I 


dV" 

dx 


rî 

/"n’y 


-((/»-  5)  4-  - n)  - y, 3, etc. 

^3~\-‘VPjx  ^ dx  r dx  r'  ^ ^ ’ 

et  en  différenciant  la  valeur  de  par  rapport  à *,  l’on  a 


* etc. 
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OÙ , pour  simplifier  l’écriture  de  cette  formule , l’on  n’a  pas  poussé  le 
développement  au-delà  des  termes  multipliés  par  En  substituant 

pour  “ sa  valeur 

-sin(niui<p  — sinaisinÇ—  -j- sinu cos<p  — -^cosu  , 

• dY 

il  devient  évident  que  l’expression  précédente  de  est  réductible  à 
une  fonction  des  rapports  ^ ^ ^ multipliée  par  ^ • 

De  là  il  est  aisé  de  conclure  que  la  fonction  donne  un  ré- 
sultat de  la  forme  Q = ^ ^ 0 , dans  lequel  la  lettre  Q 

représente  une  fonction  des  rapports  * , ^ ^ . Ainsi  ce  terme  est , 
analytiquement  parlant,  du  même  ordre  de  grandeur  que  la  fonction 
(qui  constitue  le  terme  principal  introduit,  dans  l’expression  de 
par  la  somme  des  masses  de  la  Terre  et  de  la  Lune)  multipliée  par 
le  carré  de  la  petite  fraction  • 

1 1 . Il  est  maintenant  facile  de  faire  voir  que  les  termes  multipliés 
par  les  coefiiciene  différentiels  de  V",  du  troisième  ordre,  sont  beau- 
coup plus  petits  que  celui  donné  par  le  coefficient  différentiel  du  pre- 
mier ordre  de  la  même  fonction.  En  effet , une  simple  réflexion  sur  le 
procédé  même  de  cette  différentiation  suffit  pour  faire  vcfir-que  les 

valeurs  de  , etc.  seront  données  par  des  expressions  de 

la  forme  Q,  le  facteur  Q étant,  comme  précédemment,  une 

fonction  des  rapports  * , ^ . En  outre , si  l’on  imagine  le  rayon 

de  la  surface  du  sphéroïde  lunaire  développé  suivant  une  série  de  la 
forme  D'(i  etc.  ) , l'on  peut  aisément  démontrer  que 

la  quantité  ggt  ^ par  ga  nature  , de  l’ordre  du  carré  de  D -,  ainsi 

le  produit  ^ SadM  sera  de  la  forme  0 , c’est-à-dire 
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une  quantité  de  l’ordre  du  produit  de  la  fonction  ~ . par  le  carré 
de  la  fraction  Il  est  évident  que  la  même  conclusion  subsiste  à 
l’égard  des  autres  termes  multipliés  par  des  coefficiens  différentiels  du 
troisième  ordre  de  la  fonction  V"  ; et  il  n’est  pas  moins  clair  que  les 
termes  ultérieurs  doivent  être  nécessairement  plus  petits. 

Les  formules  précédentes  deviennent  beaucoup  plus  simples  lorsqu’on 
suppose  la  Terre  un  sphéroïde  de  révolution.  Alors , le  rayon  vecteur 
étant  indépendant  de  l’angle  tv,  l’on  doit  supprimer  dans  tous  les 
termes  qui  sont  fonction  de  cet  angle , ce  qui  réduit  son  expression  à 


a . am  -> 


En  faisant  successivement  m = a , 


7fi  • m I • TH  — S * Ifl  “““  3 B|**4 

a*4*am  — i-  am  — 3 ^ 


3,4,  etc. , cette  formule  donne 


etc. 


où  — etc  désignent  les  valeurs  successives  de  la  con- 

stante : l’on  a affecté  du  signe  négatif  le  coefficient  , afin  de 
rapprocher  davantage  l’expression  du  rayon  vecteur  de  celle  qui  aurait 
lieu  en  supposant  la  Terre  un  ellipsoïde  de  révolution  aplati  aux  pôles. 
Dans  cette  dernière  hypothèse  tous  les  coefficiens  , etc.  sont 

nuis  ; de  sorte  quer  en  nommant  a le  rayon  vecteur  du  sphéroïde,  l’on  a 


Cette  expression  donne  a = D -*•  I , en  y faisant  \ = o , et 
en  y faisant  ^ = 90°  -,  donc  désigne  la  diffé- 
rence de  ces  deux  rayons , et  --  l’aplatissement  en  parties  du 

rayon  de  l’équateur.  D’après  la  mesure  des  degrés  de  latitude  l’on 
peut  adopter  pour  l’aplatissement  la  fraction  ^ , et  par  conséquent 
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12.  Occupons  nous  maintenant  des  termes  introduits  dans  la  valeur 
Je  ^ par  la  fonction  désignée  par  V'.  Le  sphéroïde  lunaire  n’étant 
pas  tel  cju’il  puisse  être  considéré  comme  recouvert  d’un  fluide  en 
équilibre , il  faut , conformément  à la  théorie  générale  de  l'attraction 
des  sphéroïdes  formés  par  des  couches  de  densité  variable  de  l’une 
à l’autre,  prendre  pour  F,  l’expression 


rd-a*Y^'> 


da 


rd  a>y*'^ 

lidJ  ^ da 


da 


4v 

7rî/ f da 


da 


etc. 


( Voyez  la  formule  (5)  de  la  page  38  du  TI  volume  de  la  Méc.  cél.  ) ; 
où  a représente  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre , et  les 
intégrales  doivent  être  prises  depuis  a = o jusqu'à  a-=D.  Pour  par- 
venir à cette  expression  l’on  suppose  le  rayon  vecteur , a , d’une  couche 
quelconque  développé  dans  une  série  de  la  forme 

a = o(i  * -H  etc.) 


etc.,  pourvu  que  l’on  y considère 
5jjj,  etc.  comme  autant  de  fonctions  du 


dans  laquelle  etc.  sont  des  fonctions  semblables  à celles  dé- 

signées précédemment  par 
les  constantes 

jîaramètre  a;  et  la  densité  p d’une  couche  quelconque  exprimée  par 
une  fonction  du  même  paramètre  a. 

Relativement  à la  fonction  désignée  par  il  est  important  d’ob- 
server que  l’origine  des  rayons  vecteurs , a , étant  placée  au  centre 

même  de  gravité  du  sphéroïde,  le  second  terme 


l’expression  précédente  de  devient  nul  par  les  propriétés  de  ce 
même  centre  ; mais  on  doit  en  même  tems  remarquer  que  cette 
équation  n’emporte  pas  avec  elle  la  condition  de  = o , comme 
cela  arriverait  si  la  Lune  était  recouverte  par  un  fluide  en  équilibre. 

i3.  La  masse  M du  sphéroïde  lunaire  estydonnée  par  la  triple  in- 
tégrale Af  = I Sp  coi  V drs  d?i  d • a^  prise  entre  les  limites 


a = O ; 
a = U, 

de  sorte  que  il  est 


V = — in-, 

\ -, 

évident  que  son  terme 


tv'  = O 
■s/  = 2V  , 
principal  est  égal 


à 
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*itfûd-a.  Donc  en  faisant  pour  .plus  île  simplicité  M — %nhD^-, 


J.  y'*’ 


da 


da 


~bD\  ff 


d-afY' 

da 


■da  = b“iy  , etc.,  il  viendra 


„ ^f  M „3A'  TY'  ,,36"  !>> 

r = — - F = — Mt!-  • -1-  eta 

* r r oo  76 


où  6 est  une  quantité  peu  difiereiite  de  l’unité,  et  b',  b“,  etc.  des 
fonctions  de  sin  et  de  cos  ar'  du  même  ordre  et  de  la  même  forme 
que  les  quantités  désignées  généralement  par  ^ 

Il  est  maintenant  clair  que  l’on  peut  déduire  de  cette  expression 
de  y des  conséquences  tout-à-fait  analogues  à celles  qui  ont  été  dé- 
veloppées dans  les  num.  lo,  1 1,  par  rapport  à l’ordre  de  la  grandeur 

ti*x 

relative  des  termes  introduits  dans  la  valeur  de  par  la  fonction  F". 

1 4.  La  considération  de  la  Terre  recouverte  par  un  fluide  en  équi- 
libre à sa  surface  nous  a fourni  une  expression  de  F"  indépendante 
de  la  loi  de  la  densité  de  ses  couches , en  ramenant  la  recherche  de  la 
valeur  numérique  des  coefficiens  qui  entrent  dans  l’expression  de 
Fjjj,  etc.  à celle  de  sa  figure  extérieure '■et  de  la  loi  de  la  pesanteur 
à sa  surface.  Par  rapport  à la  Lune , cette  circonstance  n’a  pas  lieu , 
et  l’on  ne  connaît  aucun  phénomène  propre  à donner  les  coefficiens 
qui  entrent  dans  les  fonctions  6",  b‘",  etc.  ; mais  l’on  peut , jusqu’à  un 
certain  point , évaluer  ceux  qui  entrent  dans  la^  fonction  dé^gnée  par 
b‘,  en  vertu  de  l’influence  qu’elle  a sur  les  mouvemens  de  la  Lune 
autour  de  son  centre  de  gravité. 

En  effet,  représentons  par  yi.  B,  C les  momens  d’inertie  de  la  Lune 
par  rapport  à ses  axes  principaux,  C se  rapportant  à l’axe  principal 
perpendiculaire  au  plan  de  son  équateur;  d’après  les  formules  de  la 
page  3o3  du  tome  II  de  la  Mécanique  céleste , l’on  a , conformément 
à nos  dénominations , 


À 

B 

C 


^ da  S — cosVco^’ar'^pcoi^' — dadx'  dz;  , 

^ da  S — cos\'  pco^X'  dadt^  d-ss  , 

^ Sp^^da  — sin^\'^  pcof^'*^  ■ da  dA’  da  ; 
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OÙ , pour  satisfaire  à la  propriété  d«s  axes  principaux , Ton  doit  prendre 
pour  5^'^  une  expression  de  cette  forme 

— 3)  3/i**^co5“A'cos  atff', 

A^'^\  étant  des  fonctions  de  o. 

Or,  en  substituant  cette  même  valeur  de  l’on  a 

,,„,5  rd-a^Y^‘>  ( . , , i\  rd-à-Â^^ J .rd-a^/'> 

* ^ =71^  dm  ^ ^ - âj/p  da  ^ CO«®yp— 

mais  par  la  combinaison  des  valeurs  précédentes  de  A,  B,  C l’on 
obtient 

0.C—  B — A = ^yyfitnV—  ^)  ( 3 cos’a'—  a ) cos  A'  dA'  dar'  X j'f  da 

-►a^^  3 cos*a'  — a ) cos^a'  cos  a ®’  dx'  dtsr'  X j'f  ^ ; 

B — A = sin\'  — ^ ) cos’a'  cos  a w'  dA'  dtv'  X 
^ cos*  a-a  dx'  d'à  xf?-  da 

donc,  en  observant  que  entre  les  limites  — i»r>  ®' = o 

l’on  a • 


x'  = -t-  J»r,  ra  = m , 


^J\àn>^  — ^)(3cos’a'—  a)cosX’d\'dw'  = ||  »r 
^^^3cos*a'— a)cos^\'cos  aw  dx'  dra  = o 
y^( sin*x'  — ^)  cosV  cos  aw  d^'  der'  = o 

^ cos*  2ia‘  d>^  dm'  ~ ^ ’ 

il  viendra 

^C-B-A=  -^njp—^da,  B-A=j-^nJp—^da, 
et  par  conséquent 

fc7)'5  = .^(aC-iî-.4)(s«i*A'  - 5)  -j^5-^)cos*a'cos  a»  . 

1 5.  D'après  les  dernières  recherches  de  M.  Nicollet  ( V.  Connaissance 
des  tems,  année  18a  3,  page  840),  l’on  a 

2C—B  — A = o,ooo63oio4-C  B — A = 0,000563916 -C, 
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et  par  conséquent 

h'D'^  = i^^o,ooo63oi04  (sin*h!  — ^ 0,00066391 6 coi*\'  coj  aur'^ . 

Comme  C est  évidemment  une  quantité  de  l’ordre  de  la  masse  mul- 
tipliée par  le  carré  de  D',  faisons 

C = KD*M  = ^nKiy^b-, 

alors  l’on  aura  pour  la  valeur  du  coefficient  qui  entre  dans  l’expres- 
sion de  F", 

^ ^ Jt^o,ooo63oio4  (iinV  — |) -*-  0,000663916  C05’^' coi  a • 

Le  coefficient  désigné  par  K est  un  nombre  absolu  qui  dépend  de 
la  loi  de  la  densité  p ; car  l’on  a JT  = et  en  négligeant  les.  termes 

très-petits  dus  à l’écart  de  la  figure  sphérique , K = y 

Pour  avoir  une  idée  de  la  grandeur  de  ce  coefficient,  il  n’y  a qu’à 
supposer  la  densité  p constante , et  alors  l’on  a K —l.  Mais  en  sup- 
posant la  densité  des  couches  croissante  de  la  surface  au  centre,  l’on 
peut  démontrer  que  la  valeur  de  K est  plus  petite  qtft  la  fraction  f; 
car  en  intégrant  par  parties  depuis  a b o jusqu'à  a=-  D , et  en  nom- 
mant p'  la  densité  à la  surface , l’on  a 

Spd.à-  ^ pa^-fa^dp  ^ 

Spd-a?  p a? -fa?  dp  I_  ’ 

Or  la  différentielle  dp  est  nécessairement  négative  dans  l’hypothèse 
actuelle , et  ^ est  toujours  une  fraction  ; ainsi  la  puissance  étant 

une  quantité  plus  petite  que  pour  chacun  des  élémens  de  ces 

deux  intégrales , il  faut  en  conclure  que  — dp  est  une  quantité 
positive  moindre  que  l’intégrale  — /(-^jdp,  pareillement  positive-,  et 
-L/(^Vdp 

qne  ^ ... — n — est  toujours  une  quantité  plus  petite  que  l’unité. 

Tome  t.  J 
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16.  Pour  n’avoir  à considérer  que  des  coordonnées  orthogonales,  U 
n’y  a qu’à  prendre  pour  sin\‘,  cos^X'-cos  2jb'  les  valeurs  qui  résultent 
des  formules  posées  dans  le  n.°  q , en  y faisant 

= cos  U sin  <p’  sin  6‘  cos  <p'cos  ô'  ; = cof  ti'cos  (p'sin  6'  — sûi  (p'cos  6'  j 

= cos  ai  sin  Ç)'c05Ô'  — cos  <p'  sin  6'  ; 5 ^ = cos  ai'cos  (p'cos  ô'  -t-  sin  <p'sin  ô'  i 

= sin  U sin  <p'  ; 5 = sin  al  coi  ; 

C = — sin  il  sin  ô'  ; ~ — cor  ai’  ; 

et  observant  que  «'  représente  l’inclinaison  de  l’équateur  lunaire  par 
rapport  au  plan  de  l’écliptique  ; <p'  l’angle  formé  par  l’intersection  du 
plan  de  l’équateur  lunaire  avec  l’axe  des  i;  ô'  l’angle  formé  entre  l’un 
des  deux  axes  principaux  placés  dans  l’équateur  lunaire  et  la  ligne 
d’intersection  de  ce  même  équateur  avec  le  plan  des  x,  y. 

Les  développemens  que  nous  venons  d’exposer  sur  l’influence  de  la 
non  sphéricité  de  la  Terre  et  de  la  Lune  font  voir  assez  clairement 
qu’il  serait  inutile  d’avoir  égard  aux  termes  provenans  de  Técart  de 
la  figure  du  Syleil  de  la  figure  sphérique,  puisqu’ils  seraient  de  l’ordre 
du  produit  de  ce  même  écart  par  le  carré  de  sa  parallaxe. 

17.  Après  les  forces  agissantes  sur  la  Lune  que  nous  avons  consi- 
déré jusqu’ici,  celle  qui  se  présente  naturellement  est  sans  doute 
l’action  des  planètes  du  système  solaire.  Four  en  comprendre  l’effet 
dans  les  équations  différentielles,  nommons  m",  ni'',  etc.  les  masses 
des  planètes , et  désignons  par  x,  y",  z”;  x“,  y",  z",  etc.  leurs  coor- 
données géocentriques  respectives.  Il  est  évident  que  l’action  de  chaque 
planète  doit  introduire  dans  les  seconds  membres  des  équations  (II) 
du  n.®  7 un  terme  semblable  à celui  qui  provient  de  la  masse  M'  du 
Soleil.  Donc  si  l’on  fait 


r ■‘=  x^-*-y^*z%  r ^ = x “ y ‘ z etc.; 

= (x"-x)V  (/ {z'-z)\  A" ‘ = (x'"-r)V  {z“-z)\  etc.  ; 


n"'=  - 


. m"  _„**"'*  yy-'-zz'"  . m™ 

pn A'  ^ A"  ’ 
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Ton  aura  àu  lieu  des  équations  (II)  celles-ci  : 


/ 

rft* 


(m) 


( 


dU 

dF 


X 


Z 

'-F 


_ «<û' 

dû" 

dû!” 

dx 

dx 

"dT’ 

— ^ 

dû" 

dû"' 

dy 

■*’  dy 

-4-  —T—  1 

dy 

— iBi 

dû" 

dû"' 

dz 

dz 

dz 

Gomme  les  mouvemeus  des  planètes  sont  donnés  par  des  coordon- 
nées héliocentriques , en  nommant  ces  dernières  X",  Y",  Z\  il  est 
clair  que  l’on  aura 

« 

et  des  équations  semblables  pour  les  autres  planètes. 


S a- 


Équations  différetaidUs  entre  tes  coordonnées  polaires. 

i8.  Nommons  p la  pcoiection  dn  rayon  vecteur  r de  la  Lune  sur 
un  plan  qui  coïncidait  avec  l’écliptique  à une  époque  déterminée , v ]a 
longitude  comptée  sur  ce  même  plan  depuis  un  équinoxe  fixe,  et  s 
la  tangente  de  la  latitude  de  la  Lune;  on  aura  d’après  cela 

X = pcosot  y = fsino,  z = ps,.  r = 

En  différentiant  deux  fois  de  suite  la  valeur  de  x et  de  y,  on  obtient 

d‘x  d'p  dp  dv  dv*  d‘v 

_ = coso-jp^-xsino-J^.^-pcoso-^-psinu-^, 

d\  . d*p  dp  dv  dv*  d*v 

M.  acoiPgK  . - p«np-^  * . 

Donc,  en  multipliant  la  première  de  ces  équations  par  cosv,  et  l’ajou- 
tant à la  seconde  multipliée  par  sinv,  on  aura 

d*x  d*y  . d*p  dv* 

-gpCOiP  H-  -j^SUlP  = ^ - p^  -. 
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et  par  un  procédé  analogue 


d\  . 

■^cosp~  -^sino^ 


PW 


dp  dv 


d‘x 


En  substituant  dans  ces  équations  pour  ~ , ^ leurs  valeurs  tirées 
des  équations  (in)>  et  en  faisant  pour  plus  de  simplicité 
Si  = Q'  -4-  Q”  -f  CS",  il  viendra 


d'p  dv' 

" PdF 


dû  dû  . 


dy 


d*p 

P dt* 


dû  . 

^■COSP  — -^SUIV  . 


dp  do  dû 
‘ d 7 ' dt  “ 

La  seconde  de  ces  équations  revient  évidemment  à 
d./>‘dp  da  dû 

dTP®'"''- 

L’équadon  z = p t donne 

d't  d’p  dp  ds  d‘s  dû  t , 


dt'  ^ dl'  " dt  ' dt  • dr  dt  p~ 

d^û 

On  peut  éliminer  de  cette  équadon  le  terme  à l’aide  de  sa  valeur 
trouvée  plus  haut;  alors  l’on  aura  entre  les  variables  p,  ot  s les  trois 
équadons  suivantes; 

dp*  i dp  dt  I dù  t-coto  dû  t-tino  dSX 

P "W 


•ii)  »• 


d't 

dtr 


dtr 


dt 


dt 

dt 


dt 


t‘COtO 

~P~ 


dx 


SUIP 


dy 


J d'p  do'  <r  dû 

d.  p'do  dû  dû 

pstno-^. 

C’est  sous  cette  forme  que  Lagrange  a employé  les  équadons  diffé- 
rendelles  du  mouvement  des  planètes  dans  son  Mémoire  sur  les  per- 
turbations de  Jupiter  et  Saturne  imprimé  dans  le  troisième  volume 
( année  1762)  des  Anciens  Mémoires  de  l’Académie  de  Turin,  page  3a i. 
19.  Si  l’on  nomme  é la  ladtude  de  la  Lune,  l’on  a 

s = tangô,  P = rcoiô; 
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ainsi  il  est  clair  que  les  équations  précédentes  peuvent  être  transfor- 
mées dans  d’autres , dans  lesquelles  les  trois  variables  seront  r,  ô et  v. 
Pour  cela,  observons  que  l’on  a 


ds 

1 da . 

dt 

cot'O  dt  ’ 

dp 

dt 

= 

cos6^  -rsinô^. 

ds  dp 
dt  ■* 

1 dr  dd  sitiQ 

cosi  dt  dt  **  coj'Ô 

d*s 

I d’d  asind  da*  _ 

ds* 

eoi’d  dt*  eos’ù  * dt*  ’ 

d‘p 

de 

= 

. d’r  . .dd  dr 

cos6-^-2smÔ^--^ 

2 ds  dp 

a dr  dè  asini 

P ‘ dt  ' dt 

rcos*B  dt  dt  cos^  Ô 

rffl* 


En  substituant  les  valeurs  de  ~ et  de  ^ ^ ^ la  première 
des  équations  (TV),  nous  aurons 

(iû  sin^cosv  dîX  tlnbsinv  dü 


1 ^ 
eot*fl  rft* 


A dr  M . du*  _ 

r«*"ô  dt  dt  ^ tan  rcojfl  dz 


rcos’S  dx 


rcos‘6  dy 

Pour  simplifier  le  résultat  que  l’on  aurait  en  substituant  la  valeur 
précédente  de  ^ Jaog  jg  seconde  des  équations  (TV), 

remarquons  que  l’on  a z = rànô,  et 


tP-rsM  dÙ  <r  . . 

sr-  = di- 


• i.d'r  .dH  dr  .d’a  . .d8* 

^ 2cos6^.^  -h  rcosô-^  -rsinô^. 


En  multipliant  cette  équation  par  sia  6,  et  l’ajoutant  à la  valeur  de 
^ , multipliée  par  eos  6 , l’on  aura 

d*r  dû*  t.du‘  tr  . .rfû  >1  <iû  X ■ ^ 

- T-^  = rcosb-^  — pr  -4-  5w6^  -H  cos6cosv^  cos&smv^- 

Les  trois  équations  dans  ce  système  de  coordonnées  seront  donc 
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/ d'd  i dr  dd  .A  /.du'  tindcotv  dù  tindtinv  dût  cotd  dù 

dl  T dit  dt  dr  r dx  r dy  r ds 


(V) 


d‘r  dd'  t.d»'  <r  . dSk  . . dù  . .dù 

-rx  — r-TT  — rcos  fl-xr  -•--T  = cosacosv^  cosa sinv^  -t-imfl-r  » 

dr  dt  dt  T dx  dy  dt 

d-  (r'cos'ddv)  A • dû  . dû 

— i— n = — rcosOsinif^  -t-  reosocosi^:;-  • 

dt  ax  ay 

20.  Si  l’on  remarque  maintenant  que  l'on  a ici 

X = rco5Ôco5t',  y = rcosêsinv,  z = rsind, 

l’on  en  conclura  que  en  multipliant  respectivement  ces  trois  équations 
par  rVâ,  (2r,  c/p,  et  les  ajoutant  ensuite,  l’on  a 

dd  d t*dd  I J ï JA<^*  I J dr'  l dd'  , a dif'  , a a.  d»  d'v  » ja 

■ dr  dû  J dû  , dû  J 

— — a -r  ■+•  -r—dx  •*-  -J— ay  -*•  s-dz , 

, . t'  dx  dy  J dt  ’ 

OU  bien 

l J dr'  < J add'  I , a a»dv'  dr  dû  , dû  , dû  , 

-d  -TX-*^-dr  -jjr-*--d  r cos  ô-s-  = — -y-dx  -y-dy  -y-dz . 

Z dt  i dt  Z df  r'  dx  dy  J dt 

Gette  équation  est  analogue  à la  troisième  des  équations  (Y)  sous  le 
rapport  de  l’immédiate  intégrabilité  des  premiers  membres  qui  com- 
posent ces  deux  équations.  Il  est  d’ailleurs  clair  qu’en  considérant  ü 
comme  une  fonction  de  r , v , 6,  l’on  a 

1 J / dr'  add'  a >a<*’*\  dr  dû,  dû  dû, 

^ « jf)  = - V * dT*  ^ -sr 

et  que  les  seconds  membres  des  équations  (V)  peuvent  être  respective- 
ment exprimés  par  les  coefficiens  différentiels  partiels  ^ ^ ^ • 

Il  suit  de  là  qu’en  substituant  les  valeurs  de  x , y , z,  l’on  a ces 
quatre  équations 

’d  r'dd  a.  A a «à-*  dû 

■*-T  smècosé-^  = 


(VI). 


dt' 

d'r  dù'  a 

_ _ r-^-rcos. 

d-  (r'cot'ddv)  dù 

SP  W ’ 


dd 


dp' 

dt' 


dû 

dr 


(T 

7^ 


' I , /dr'  a dÔ'  a JA  dp'\  <r  J dùj  dû  dû  , 
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En  intégrant  la  dernière  de  ces  équations , et  posant  plus  de  simplicité 


dû 


da 


l’on  a 


dr 


dd 


dv 


dr' 

dF 


» rffl*  a a*  du'  a<r  /"v/x 

- S?*rcosè-^  = - * %JdQ.-, 


.du' 


OÙ  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  le  symbole  différentiel  d'  ne 
regarde  que  les  variables  r,  6,  9 explicitement  contenues  dans  la 
fonction  iî,  au  lieu  que  l’intégradon  marquée  par  le  signe  J' est  re- 
lative à la  variable  v considérée  soit  explicitement,  soit  implicitement 
dans  la  même  fonction.  , 

21.  Maintenant  si  l’on  ajoute  cette  équation  à la  seconde  des  équa- 
tions (VI)  multipüée  par  r,  il  viendra 

^d'r  dr'  O da  fj.n 

'W*- W =7  ^ ^-dF 

ou  bien 

I d'r'  <r  da  /\,_ 

Z--dT  = 7 -*■  ’-dF 

Cette  équation  du  second  ordre  offre  la  plus  simple  combinaison 
quil  soit  possible  de  former  immédiatement  avec  les  équations  (VI). 

Pour  éliminer  de  la  dernière  équation  du  numéro  précédent  la  va- 
riable è , il  suffit  d’observer  que  l’équation  tang  ô = s donne  d6  — 
et  que  ptir  conséquent  l’on  a 

^ I <is*  1 \ a<T 

dt'  ■ T-t-ts  ~ T ■*"  ^ ' 

En  écrivant  la  troisième  des  équations  (VI)  sous  la  forme 

''da 


ndu  . 


l’on  en  conclura  que  ces  équations  sont  écpilvalentes  à celles-ci  : 
I d’r*  O da  A,» 


(VI)'  = (.-...)/fdr. 


dr*  , / I 

dt'  **"  ^ dt' 


I ds' 

' du' 


;)  = ^.^2yd'û. 
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'22.  La  troisième  des  équations  (TV)  étant  la  même  que  la  troisième 
des  équations  (VI) , il  est  clair  que  l’on  a 

rf  • p'd»  dû 

ï*  d» 

Pour  peu  que  l’on  examine  cette  équation , on  voit  qu’elle  peut  être 
intégrée  de  deux  manières  différentes  : 1 ° en  la  multipliant  par  dt , 

ce  qui  donne  % ~ i multipliant  par  2pV«>, 

ce  qui  donne 

Cette  équation  est  propre  à donner  immédiatement  le  tems  en 
fonction  de  la  longitude  v,  mais  comme  cette  intégration  dépend  im- 
plicitement des  valeurs  de  p et  de  j , il  est  nécessaire  de  transformer 
les  deux  premières  des  équations  (IV)  de  manière  que  v soit  la  va- 
riable principale. 

Pour  cesser  de  regarder  dt  comme  constant,  on  doit  changer 


dt' 


en 


d»°'  dt  ~ IF  ~ dt’  'dF' 


mais  l’équation  dt  = étant  différentiée , donne 

^t  ==  if  d^y^  df . dt>  - p'i^^a di>y^  dd‘ . 


Partant  l’on  a 


et 


df*  dv*  ) J*  dv  p'  dv  dv 


d'p  dv' I /I  d'p 

dd  ^ dt‘  f\p  p'dv' 


2dp‘ 

p^dv 


dp 

p‘dv 


dû 

dv 


Cette  expression  se  simplifie  en  posant  u = ^ ; car  elle  devient 

dv'  ./  d'u\ 


d'p  dv'  ,/  d'u\  /V 

I là  que  la  seco 

/d*u  \ J 


'dû  , du  dû 

^ “ Si  ■ • 


11  suit  de  là  que  la  seconde  des  équations  (IV)  donne 

d»  dû  eos  V dû  sin  v dû 

u'dv  dv  II'  dx  u"  iiy 


-tsy 
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Pour  transformer  d’une  manière  semblable  la  première  des  équa- 

d*s 


tions  (IV) , il  faudra  changer  en 


d't 


1 m ^ d* S ds 

Cela  posé,  au  moyen  des  valeurs  précédentes  de  et  de  dt,  l’on  aura 

d't  1 dt  dd  dp  ds  pi  da  , d'à  px  da  J 

dt  P du  du  p^dv  J'  du  p'dv  J'dv 

dû*ds  Z' 1 rfÛ  J s /^a  dû  , 


du' 


P 

3 dp  ds  _ 

Dqpc,  en  substituant  ces  valeurs,  l’on  aura 

I du  ds  ] /d't  \ Pxdû  J I dû  t- 
p'  du  du  p*\dl/  ^J?  jg  p'  dt 


cosv 


dû. 

dx 


da 

dy 


Mais  nous  avons  fait  précédemment  u = i , donc,  eu  résumant  le 
résultat  de  ces  transformations , l’on  aura 


f/d's  \ pda  J t dt  da 
^du'  ■*‘7  y u'dv  «•■<*>■* 

(vn)|ÿ-)î/S''‘-yi  — 
i = i(>/Ær*) 


s-cos  V da 
a*  dx 

1 du  da 

U*  dv  du 


s-sino  rfQ 
dy 


da 

’ dz  '■ 


cosu  da 
u‘  dx 


sût  U da 
tt*  dy  ' 


^-1. 


a3.  Pour  éliminer  les  coordonnées  x,  y,  z,  remarquons  quen 
considérant  fl  comme  fonction  de  s,  u,  v,  l’on  a 


da 

dx 

da 

dy 

da 

dt 


da  du 
du  dx 

da  du 
du  dy 

da  du 
du  dz 


da  du 

du  dx 

da  du 
du  dy 

da 

du  dz 


Mais  nous  avons  tangu  = ~,  «*  = 


X -»-y 


da  * 

dt  dx' 

da  dt 
ds  dy  ' 

da  * 

dt  dz  ‘ 

S =xzu,  d’où  l’on  conclut: 


Jonu  /. 
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Sr  ~ 

~~  U sin  P J 

11 

U CO  S P ^ 

dv 

= 0, 

du 

a 

du  _ 

- * • 

du 

dx 

— U COSP^ 

dy 

— U smp ^ 

dz 

= 0, 

ds  _ 
dx 

^USCOSPf 

ds 

— us-siaPj 

ds 

dz 

= «, 

et  par  conséquent 

da  . dû  , dû  dû 

'tü  ~ ~ “ utcos»-^  , 

dû  dû  y . dû  .dû 

“ UCO$ç-^  - U ~-US-tini>-^  , 

dû  dû 

-3T  = U-y-. 


Substituant  ces  valeurs  «lans  les  équations  (VII),  l’on  aura 


<u> 


( \ J t df 

1^‘dü 

(vni)^ = -)yS  *-  = - ï 

% - 


s dû  i-t-ss  dû 

U du  U*  dj  ’ 

du  dû  dû  s dû 

dv  dv  du  U dt 


On  doit  à D’Alembert  et  à Clairaut  la  ferme  de  la  seconde  et  de 
la  troisième  de  ces  équations.  Comme  ces  auteurs,  à l'exemple  de 
Newton,  cherchaient  les  variations  de  la  latitude  de  la  Lune  par 
celles  des  nœuds  et  de  l’inclinaison , ils  n’ont  point  fermé  directement 
l’équation  différentielle  en  s,  laquelle  nous  paraît  avoir  été  donnée 
pour  la  première  fois  par  Lagrange  ( Voyez  page  3a5  du  tome  III 
des  Anciens  Mémoires  de  l’Académie  de  Turin  ). 

24.  On  peut  aussi  déduire  des  équations  (VI)'  données  dans  le 
n.°  21  un  nouveau  système  d’équations  ayant  v pour  variable  prin- 
cipale. En  considérant  dt  comme  variable,  l’on  doit  changer 

d*.r*  d'-i*  rf.r*  d't 

SF  ~dF  ' 


donc,  en  substituant  pour  dt  et  d’t  leurs  valeurs  données  dans  le 
n.®  22 , il  viendra 


t 
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p'  dv  du  ' 

OU  bien , en  remarquant  que  p = ^ , 

a*r*  /d*.r*  a du  <f7*\  .rdQ  , idr*  da 

en  substituant  cette  valeur  dans  la  première  des  équations  (YI)  > l’on  aura 

<r  (iû  U*  dû  d-r*  p 

1 d*-r*  i du  d't*  r'*‘^dr~^'df>’  du'*' 


a dv*  U dv'  dv 

Or  les  équations 

dû  dÙ  dû 

dû 

'■■5^  =='d:r  ■*'yâr 

Z-J- 

az 

donnent 

dû  dû 

du 

au 


et 

as  ds 
U*  dp 


J U w 


•s  s) 


a (i  -*-ït)  du 
t?  dv  ’ 


donc,  en  substituant  ces  valeurs,  l’on  obtiendra 

I d‘‘i*  a du/  ds  \-*-ss  du\ 
a dv*  dv\  dv  u dv  / 

< «ni  <i!û  f'j! e\  / ^ x-*-ss  du\dSl  } . 

I (!-►«)  ^ du  '*'  J V«A<  U dv)  dv\  2u*/-^^dv. 

J u dv 

Si  daus  la  troisième  des  équations  (VI)'  l’on  &it  pour  plus  de  sim- 
plicité d<f>  = «f»«  (/ , Von  a l’équation 
ds*  id/p*  y<r  rs'n  ' 

ou,  en  substituant  pour  dt  sa  valeur, 

ds*  _ _ }/U--ss)  '*' 

dv*  ^ df  ~ .rda  J 

a urJ  —TT 

J U dv 

En  combinant  cette  équation  avec  la  précédente  qui  donne  la  valeur 

, I d'.f* 

de  - • , et  remarquant  que 

dr* 
dv*  * 


I «T.r*  _ d*r 
a ’ <A>*  ' ^ dv* 
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Ton  trouvera 

1 dp*  ^ d*r  ^ du/  ds  du\  

^ dv*  ^ dv*  U 

S eu  dd  ( ^ 1~*~ss  du\  dÙ  ) ^ 

^ "**  V ^ \ % f -^-âM  . 

J U <w 

2$.  Si  dans  les  équations  (TV)  trouvées  dans  le  n.®  i8  on  substitue 

au  lieu  des  fonctions  leurs  valeurs  exprimées  par 

dd  dd  dd  „ 

“7-^  -r-1  Ion  aura 

dv  du  ds 


d*s  dv*  ^ dû  ds  a/ s dd  t^*~ss  dÛ\ 

dF  ‘W  p'dt'A  ~lF~''dr)' 

w K' 

fl  -r-Êr^- 


^du 


s d!X\ 


En  faisant  p = ^ «lans  le  premier  membre  de  ces  équations , on  les 
transforme  dans  celles-ci: 


d't 

,ie 


rft-* 

<** 


<iÛ\ 

~Z^‘~dI)  ’ 


n du  ds  n /s  dû 

U dt  dt  ^ \u  du 

/srrnv  ) d''u  dv'  3 du'  eu*  * <iÛ\ 

(Vin)  *r-  = 

dv  a dd  J 

di  = V-dF^^' 

lesquelles  doivent  être  considérées  comme  les  réciproques  des  équa- 
tions (vni). 

On  trouvera  de  la  même  manière  que  les  équations  (V)  peuvent 
être  mises  sous  cette  forme  : 

d'-!*d^  !..  .dv'  dd  , .da 

-dF-  = us-^ 


J d’r  d6'  .dv'  e ^ . dù 


(rcosô)  ^ =J^dt. 


Di^itized  by  Google 


CHAPITRE  PREMIER. 


29 


S 3. 

Développement  préliminaire  des  fonctions  des  forces  perturbatrices. 

26.  Les  équations  (VIII)  seront  la  base  de  notre  Théorie  de  la  Lune  ; 
ainsi  il  est  nécessaire  de  considérer  les  fonctions  ü',  û",  d",  afin 
d’exprimer  par  les  coordonnées  u,  p,  s les  termes  qu’elles  introduisent 
dans  nos  équations  différentielles. 

Nous  avons  fait  ( n."  7 ) 

Q!  = ^xx'^yy'.^zz;  ^ 

f'J  /[(V  _*)*.♦.(/_  y)‘ ^ (Z- _ *)■]  * 

mais  l’on  a 


X = 


Z = -, 


et  rien  ii’empéche  d’expi^er  par  des  fonction*  semblables  les  coor- 
données du  Soleil,  en  povnt 

cost/ 


X = 


y = 


«'  • 


Alors  V représente  la  longitude  do  Soleil  comptée  sur  une  écliptique 
fixe,  depuis  u^  équinoxe  fixe;  la  projection  de  son  rayon  vecteur 
sur  le  même  plan , et  s la  tangente  de  l’angle  formé  par  le  rayon 
vecteur  r avec  cette  même  projection. 

En  substituant  les  valeurs  de  ces  coordonnées,  la  première  partie 
de  d devient 


21/'—  **'■*■  **”(*' ■“‘'l 


M'u' 


et  la  seconde,  posant  pour  plus  de  simplicité 

TT  / / Y IA  / V âAA  I 

il  = ^ COSIP  — P ) (I  -H  55) SS 

U.  ' ' U*  ' 'U. 


s s y 


de  sorte  que  Ton  a 
û'  = 

“ (.-H 

En  prenant  les  différences  partielles  de  d,  nous  aurons 
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= M' ^ iin  (i.  - i^')  (( I 5Ï)"» - ( I n)-a) , 

^ = 3/*  ^ -►  M‘ - p')  4- i>^(( i4-iV)“^ - (i-fll)“»^  , 

= - M'*-ÿ  ( I - n)-i  - itf*  î^‘((i  4.  SS)--  - ( 1 ^ n)-i)  ; 
croù  Ton  conclut 

^ ï *«(*’  - 0 ((i  «'«T*  “ (I  n)‘»)  ^ 

'S  dû'  l-*-ss  dû'  f .»  '\ //  ' '\-ï  / nx-l\ 

dû'  » dû'  n,_|  ^.u'*  J . n._3\ 

— ^ = Ar^,(i+ii)  »-h3/ -,co<p-p)(^(i+i5)  a-(i4-n)  a| 

27.  Afin  d'établir  une  limite  dans  les  développemens  ultérieurs  de 
CCS  dernières  fonctions,  nous  conviendrons négliger  le  carré  de  5', 
le  produit  ^ s,  et  de  ne  conserver  dans  le  Jv  eloppement  de  la  fonction 
(14-II)"»  que  les  termes  multipliés  par  ù,  u",  u'\  en  se  rappelant 
que  U représente  l'unité  divisée  par  la  distance  du  Soleil  à la  Terre 
projectée  sur  l’écliptique  fixe  ; ainsi  nous  aurons 

(i4-n)-î=  i_5n*^rp-5|n^*etè., 

ou  Ion  a 

_ au'  / ,,  u'*  / \ au'  . 

n COSfp  — Pl4-_g(i-t-ii) SS  , 

o'  'u' 

na  3u'*  au'*  - 4u'>,  . . 8u"  , , 

n = — i-  4 — r coj(ap  — 2p)  — -^(i  4-  ss)cos{y  — v)  4.  ss  cos[y  — p). 


n =— -j^coi(p— p) 

et  par  conséquent 
(l4-Il)"»  = 


• cos  (3p  — 3p'), 


/ O u'*  3 h'*  n u'  A 

C0S(2P-2P)  (4- 

, ,v  / 3 u'  45  u’’  i5  u’  , e 

' \ u 8 u>  a u’  u*  / 

cos(3p-3p')(4.ÿ.ÿ). 
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En  faisant  les  multiplications  indiquées , on  aura 


I»*  ’ dŸ 


u« 


sin 

(20- 

3 

3 ■ 

5 

“8 

u’*  . 13  II’*  13 

sin 

(0- 

-0  (- 

8 

8 • 

u' 

U 

3 «'  0 , 

4-â.  — «-t-0.5.5 
£ u 

sin 

(3o. 

13 

T’ 

n' 

« 

) 

sin 

83 

lü' 

u'* 

U» 

) 

5 //fl' 

I -f*  J# 

diV  _ 

U ' du 

U* 

ds 

co  s O 


M ~.s 

U* 


8 

48 

u'> 

. *» 

II"* 

Il'*  1 

î" 

16' 

U» 

■'■T- 

— SS 

«■ 

8 

f «' 

'a 

15  «'■ 

15  u*  . 

• U 

r • “T  55— -3-  . -5.5  * 

• 4 u»  â u 

83 
8 • 

8 

3 • 

u' 

-55  — 
u 

3. s. 

,.V39 

13 

8 ' 

-) 

1 

as 

16  ‘ 

13 
" 4 • 


rfSV 

du 


.L 

u'  ds  ' 


COS  O 


cos(ao-ao')(-|-f.^+^.^ss-^.^’s.s') 
cos(o-0  (-  ».  |i’+  si-3.s.s'+i5$‘s.s'  I 

cos(3.-3o')(-ÿ.;i') 

cos(4.-4i'')(-f|.^). 

28.  Considérons  maintenant  la  fonction  û'"  , qui  est  par  sa 
analogue  à la  foncüon  a'.  11  suffira  de  développer  la  partie 

Tome  / 


nature 
de  Û"* 
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relative  A la  planète  m"  ; car  il  est  évident  que  par  un  simple  chan- 
gement de  lettres  ou  pourra  eu  déduire  les  termes  dus  à l'actiuii 
des  autres  planètes. 

En  substituant  pour  x" ,y" , z"  leurs  valeurs  X" -^-x' , -^-y‘ , 

dans  la  valeur  de  û"  trouvée  dans  le  n.°  17  , on  aura 

“■=ï-5i((A-+x')c<..v+(r'+y)smi.+(Z---»)*), 

où , ù-=(A'vy-'^)-ù-(y- +/-=)• 

Cette  expression  de  donne 


f =-=l(A-+='-0  • 

Cela  posé,  il  est  facile  de  trouver  les  expressions  suivantes: 

^ =ï’  ((A-+xOcos.+(rVy>n.-h(Z'W)s) 

da"  m"  ( rf»  ,ji\{  \ I \ m" s 

Actuellement  si  l’on  fait 

• C05  V**  yyff  Sin  l***  2'^  __  j” 

““  u"  * ***  u"  ^ t 

on  aura 


m"/.ïm(fc' — i*”)  — *'*)  \ / ï î \ 

U \ ü'  /\P^“Â'V  ' 

//n'"  v")  ^ 0 /i"  S'\  n/t  1 \ m'*  ^ y 

i?;r=i:rL-v—  +«) . 

/fl  . £\/  I _ I \ m'V 

iû*  U \ tt"  U*  / \ r"*  / u*A'*  * 
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n suit  de  là  que  nous  avons 

I dü'"  m'y  • • /■  « I \ 

-Sr=  77 - Â^)’ 

t rflî'"  i-f-M  dû,"'i  m'y  J . J . 'V  I \ 

77>V77'‘^°*(‘’-‘’  ) 77"°^(‘'-‘’>“77'  ~ Vj^'î  " 

' TT*"" - ir^- 


da”' 

du 


da"' 

ds 


Pour  achever  d’exprimer  ces  trois  fonctions  par  nos  coordonnées 
polaires , il  faut  remarquer  que  l’on  a 


»i  I j’7  ï-*-i"s"  a-»'*"  2 cos(i>'  — !>'') 

i7^  ■*  ü~  TTiT"  ÜTT 


A' 

a 

= r"*  - 

t^^ss  — 

a ooi(p  — 

Jil- 

y 

4»  — ï;  1 « 

U 

U’W 

u-u' 

“V 

u"y 

d’où 

l’on 

déduit 

1 

u'’ 

^ «a.  'a 

au'  y 

...  IT-, 

au'j  . 

7'u'a_ 

775375 

J 

Ir  U — • 

C05(P 

U ' 

1 + m) 

U 

* 7")) 

1(1. 

«V’ 

- 

I 

-)  = - 

V u> 

/ a«' 

C05(i;  — 5V 

-t-  ( 1 + 

1/* 

* ) U»* 

3 

— 

■yj". 

Jflyl 

u>' 

a /a  3fi  , /* 

U — COStif  - ) 

1*  ' ' 

W*  , ». 

?îC05(i>— ^ ) 

U u"  ^ ' 

77  (5 -’■«)- 

aiiV 

1 

U 

(7+ 

Ces  deux  expressions  peuvent  être  développées  en  série  convergente 
lorsqu’il  s’agit  d’une  planète  inférieure:  pour  une  planète  supérieure  il 
faudra  leurs  donner  pour  facteur  commun,  et  alors  l’on  aura 


I u"^  / n2  «J  %u!*  . , |i^'*  oi/'e  y \ 1 


_9 


29.  La  fonction  fi  étant  assez  compliquée , il  convient  de  considérer 
à part  chacun  des  termes  qui  la  composent;  ainsi  nous  la  réduirons 
d abord  à ü =-— y (n.®  7).  De  plus , nous  ne  retiendrons  dans  P"' 

Tome  I.  r 
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que  les  trois  premiers  termes  ; et  nous  supposerons  la  Terre  un  sphé- 
roïde de  révolution.  Dans  ces  hypothèses  l’on  a 

îi"  = (sia\  _ I ) -H  , 

- i)  ; = A;3j  (hA  -lsinK)  i (V.  n.®  8 et  1 1 ). 

En  substituant  ces  valeurs  de  Tj3j  et  remarquant  que  r = 


nous  aurons 

/)•«> 


En  substituant  nos  valeurs  de  x,  y,  z dans  celle  de  sin  \ = p, 
trouvée  dans  le  n.®  9,  il  viendra 

. ^ . COS  V . ^ sin  P i 

sin\  = 5m w 5m(p  r sin(ticos(p^^ r C05«-t: r 

sin  O sin(v  ip) 


et  par  conséquent 

<i  • sin  X sin  o cos(v  d*  si/i  X 

dv  lY[i-»-ss)  du 


s • cos  O 

/(I  JJ)  ’ 


d-sinX  _ cos  O — sain  a sut(v  ■*■  ÿ) 
(1 


Cela  posé , si  l’on  forme  les  différences  partielles  de  la  fonction  SI", 
l’on  trouvera 

rfû™  — K(,j)D'u^sin X d-sinX  3 trK,j,D^u*(sin‘X — J)  d.sinX 

do  ^ 


(i->-ssy 


dp 


dp 


dû"  _ 3ff(tp  — Kf,,)D'u‘{sin‘X — 3)  4<r  AT(j, X>’u’ (»in’A  — sitnA) 

dû"  oa{sj)  — Kft^D'is^sinX  d-sinX  3<rKfS^D^u*(sin'X — J)  d-sinX 

3r(tj/  — K(,^s  D‘u’(sin'X — 3)  ^<rK(s,D^u*s(sin^X — |(ùiA). 

— I.  --  » y 


(i-^ssy 


{ta-ssy 


et  de  là  il  est  facile  de  conclure  les  expressions  suivantes  : 
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I dûT 
H du 


_L  ^ 

u“  " du 

J-*- SS  dù" 

~1P~'  17 


a<r(^— dsinX  ^ 3<rjr(3^V(xùi*A— j)  dsinX 

(i-fjf)*  dv  ' 

^(r(i)—K,,t)D‘usinX  dsinX  ^ ZtrK„,rfiu‘(,sin'X  — l)  duinX 

rf»  ’ 


— Jî(»)) /)’«* /3  (u’n*A  — a)  . d-sinX\ 



<rJÏ^,,Z)’uY4(iinU  — |wU)  , , . l\d.x»nA' 
"■  -V^K r^TT ^ s (stn  -)— — 


Les  formules  précédentes  donnent 

sin'X  _ \sin'o-*-ss-cos*e-t~isinocoso-S'Sin{v-*-<fi)  — ^sin'oeos{iv-t-i(p) 

l-*->s  (I  SS)*  ~ 


sinX  d-smX  _ (i  —Lsin'e)s-*-  (t—ss)sine  coso  sin.{v -t-qS) -s- \s-sin'oeos{:iv •*■%<{() 

.4  ds 


(l-*-ss) 


{l*ssy 


is-ss  ds 


'X  d-sinX  J ] 

- coia)iw’ttj(i-5  5)coi(2i<+  a(fj)  *\sinussin{3v*3(p)\{t-*->>)^ 

*«  A _ s.  sine  coso  cos{v  ■+■  <p)  •s-^sin'o  sin{2v  ■*■  2(lf) 

/ ~Tt  dv  ~ ' î ’ 

{t-fss)» 

n'X  d-sinX  J ^^'7m(acoi*<o-s- s-dr7u  costD  sln{%v  , 

/-iiM»^OICOi(3(^  + 3cp)  ((l-<-*») 


(i-<-xx)’  dv 


I -^i«*wcoiaif-coi(2i;  + 2({>)  - 4sin^oi«n(3t>  + 3({|)  {(>-►**)“ 

3o.  A l’aide  de  ces  développemens , l’on  obtiendra  les  résultats 
qui  suivent: 
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' COS  O ( I — I sin^iu)  s 


> }sin  ( t>  (f)  ) (l  — jj)wna)C05(«)j 

/('  du  U*  dt  ‘ 


co5(at» 2(J))  ( -t-^s-sin^u) 

Icos  O [J  COS(l>  — Jc05^ù»  — COSII)  — acoj*«)4i]^ 

cos(2K-^2<fi)[—  cosii)sinia(^  — 4i)] 
jîn(3p-t- 3(p)[  •<-  J fin  « s] 

'coso  [ — l-+-|iin’»-*- (4*— 6iin*ai)4f]] 

i/Û''  s dû"  trD‘u‘(i}i  — K^%,U  . , .*  \ r • /q  « *\i 

_ . _—  = ^ sin(v-*-(p)  [Hneu  C04<ti(8s  — 25  )j 

du  U ds  ^ 


C05(2P-»-2(p)  [5tn’ui(  ■ 


■*^)] 


Icos  O t — ZcOSOi  sinai  COSV — (6c05« — lOCOS  <*')55j 

sin  (v  *■  $)[— \*5in<<)-t-35in^«*(Vsin“-”«n*(âi)s5  + |sirt(«i5'’]^ 

co5(2P*2(f>)[5in“<<i  co5tt(—  -t-  3 55)  5] 

5in(3i'+3<f)[5in^û»(—  1 , 

I dû"  _ (>>-*-  <?>)  (îin«co*<»^)j 

'**  (iH-55)“  J 5m(2i> -I- 2(f)  (Isin’w)  | 

ICOS  O [ Jfin'^ctf  •*-  ss-sinu  cos'‘w] 

cos(o  - <p)  [-i5În«(l  -K  55)] 
sin(2t>  ■*■  2(p)  [ 5Îrt*M  cosai  f] 
cos(3v  ■*■  3(}))  [ — i stn^tt)] 
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31.  Le  coefficient  qui  entre  dans  ces  fonnnles  est  sans  doute 
très-petit  ; mais  pour  ne  rien  avancer  sans  démonstration  nous  allons 
faire  voir  qu’en  général  les  coefficieos  A'^3) , A'^j , etc.  sont  chacun 
plus  petits  que  le  coefficient  A^^j. 

Les  observations  de  la  longueur  du  pendule  simple  qui  bat  les 
secondes  faites  à différentes  latitudes  ont  fait  voir  que  cette  longueur 
varie  à très-peu-près  proportionnellement  au  carré  du  de  la  la- 

titude. En  partant  de  cette  donnée  voici  comment  M.  Poisson  parvient 
à fixer  la  limite  des  fonctions  E(j) , , etc.  sans  même  supposer  que 

la  Terre  est  nn  sphéroïde  de  'révolution  (Voyez  Connaissance  des 
lems  pour  i8ii  , page  a64  )• 

D’après  la  théorie  de  l’attraction  des  sphéroïdes , l'expression  de  la 
longueur  du  pendule  est  donnée  a priori  par  une  fonction  de  cette  forme 
A [ I -4-  5 (sm’X — 7 ) -t-  -4-  3 -4-  3 4 J^(S)  D , 

ou  L désigne  une  quantité  constante  , et  > la  latitude  géographique. 
Supposons  maintenant  que  la  véritable  expression  de  cette  longueur 
sous  forme  finie  soit 

A désignant  un  coefficient  constant  , et  Q une  fonction  de  la  latitude 
et  de  la  longitude  , qui  d’après  les  observations  est  résultée  toujours 
plus  petite  que  A.  En  égalant  ces  deux  expressions  l’on  obtient 
Q=E{,)-+-(5t  — A')i^sin"k — -j)-4-2  K(3)-4-3 F(4)-4-4  K(5)-*-etc. , 
dans  laquelle  la  fonction  — (s/VX  — 4)  doit  être  consi- 

dérée comme  assujettie  aux  propriétés  générales  de  la  fonction 

32.  Actuellement  imaginons  la  fonction 

(1  — 2 X Qs m X 5tn  (X)  -4-  cos  X cos  (X)  cos  (o-(o)}]  + x')-î 
développée  suivant  lés  puissances  de  a* , et  nommons  le  coefficient 
de  x"  ; M.  Aegencfce  ( Exercices  de  calcul  intégral , vol.  U,  pag.  271)  a 
démontré  que  les  deux  fonctions  A'(„) , satisfont  toujours  à l’équation 

i/X'cirw  cos\.d\d-a  = o 
entre  les  limites  0 = 0°  ; X = 90“  ; 

o = 3Go°3  X=s=  370*; 

Tom*  / g 
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pourvu  que  les  indices  m et  n soient  deux  nombres  diOiéreus.  Donc , 
en  vertu  de  celle  propriété  , si  l'on  multiplie  la  valeur  de  Q par 
A\„)Cos>..d'kdv  , l’on  aura  , en  intégrant  entre  les  mêmes  limites  , 

JJ'Q  cosy..dldo  = (m  — i ces'i.dXdtt. 

Mais  dans  l’ouvrage  que  l’on  vient  de  citer  il  est  démontré  (pag.  272)  que 

cosl.dldv=-  ) » 

(Ff„))  étant  ce  qui  devient  par  le  changement  de  X et  o en 

(X)  et  (n)  , en  désignant  par  ces  deux  dernières  quantités  deux  valeurs 
arbitraires  que  l’on  peut  donner  à X et  à cr.  Ainsi  nous  aurons 

Si  l’on  remarque  maintenant  que,  relativement  anx  ruulies  de  cette 
intégrale , le  coeflicient  demeure  toujours  compris  entre  -t-i  et  — i , 
l’on  eu  conclut,  eu  faisant  X(^^y=i,  que  l’on  a,  abstraction  faite  du  signe, 

Donc,  en  nommant  B la  plus  grande  valeur  de  Q,  laquelle  par  l’hypo- 
thèse établie  doit  être  plus  petite  que  A , l’on  aura  à plus  forte  raison 

ou  bien,  en  observant  qu’ici  jy'cosX.dXd'a  ^ — 4**, 

rv  \ + 

C-*  (».);<  ,„_i  • 

Pour  mieux  fixer  les  idées  sur  ce  point  nous  ajouterons  que  M.  Bcsscl 
en  comparant  avec  la  formule 

L{^  \ X— D-t-F 2 F(î)-»-elc.] 

les  longueurs  du  pendule  observées  dans  les  deux  hémisphères  a trouvé 
que  l’on  peut  représenter  ces  observations  en  prenant 
F(5)  — — Al^3)  ^stn*X  — -J  stn  X^  ' 

Arj)  = 0,0003345  , 

et  en  supposant  nulles  tontes  les  autres  fonctions  , Y^sy  , etc. 
(Voyez  Astronomiae  fundamenia  , page  i3i  ). 
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33.  Actuellement  développons  la  seconde  partie  de  £1",  c'est-à-dire 
la  fonction  En  retenant  seulement  le  premier  terme  de  la  va- 

leur de  V,  nous  aurons 

„„  3 b'  D' 

U = « T * T • — T ’ 

5 O 

. et,  en  substituant  pour  &'  sa  valeur  rapportée  dans  le  n.®  14,  il  viendra 

Il  est  évident  que  les  termes  introduits  dans  les  équations  différen- 
tielles par  le  premier  terme  de  cette  e.xpression  peuvent  être  formés 
immédiatement  en  changeant  le  facteur 

’D\^  -Ki  '» 

dans  la  première  partie  de  chacun  des  résultats  rapportés  dans  le 
n.®  3o , qui  nous  ont  été  fournis  par  la  valeur  spéciale  de  £î"  définie 
dans  le  n.°  29.  Il  suffit  donc  de  nous  occuper  ici  de  la  fonction 

«l’cOl’A.'cOja  W*  J,  . y 

T — que  nous  désignerons  par  Ç . 

( 1 -►  n)  ^ 

D’après  les  formules  du  n.®  9 , nous  avons 

! 


a(i-t-xj)“|  ^ — A^y^)cosv  -*■  (B^ — By^)sinv  (C  — j 

= — - — T ( 2(Af-Af)cos^v*2(B^-B*)sin‘i>*2(C^-C^^)ss*4(AB-AB)sùwco.v 
4{AC^—  AjC  "^  S'cosv  4(BC  -B^C)s-sin  A 

a(i-4-«)”' 

♦ 2(AC-Ap  ) s-cosv  + 3{BC- b C)s  ünv ■*■  2(C^-C^)s~J ■ 
Donc , en  prenant  les  différentielles  partielles  de  ^ , il  viendra 
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dv 


'i  _ _/  B -À  B)cos2v-(/i  C-ÀC)ssinv 

- . - . 

+ (5  C - B^^ C)  s cos  v\ 

— = —^!^—j(^A^-A^*B’‘—B^)-^{A'^—A^-B^*B^)cos2v  + 2{.4B~À^BJsin  2v 
^ ^ À^C)scosv-f  2{BC- B^CJssinv*  2{C^ 

•}}.,=  .'^l—juAC-A  C )co5^-.(BC-5  C,>m.](i-4«)-(Cr-C*)(2.-3*')) 

(i-4-^j)'^  

-^::^^^^({A^-A'*B*-B')+(A*-A'rB'*B^)cos2v-*-2{AB-A^B)sin2vy 


34.  Les  valeurs  de  A^,  B,  C;  y4__,  5,,  posées  dans  le  n.”  16 
donnent 

A‘  = costal  sin^p'  sin&  ■*•  cos°(f>'  cos^'ô’  i coî  u sin  a<{)  iin  aô 

y4*  = cos^u  coi'ô'  -t-  cos*(^"  sin^S  — J cos  u sin  2<p  sin  26 

B'  = cos^w  cos^(p'  sin^ô'  ■*■  sin^ip'  cos*6'  — J cos  <ù  sin  2(f>  sin  26 

j5*  = coi*oi"  coi*({)'  cof’tf  -4-  sin^<()  jin’ô'  -«-  Jcoi  » iin  a(f>  ii/i  aô 

g =^cos^i^sin2(p'sin(l-*-\cosijicos^^sin2(i~\cos<àsin<^sin2Ù  -^M/i2(f) coi  6 
j4  B =3, coî’w co52<f)'cos’ô'—  icoii«’coi’<fi'iW2Ô  |coit» sin  <p  sin2Ô  - 3sin2<p  sin  6 
C = — à ^ ® ’P  — J iirt  w'  coi  <f>'  sin  2 ô' 

C = — isin2u  sin  <b' cos^6‘  isinw  cos(p‘  sin  26' 

00^  ’ 

B — — I sin  21»'  cos  <p'  sin  S — i sin  à sin  <p'  sin  2 ô 

B C — — a sin  2 a!  cos  co^6  — J sin  <•>  sin  (p  ii/i  2 ô 

C*  = sin  U sin  & 

C*  = sin^  a>  cos^  S 

it 
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et  par  conséquent 

— A*  5*  — B*  = sin*  ai  cos  2Ô' 

A*  — y/* — B\  — (i  co«V)co5  2(f»'cos2Ô'  icosù  sui7.(^  sino.& 
A B — -®„  = - J(i cosV)im2(f)' C04  2Ô' cosu  cos2<f>  sin26' 

= |4(n2w'4mÇ'co52d' — sinu  cos(p' sinid' 

= J sin2ucos<p‘  cosi6'  sinu  sin<^'  sin2& 

= — sinu  cos  2 & = — (A^  — .4*  ■+■  5*  — B*). 


AC C 

$ s t»  SI 

B^C  - 5„C„ 

C*  - C* 

« r* 

Partant  Ton  a 


i 

U 


Ü 

d s 


3 ut 


us 


ï “■  2P  2 {A  B — A^B  ) sin  2<^^ 


‘f!^J^({AC-AC)cosv*-{BC-BC)suu>)-, 


di 

du 


S 

U 


^ u*(3  — laïf)  ^ 

a(i 

* ({A^  _ _ 5*  -H  5»)  cos  2K  2 (AB-  AB)  sin  2 v) 

a(i-*-s»)*  ' ' 

* ’i^àUzJ^({A  C-  AC)toso  {BC  - B C ) sinv)  -, 

' ' ' ' " ' ' " " / 

d’où  l’on  conclut 


l.Û 

U.  du 


• tt  di 
~'Ts 


(I  H-1»)* 


3 sitiù  cos  2Ô' 

-*•  (l  C0S*u)c0S2é'  C0s{%0  -+-  2({)') 
-*•  2C0SU  sin  2Ô'  sin(2v  -t-  2(fi') 

J sin  2 U cos 2 d' sin{o  <p') 

— sinu  sin  26'  cos (p  (f>‘) 


Tome  I. 
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il  ^ i.Ü 

du  U dt 


u’(3 — laîi)  j 

{sirs  (à  cos  aô'') 

< / 

m’(3  — a si) 

f (l  -t-  COS^U)')cOS2Ô'  cos(2i>  2(f)') 

a(i -*-«)“  1 

/ -i-acosu'finaâ' -4- aÇ)') 

[ |sin 2tà cos  2 & sin  ( v <f”) 

1 

f — sin  U)  sin  2 6‘  cos  ( v (f)’) 

±.ià  = 

U*  du 

n 1 

[ (i  -»•  cosV)  cos  2Ô’  sin(2v  ■+■  2<p') 

(i-f-jj)'  I COSU)  sin  26'  cos(2v  2(p') 

us  l isin2<i)  COS26' cos(v (f>) 
(i-t-ss)^  ) -*■  sin  U)  sin  2 6'  sin 


33.  Eu  réunissant  les  fonctions  données  par  ces  deux  termes , et 
ordonnant  par  rapport  aux  sinus  et  cosinus  des  angles  formés  par  la 
combinaison  de  6,  tr,  i) , l’on  trouvera 


gu<r 

8x^ 


^H<r 


-L  . 

«*  dv 


2C-B-A 

[ CO  S (u 

(f)')  Mnut 

COS  Ctf  5 i 

{l-fSS)^  1 

f sin(2v-*- 

2(p')  J sin’ 

i 

' sin(2v  •+■  2(f)’ 

■+■  26')  (— 

1 

2 

-t-  J COSU)  - 

— 1 
2 

cos 

V) 

B— A j 

1 sin(2i>  2<f)' 

- 2Ô')  (- 

1 

a 

— J COStt»'  ■ 

_ 1 
a 

cos 

V) 

1 cos  ( P <p' 

2Ô')  (- 

1 

a 

sinu)  ^ 

sin 

2 (t> 

^ COj(  V -s-  <p' 

- 26')  (■*■ 

1 

a 

sin  U)  \ 

sin 

2(iJ 

> 
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ï 

U du 


!-»■»  dû!' 
u‘  ■ ds 


COS  O 


(i  — Isin’w)  i 


9U  (T 

2C-B-A 

Sâriÿjï’ 

(i-t-ii)» 

g U as 

■"  rfoTirï' 

(I-Hii)î 

— «) 

J3-A 

i(S*2>'>6 

(i-ii)î 

y 

9Ii*<T 

aC-B-^ 

ÿjtD'^b 

(l-4-Ii)“ 

9uV(3  - ia«) 

B— 4 

1 

(l-4-ii)i 

gu’ (T  (3—  asî) 

B-^ 

(l-4-ii)> 

9u’<r(4*  — Si) 

B— A 

16  St  ly^  b 

(i-t-ii)^ 

coi(2p  -+-  2({)')  ( J sin*  us) 

cos  2 ô’  ( 3 sin“  «'  ) 

C0s(2v  2(p'  -t-  2Ô')  (3^  — cos  U -U  ^ COS^w) 

C0s(2V  H-  2({>'  — 2Ô')  ( J -t-  cosu  i COiV) 

B— A ^ sin(i>  U-  (p'  -4-  20“)  ( — ^ sinu  -4-  ^ sin  2u) 


(i-t-w)>  j sin{i>  ■*.  <p'  — 2,6')  ( ^ 5tna)'  -t-  J sin  2u) 


dû" 
du 

cos  O 


I ^ 
U ds 


[—  I -4- 1 sin^u-4-  i i(4  — 6 si/i’u)]  ^ 
ï ^ coi(p  ) [jmw  cosu'(8s—  2s  )] 
C05(2p*2<f)')  [ sin^u(—  I ss)] 


B— A l C0s(20  -4-  2(p'  -4.  26')  (ji  — cosu  -I-  ^ cos^u) 
J C0s(2i>  ^ 2<p'  — 2Ô')  (a  -4-  cos  II)' 


i costal) 
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36.  Nous  sentons  que  l’on  aurait  pu  abréger  de  beaucoup  l’écriture 
de  ces  formules  en  les  réduisant , d’abord , aux  seuls  termes  qui , par 
la  nature  particulière  des  argumens , sont  susceptibles  d’augmenter 
par  les  intégrations;  mais  le  choix  de  tels  argumens  suppose  tacite- 
ment la  discussion  de  tous  les  termes  qui  sont  d’un  même  ordre 
avant  les  intégrations.  A la  vérité  l’on  peut,  après  avoir  acquis  une 
certaine  habitude  de  cette  analyse , prévoir , sans  un  développement 
complet,  les  termes  qu’il  convient  de  conserver;  mais  en  opérant  de 
cette  manière  l’on  aurait  épargné  un  calcul,  qui  dans  le  fond  n’est 
pas  difficile , aux  dépens  de  la  clarté  et  en  laissant  des  doutes  que  la 
plupart  des  lecteurs  n’auraient  pu  dissiper  qu’en  exécutant  en  détail 
les  développemens  supprimés. 

La  discussion  des  termes  donnés  par  la  figure  de  la  Terre  et  de  la 
Lune  ne  pourra  être  reprise  qu’après  que  nous  aurons  développé  la 
partie  principale  des  inégalités  de  la  Lune  qui  dépend  de  la  force 
perturbatrice  du  Soleil.  Alors  on  examinera  de  près  l’influence  des 
fonctions  V"  et  F',  en  ayant  même  égard  aux  petites  modifications 
qui  peuvent  être  produites  par  les  termes  de  ft"  affectés  des  coeffi- 
ciens  différentiels  du  second  ordre  de  ces  mêmes  fonctions. 


f 
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EXPRESSIONS  DES  COORDONNÉES  DU  SOLEIL  ET  DE  LA  LUNE 

MLXTrVll  AU  MODVSMBNT  KLLiniQUB 

ET  THÉORIE  DE  LA  VARIATION  DES  CONSTANTES  ARBITRAIRES. 


d‘s 

dp 


^ 5 s O 9 


d*n 


, dv 


S 1. 

Iruégration  des  équations  différentielles  en  supposant  rutiles 
les  forces  perturbatrices. 

37.  E N faisant  abstraction  de  toute  force  perturbatrice,  l’on  a n = o; 
ce  qui  réduit  l’intégrale  2 / dv  à une  constante  arbitraire  po- 
sitive que  nous  représenterons  par  A*.  Les  équations  (VIH)  du  n.°  a3 
se  réduisent  par  conséquent  à cette  forme  : 

<r 

t= 1-  ; 

Il  est  évident  que  l’intégrale  de  la  première  de  ces  équations  est 

s ■=  y sin.(i>  — 6)  , 

où  7 et  d désignent  deux  constantes  arbitraires,  telles  que  y repré- 
sente la  tangente  de  Tinclinaison  de  l’orbite  par  rapport  au  plan  fixe, 
et  6 la  longitude  du  nœud  ascendant. 

d*u 

L’équation  en  u est  un  cas  particulier  de  l’équation  ^ i’u  = /f, 
dans  laquelle  i désigne  un  coefficient  constant,  et  Jl  une  fonction 
explicite  de  p.  Or  l’on  sait  que  l’intégrale  complète  de  cette  équation  est 

Il  = Acos(iv  — a)  sin  i^Rcosi»-dv  — cos  i^R àniv  ■ dv  \ 

A tt  U désignant  deux  constantes  arbitraires. 
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Donc,  dans  le  cas  dont  il  s’agit,  nous  aurons 

. , . <r  . Z' coiv  J a Z'  ûnv  J 

U = Acosh>--vr)  ■+■  JT  smv  / jdv  — -,-,  cosv  f jdv- 

'*  •'  (i-i-jjV  (>-•-“)“ 

Maintenant  pour  avoir  la  valeur  de  ces  deux  intégrales,  il  faut  expri- 
mer sinv,  cosv  en  fonction  de  s.  Pour  cela  remarquons  que  l’on  a 

= sin{»-^)-sinvcos^-cosvsinJb\  — ~ •=  coi(p-ô)  = cowcoîô-fsinvsinô; 

d’où  l’on  tire 

COJ  0 /y  a a,  ^ " A * Û //  a a,  ^ -«,0 

COS  V = -^/(r  — i ) — -Sin 0-,  ■ sinv=  -^/(y  —s)->-  -cos8. 

Donc,  en  différentiant  ces  expressions,  l’on  aura 


sinv-dv 


f cas  8 \ J 


y/ (y 


. / cas  d S‘sin6  \ J 


ce  qui  change  l’expression  précédente  de  u en 


U = A cos{y  — tff) 
Or  l’on  a 


hy 


ds  s P sds  l/(y‘— t’) 

Donc  la  valeur  de  u se  réduit  à 

U r=  Acos(v-'sr)  • 

Pour  simplifier  l’écriture  de  cette  formule , l’on  peut  introduire  une 
nouvelle  constante  arbitraire  e , en  posant  A ■=  1*^*  donne 

Cette  expression  de  u est  remarquable  par  sa  forme;  quoiqu’elle  soit 
uue  conséquence  immédiate  de  la  théorie  du  mouvement  elliptique , ^ 
il  parait  qu’aucun  auteur  ne  l’ait  publiée  avant  Lagrange , qui  l’a  donnée 
.en  176a  (Voyez  tome  III  des  Anciens  Mémoires  de  l’Académie  de  Tu- 
rin , page  3a3  ). 
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38.  Si  Ton  voulait  avoir  cette  valeur  de  u exprimée  par  uue  suite 
de  termes  périodiques , il  n’y  aurait  qu’a  développer  la  fonction 

= l/[i  a/  — iy’coi(2v  — aâ)] 
dans  une  suite  de  la  forme 

yj  ■+■  C'cos(2f> — 26)  -t-  C”cos(4v  — j^6)  -I-  etc. 


Pour  donner  aux  coefficiens  C,  C,  C",  etc.  une  forme  régulière, 

/(,-f.yy)  — I 


faisons 


X , ce  qui  donne 


j/— — _ I 1/(1  ■*■/)')  cos(2V  — 26)-*-X^]. 

Maintenant  si  l'on  suppose 

I — aa:  cos(2i>  — aâ)  -t-  x’]  = * 2P^^^cos(2v  — aô)  + aP,jjCOi(4t>  - 4Ô)  etc. , 

l’on  a en  général , d’après  les  formules  données  par  M.  Legendre 
( Exercices  de  calcul  intégral , tome  II , page  ay4  ) , 

I.1.3-5””  (aA.-3)  /*\^r  i-i'(aA-i)  /*\* 

~ ‘ W L * i-(A-Zi)  ’ W 


i-a-3-4* 


- 0 
•(^l)(A^a)  Va/ 


et  dans  le  cas  de  X — o 


• i-i-3-(a;i-i)(a;t*0(aA*3)  /x^  _ T , 

i-a-3-  ) (A-*-a)  (A-<-3)  \2/  J 


- ' 


Ces  coefficiens  peuvent  être  exprimés  par  des  intégrales  définies  en 
observant  que  l’on  a en  général 

A>^)—  ^yd(pcos\<p/(i—  2X  cos  2<p  -t-x^); 

' l’intégrale  étant  prise  entre  les  limites  (f»  = o et  (f>  = ^. 

L’on  peut  ramener  ces  intégrales  à des  transcendantes  elliptiques , 
ainsi  que  M.  Legendre  l’a  fait  voir  dans  l’endroit  cité.  Dans  le  cas 
de  ^ = O cette  transformation  donne 

'■»,  - *'('  - »■<«■♦)  -("=■-  0;  ' 

en  intégrant  depuis  (p  = o jusqu’à  <p  = 
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En  développant  la  valeur  de  x en  série,  l’on  a 


_ ri/(i-4-ry)-0‘  -la.YL 

y*  I -a  a 


a(^y- 


11-3  5 /yyŸ 
i-a-3-4  Va/ 


etc. , 


et  en  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  etc.,  et  ordon- 

nant les  résultats,  suivant  les  puissances  de  y,  l’on  aura 

Kl « = I 4/—  etc. 

-H  coi(2v—  aô)(  — Jy*  uy'*-<-  etc. 

■+■  coi(4v  — 4Ô)  ( — ^y'*  -H  etc.  ' 


et  par  conséquent 


U = 


etc. , 

I îy’—  ây**-**  etc. 

4-  C05  (p  — bt)  ( e.  ) 

♦-  coi(ap  — 26)  (—  4 y*  i^&  y^  etc. 

4-  cos(4p  — 4Ô)  ( — ^y"*  etc. 

-4-  etc. 


39,  En  substituant  la  valeur  de  u dans  l’équation 


dt=^i  l’on  a 
Au 


* c=  (k  I -4-»  eco5(p— g)) 


Maintenant  si  l’on  remplace  par  sa  valeur  en  série,  et  que 

l’on  suppose 

A = I -4- |e*— Jy’ -4- ^ e^-4- Jy'*— |e*y* -4- 4eycoi(ata  — 2Ô) -4- etc. 


N 

= 

— 26  — 3e^  -4- 1 6 y*  -4-  etc. 

isr 

= 

|e*-4-ïe‘'-ieV.4-  etc. 

AT' 

= 

J y*-4- 1 e“y’  — i y'’  -►  etc. 

N"' 

= 

— 6*  -4-  etc. 

= 

— ^ 6 y*  -4-  etc. 

N' 

= 

-4- 1 6^  -4-  etc. 

= 

-4-  J y^  -4-  etc. 

N'^ 

= 

-4-  5 eV*  etc. , 
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l’on  trouvera  • 

ÎA*Ncos{v-^)*N‘cos{p.v-2xs)*N"co3{p.{>-^6)-t-N'"cos{iv-Zv)\ 

iV"’cof(3v  — w - 2Ô)  ■¥■  N"'cos(v  -t-zT  — aâ)  + iV'^coj(4v  - 4») 

+ ^”c05(4v—  46)  -t-  I^'"cOs(/^V—  25T—  2Ô) 

OÙ  l’on  a poussé  l’approximation  jusqu’aux  quantités  de  la  quatrième 
dimension  inclusivement  par  rapport  à e et  y.  En  intégrant  le 
second  membre  de  cette  équation,  et  appelant  / la  constante  arbi- 
traire , l’on  aura  la  valeur  de  t f par  une  fonction  explicite  de  v 
développée  en  série  infinie.  Mais  l’on  peut  aussi  avoir  la  valeur  de 
cette  intégrale  sons  forme  finie  en  employant  deux  angles  auxiliaires. 
40.  À cet  effet  faisons 

0^  étant  la  nouvelle  variable;  cette  équation  donne 


di,  = . 


9)  /(i-f-yy)  ’ K . -H  « - r L.  - ^ 

En  écrivant  (v  — ô)  — (or  — 6)  au  lien  de  p — ttr , l’on  aura 

e cos(y — w)  = e cos(a  — 6)  cos(y  — ô)  [ 1 h-  tang(‘ar  — â)  tang{y  — 6)]  ; 
et  en  substituant  pour  tang{v  — ô)  sa  valeur , il  viendra 

ecoi(t>— w)  — ecoi(w  — ô)cos(p  — ô)^i-+-  . 

En  supposant  la  quantité  constante  — 4),  et  con- 

sidérant T comme  une  nouvelle  constante  arbitraire,  l’équation  pré- 
cédente deviendra 

/ ■.  aw(*f— fl)  eot(v — fl)  , , 

ecos(t>  — nr)  = e — ) ^ ïtCOs(p  — r). 

' ' coj(t  — fl)  coj(p,— 6)  ' ' ' 

T,  ^ eo»(sr — fl)  , 

Donc,  en  posant  r = ^ I on  aura 

ecos(y-m)==  ï^fcllcoi(p-Ô), 

-4-ecoi(p  — ur)  = 

7 


et 


Tome  I, 
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Eu  divisant  la  valeur  de  dv,  trouvée  plus  haut,  par  le  carré  de 
cette  quantité,  l’on  obtient 

rfy I rfyj 

-*-ecos{v—v)Y  ~ — v)]*  ’ 

Donc,  en  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  dt,  et  intégrant, 
l’ou  trouvera 


— $tin(Vi  — t) 


■£C«M(y,— t)] 
désignant  une  constante  arbitraire. 

Or  l’on  sait  que 


' r dv,  \ 

l-tyi-i-t  COI(v,  — t))  ' 


fr- 


rfy, 


i-<-ecoi(y, — t)  |/(i  — tt) 
Donc,  en  faisant  pour  plus  de  simplicité 


i-«-ï«>f(y,— t) 


_ t/(i—  tt)jM(y,— t) 


1 -*-  £ CO£(y,  — t) 


ou  bien  tangi^  = 


— « 

— — 1 


sin^  = 
l’on  aura 

<r’(i_££)» 

41.  Ces  deux  équations  donnent,  comme  on  le  voit,  les  relations 
connues  entre  le  tems , l’anomalie  excentrique  et  l’anomalie  vraie  rap- 
portée au  plan  même  de  l’orbite.  En  nommant  a le  demi-graud-axe 
de  l’orbite,  l’on  doit  avoir  par  la  propriété  du  mouvement  elliptique 


1/7 


r ’ 


a - , 

<r(i — ££) 


ou  bien 

<r*(i— ££)» 

Pour  éliminer  £ de  cette  expression  de  a , reprenons  les  deux  équations 

roi(v — fl)  , tangta  — fl) 

ta„g(r-6)  r=  ^ 

et  remarquons  qu’elles  donnent 


g _ o»*(p-fl)] 


et  que  par  conséquent  l’on  a 


c = £ (/[ I y‘sin^(r  — 6)],  et  a = — = A ^ • 

(T[i-*-y  — £ — e'f  au  {6 — c)J 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  SECOND. 


Soit  A le  terme  constant  qui  résulte  du  développement  de  la  fonction 
[/i-t-st  -*•  e cos(v  — il  est  clair  que  l’on  a 

A " ■’* 

l’intégrale  étant  prise  entre  deux  valeurs  de  $>  qui  différent  entre  elles 
de  36o°.  Or,  en  exprimant  cette  intégrale  par  la  variable  , l’on  a 

A = ^ r 

a»j/(i-#-yy)/[i-«-ea)j(w,  — T)]*  ’ 

donc,  en  prenant  pour  limites  de  cette  intégrale  v = r ; p = r 36o°, 
il  est  clair  que  les  limites  correspondantes  de  p différeront  de  36o”; 
ainsi  l’on  aura  ,, 

^ _ 1 r dv, 

av(i  — £*)  I 1 cos[v,—  T)  ■ 

Mais  entre  ces  limites  la  valeur  de  l’intégrale  est  égale  à 
donc  nous  avons  ^ ^ ^ 

(•— O^K(‘ 

et  en  substituant  par  s sa  valeur  trouvée  plus  haut , il  viendra 

A = J, 

0 C'-**y* — *’ — — fl)]^ 

ce  qui  donne  pour  le  premier  terme  de  la  valeur  de  t f déve- 
loppée en  série  de  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  p, 

^ ^ A«(i-<-yy)» _ l/?L  ; 

la  formule  du  n.°  3q  devient  par-là 

f I-*- coi(p  — w)(— ae 1 


CO j(ap — aw)  ( |e‘ 

coi(ap— aô)(  J/ 


13  14  3 1 3\ 

i V — 4 V*-*-  “ e V I 


4a.  Avant  de  -terminer  ce  paragraphe  nous  allons  faire  voir  comment 
l’on  pourrait  prolonger  indéfiniment  la  série  qui  exprime  la  valeur 
de  t en  fonction  de  p,  dans  chacun  des  deux  systèmes  de  constantes 
arbitraires  qui  ont  été  considérés  dans  l’intégration  précédente. 
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Observons  d’abord  que,  en  intégrant  l’équation 
l/ü  J.  - («  — 

y [i -•- * £OJ(f,  — t)]*  ’ 

l’on  obtient  la  série  régulière 

f'  \/  = — 3'^(3,««3(v— T)-*-etc., 


dans  laquelle 


(-)  [i-«-/(i-£or  * 


Mais , en  résolvant  par  la  série  connue  l’équation 

rang(v— 6)  = ta«g(v— ô), 

l'on  trouve  que,  en  posant 


jg  _ //(iH-yy)-  .V 
(a»)  M/(i  yy)  -t-  1 ) 


l’on  a 

P = P H-  5jjjSm2(p  — 6)  ■*.  ^5^^jjm4(p  — 6)  ■*■  — 6)  etc. 

Donc,  en  faisant  pour  plus  de  simplicité 


Fiy)  = — /#(„ iirt  {v  — T)^*-iA^^^sin%{v—T) 
nous  avons  rv  ~-dx  = V*  q ^ 


lB^(^^sin6(l>  — 6)  -f  etc., 
— iA^^^sin3(v  — T)■^-  ^., 

F(p^ç)i 


ou  bien,  en  développant  F{v  q)  par  la  série  de  Taylor, 


<')  / ]/ «-3-*  = ‘’ 


q -t-  F(p)  q 


d • F{v) 
dv 


q'  d'-Fiv) 
a ■ dv' 


jL 

a-3 


d*-F(v) 

rfp3 


-♦■etc. 


43.  Gomme  q est  une  quantité  du  second  ordre  par  rapport  à y, 
et  F(p)  une  quantité  du  premier  ordre  par  rapport  à e,  il  est  clair 
que  le  produit  ®st  une  quantité  du  troisième  ordre.  Il  suit 

de  là  que  depuis  ce  terme  la  série  (i)  est  composée  de  quantités  dont 
l’ordre  augmente  de  trois  en  trois  unités,  ce  qui  la  rend  fort-conver- 
gente. Maintenant , pour  introduire  dans  cette  série  les  constantes 
arbitraires  w,  e,  remarquons  que  l’équation 


tans(r—6) 


long  (v  — 6) 

K('  rr) 
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donne  t = rs—p , en  posant  pour  plus  de  simplicité 

P = — ô)  — i 5(^)iin4(t!r  — ô)  \ —6)  — etc. 

Donc,  si  nous  faisons 

f(y)  = — y4^^^sin(y  — isf)  lA^^^sin,2{v  — la)  — — ts)  etc., 

l’on  aura  F iy)  =f {'>-*■  p)  > ou  bien,  en  développant, 
d-f[y)  P*  d*-f(v)  j)’  d'-f(v) 


17/  \ c / \ “V  P*  ^ ‘/(y) 

F(v)  = /(v)  -^p . 


etc. 


En  substituant  <ÿtte  série  dans  l’équation  (i),  il  viendra 

(/  «/  1 1 / 3 3,rf’/(f)  . \ 

fd'.fii,)  _p  P*  rf^/(p) 




dt,'  ^3  di>>  a. 3 lie'  " 

. ^ P . <^*-/(v)  ^ _ 

3 \ rfp’  a rftj'*  a-3 

.O!  etA  + etc 


etc 

etc. 


44.  Il  ne  reste  plus  qu’à  éliminer  de  cette  équation  la  constante  arbi- 
traire £,  ce  qui  revient  à substituer  dans  au  lieu  de  t sa  valeur 
trouvée  dans  le  n.°  41. 

Mais  pour  effectuer  cette  substitution  d’une  manière  plus  régulière , 
il  convient  de  développer  A^^,^  suivant  les  puissances  de  s.  Pour  cela 
remarquons  que  la  valeur  de  A^^^  peut  être  mise  sous  cette  forme 


. a ( I — m) 

(■)  [i  (/(i  — 


t 

n-  ■ 

a 


n(n  3)  / «X't  n(n  .t- 3)  (n S) 


J * a*3 


KO 


Or  l’on  a en  général 
2"(i-*-/7377)-"=  I 
ainsi  il  est  clair  que 

4.,-  - -"”r.?.‘r‘K0' 

(m-i)  (m+a)/ 1\4  (m-i)(m*a)  (m+4)/ «\*’ 


etc., 


• etc. 


1 • 3 • 3 


] 
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c’est-à-dire  que  l’on  a pour  une  q^rie  de  cette  forme 


V- V’ 


«IH-4 


etc. 


Actuellement  si  l’on  remarque  que,  en  faisant  k — ^ i 
Ion  a et — 


— 2.kcos(2'a — 2â)]i 

a(/(i-Kyy)  '"L  V /J 

l'on  pourra  développer  la  valeur  de  e"  par  une  série  de  la  forme 


V / 


|^(c)  " ^^(,)C05(2W-  aô) 

’*’"{''-"^("-'‘Xco5(6ar-6ô) 


a*.  1 . 2 • 3 


etc. 


où  l’on  a 


^(0  = ‘ 


n /.  Tiv  «/.  wv  /.  n\/.  rt\ 

2(^-2)  0-2)0-» -2)^, 

« -*-  I I • 2 (»  H-  l)  (t  -*-  2) 


fl/: 


-.•dt 


^ ,6 

1 • 2 • 3 (i  1 ) (i  -t-  a)  (t  -*-  3) 

— etc. 

(Voyez  Exercices  de  calcul  intégral  par  M.  Legendre,  tome  II,  page  276). 

4$.  Actuellement  si  l'on  désigne  par  r(y)  la  fonction  de  v qui  ré- 
sulte du  développement  du  second  membre  de  l’équation  (2) , abstrac- 
tion faite  de  la  partie  v q •*-  f{y) , l’on  aura 

q -/(v)  r(p). 

Donc,  en  différentiant  les  deux  membtes  de  cette  équation,: nous  aurons 

d t _ I /oj  ^ I ^ d./(c)  d- r(K) \ 

dv  y <r  y \dv  dv  dv  ) 

Mais  nous  avons  d’un  autre  côté 

dt  h\i 
dv 

Donc,  en  égalant  ces  deux  expressions,  l’on  obtiendra  le  développe- 
ment de  la  fonction  [/i  -,- fj  -•-  e cos(v  — w)]"*  par  une  série  suscep- 
tible d’être  continuée  indéBnimcnt. 


€CO$ 


(v  — 
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S a. 


Coordonnées  du  Soleil  dans  l’ellipse  fixe  et  dans  l’ellipse  mobile. 


46.  Læs  coordonnées  que  l’on  considère  ordinairement  dans  la  théorie 
du  Soleil , sont  données  en  fonction  du  tems  et  dans  un  système  de 
constantes  arbitraires  qui  lui  est  propre.  Ainsi  il  est  nécessaire  d’en 
déduire  les  valeurs  des  coordonnées  sous  la  forme  la  plus  convénable 
pour  les  employer  dans  la  théorie  de  la  Lune. 

L’on  sait  que  la  perturbation  du  Soleil  est  composée  de  deux  par* 
ties  ; la  première  peut  être  toujours  représentée  par  les  variations  sé- 
culaires des  élémens  de  l’orbite  elliptique-,  la  seconde  s’exprime  ordi- 
nairement par  une  suite  de  termes  périodiques  dépendans  de  la  con- 
figuration des  planètes.  Dans  ce  paragraphe  il  ne  sera  question  que 
de  la  première  partie , qui  par  sa  nature  ne  pourrait  pas  être  négligée , 
même  dans  une  première  approximation. 

Considérons  d’abord  le  mouvement  du  Soleil  dans  une  orbite  ellip- 
tique immobile  ; alors  les  valeurs  de  j et  u trouvées  dans  le  paragraphe 
précédent  donnent  pour  s et  u deux  expressions  de  cette  forme 

(i) s = y sin{d—6)  ; 


où  a représente  la  somme  AT  -f-  M"  des  masses  du  Soleil  et  de  la  Lune. 

En  désignant  par  a le  demi-grand-axe  de  l’orbite,  les  formules ^du 
n.°  41  donnent 


c = £ |/[i  y’ sitiiy  — 6')] . 


Donc,  en  éliminant  H et  e',  l’e.xpression  de  u deviendra 

“ ~ «V I — 6')  COs(i>  — tir'))  • 

L'équation  tang{of  —6')  = ^ tang(T—6‘) , que  l’on  déduit  de 

celle  du  n.®  40,  donne  par  la  série  connue 


% 


« 
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p'  — w'  =3  V — T — xsin(^T  — aô')  — \ x^sin{^T  — 4Ô')  etc. , 

ou  Ion  a lait  * ==  -j-, SSr 

Il  suit  de  là  que  si  l’on  néglige  les  termes  multipliés  par  7'^,  l’on  a 
(ï)  «'  = i/’)cos(p  — r')  — ^cof(p  .4-r'-aô')^. 


47.  La  formule  du  n.®  40  nous  donne 

tang(t>'--6')  — (/ 1 J’Y  tang(v  — â'), 

d’où  l’on  tire 

P,'  = V x'rin(ap  — 2Ô')  ix'’itn(4p'—  4Ô')  etc.; 
mais  par  le  même  numéro  nous  avons 


, à'^(i  y'y')*  dv\  1/®*  — e'c')^-dv, 

a'  [1 e'cot(p)  — t')]*  y & [i  icos{y\  — t’)]*  ’ 

donc , en  développant  cette  fonction  et  intégrant  ensuite , l’on  trouvera 


n'(c*f)  = p'  — A'^^^sin(v’-  r)  A ar')  —A'fj^sin(3f  '-3r)  -f  etc.. 


où  l’on  a désigné  par  /' 
et  l’on  a posé 


la  constante  arbitraire  ajoutée  au  tems 

y a I —l'i’) 

C-)~  [,^^(,_eV)]"  ' 


t. 


Si^’on  néglige  les  termes  multipliés  par  y\  l’on  a 
f x'  = \yy  et  p‘  = v t^sin{^Q,v — 2Ô'); 

donc,  en  substituant  ces  valeurs,  il  viendra 


n'(e -*-/')  = P — .i^(,jsirt(p' - r')  Af^^sin{3.v  — ar')  — A^^^sin(3v  — 3t)  etc. 

sin(p.v~  aô')  [ i — Af^^cos(v  - r')  iA^^fos  (ap'  - ar')  — etc.] , 
ou  bien , en  négligeant  toujours  les  quantités  multipliées  par  7''* , 
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et  celles  du  cinquième  ordre  par  rapport  à y et  r', 

n(t  -4-/)  = 

V — 2e'sin(t>' — r)  ^s''*)sin(2f>'—  ar')  — (^c^)sin(3i>  — 3r') 

(3)  ^ f'^sin(4t>'—  4r')  -t-  J y^sin{7.v  — 2Ô’)  — J sy'^ siniy -t-T  — 26') 

— \ey'sin(3i>-T-26')-i-  ^i,y^e'^sin(2T-2Ô')->-}^y"‘e"^sin{^v'~2T-26'). 

48.  Il  est  démontré  que  les  variations  séculaires  qui  peuvent  affecter 
la  distance  moyenne  a et  le  moyen  mouvement  n't  sont  d’un  ordre 
supérieur  à la  seconde  puissance  des  forces  perturbatrices.  Ainsi , pour 
passer  de  l’orbite  fixe  à l’orbite  mobile,  il  sufiit  de  substituer  dans  les 
formules  (i),  (2),  (3),  à la  place  de  t',  ô',  y,/,  leurs  valeurs 

modifiées  par  les  variations  séculaires. 

Les  formules  propres  à cet  objet  ont  été  trouvées  par  Lagrange  et 
Laplace  (Voyez  les  Mémoires  de  l’Académie  de  Berlin,  années  1782-83, 
et  la  Mécanique  céleste , tome  I , livre  II  ).  Les  variations  de  y et  6' 
sont  données  par  celles  des  produits  y cos  & et  y sin  & , dont  les 
valeurs  sont  composées  d’un  nombre  fini  de  termes  que  l'on  peut 
représenter  par  les  formules 

7'cosô' = 2-IVcos(it  , y sind' = 2-JV^sin(iC  -t-  J3)  ■, 

les  coefficiens  N,  i,  fi  variant  d’un  terme  à l’autre. 

Ces  formules  donnent 

tangff  = . 

y^  = [M:os(ie-t-fi)-t-JV‘  cos(lC-^-0)^^-etc.y-l-[JVsin(ie-^^^)-*•JV'sin(i'c-t•^)^*•etc.y 
- 2.A^-4-  2l-mrcos[(i'-^  i)t  -4-  0-  ; 

et  en  substituant  ces  mêmes  valeurs  de  y cosë,  y sin 6'  dans  l’équation 
s = ycosô'sinv  — y sind' cosv  , 
il  est  clair  que  l’on  a 

r’  = 2 -Nsin^v  — it  — fi). 

Pour  calculer  les  variations  de  e et  r,  l’on  a des  équations  de  la  forme 
i'cos  T = 2-il/cor(it  -4-x)  i s sin  T — 2-Afiin(ir-4-  x)  ; 
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lesquelles  donnent 

. M sin{i  t -t- *) 

tangT  = 

f ’ = 2 • a 2 • MM' [cos(i'  — î)t  x — x]. 

49.  La  seule  inspection  de  cette  expression  démontre  que  la  valeur 
de  e a une  limite  ; car  il  est  évident  que  son  carré  demeure  toujours 
plus  petit  que  la  quantité  (2-ü//;  la  somme  2-3/  étant  formée 
en  prenant  tous  ces  coefficiens  positivement  ; la  même  remarque  s’ap- 
plique à l’e-xpression  de  y’,  de  sorte  que  l’on  peut  affirmer  que  l’on 
a toujours 

e'<2.3/,  y<^N, 

pourvu  que  les  sommes  2-3/,  '2- N soient  formées  comme  il  vient 
d’être  dit. 

En  examinant  l'expression  de  tangr  et  celle  analogue  de  tangô', 
Lagrange  a aussitôt  découvert  ( Voyez  Mémoires  de  l’Académie  de 
Berlin  pour  l’année  1782,  pages  235-238)  qu’il  serait  assez  facile  de 
reconnaître  si  l’angle  r peut  avoir  une  limite  , ou  croître  indéfiniment, 
dans  le  cas  particulier  où  l’un  des  coefficiens  M surpasserait  la  somme 
de  tous  les  autres  pris  positivement.  Mais  en  calculant  ces  coefficiens 
avec  les  valeurs  les  plus  probables  des  masses  des  planètes,  l’on  trouve 
que  cette  circonstance  est  loin  d’être  vérifiée  soit  à l’egard  de  la  Terre , 
soit  à l’égard  des  planètes  inférieures.  Ainsi  dans  l’état  actuel  de  la 
théorie  des  variations  séculaires  l’on  ne  saurait  fixer  ni  les  limites  de 
^ T et  6'  (en  supposant  qu’elles  e.xistent  ),  ni  le  coefficient  absolu  delà 
première  puissance  du  tems  , qui  devrait  entrer  dans  l’expression  rigou- 
reuse de  ces  deux  variables,  en  supposant  leur  mouvement  progressif 
La  solution  de  cette  question  est  intimement  liée  avec  celle  d’un  pro- 
blème d’analyse , dont  Lagrange  a senti  et  apprécié  les  difficultés , 
par  ce  qu’il  en  dit  dans  son  Mémoire  cité  plus  haut. 

So.  Cette  difficulté  disparaît  lorsqu’il  est  question  d’avoir  seulement 
les  coefficiens  dilTérenticls  du  premier  ordre  des  élémens.  Heureusement 
les  intégrations  que  nous  avons  à exécuter  sont  telles  que  le  résul- 
tat final  n’exige  que  la  connaissance  de  ces  coefficiens.  En  effet, 

êt 
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considérons  l’intégrale 

* = Bj'e"sin{ks>  J3  — nr)dv , 

B k,  J3 , m , n étant  des  quantités  constantes.  Cette  forme  comprend 
( comme  l'on  verra  ) tous  les  cas  d’intégration  qui  peuvent  se  présenter 
dans  la  recherche  des  coordonnées  de  la  Lune.  ’ 

Pour  avoir  égard  à la  variabilité  de  e et  r',  remarquons  d’abord 
qu’en  intégrant  par  parties,  l’on  obtient 

X — — ^ e""cos(kv  /3  — nr) 

^ P il.  „\d-e"‘cosnT'  J B /.  , 

-H  -jJ cos{kv fi) dv  -J sin{kv -*■  f) dv. 

Mais  nous  avons 


i’'  cos  nr  = ^ | (e  cos  r th  e'itnr’)"  (e'  cos  r — suit')''  ^ ■> 

s^sUinf  — cos  f sinr)’' — (e  cosr — ^^£  smr’)"^; 

donc , en  différentiant  ces  expressions , l’on  aura  un  résultat  qu’il  est 
aisé  de  mettre  sous  cette  forme 


d-e’"‘cosnr'  , 

= {m  — n)  E cos  n t 


dv 


nE""~'  cos(n — i)t-  — ■ — nE""'' sin(n  — i)r' 


d-^“suint'  , .dé  ,«_i  . , 


dv 


>m~i  • , . > d-écost'  , . , tl.t'. 

•ns  iwi(n— i)r *■  ns  cos{n~-i)r ^ 


» d‘t*sinT‘ 
du 


d • t' sin  t’ 


En  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  x,  l’on  trouvera 
a:  = — ^ s cos(kv  -4-  J3  — nr) 

p(m  — n)y«  "“'^^cosnr  £f.«/i(l;o  f)  — sinnr'd-cos(ko-*- 
-*•  y ^‘"~'cos(n-i)r  ^cos(ko  sin{kv  h-  f) ^l^^LL^dv 

■^^/é-'sin{n-  i)r(sin{kv  ^ - cos{kv  * f)±f^^yv. 
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Or  il  est  évident  que,  en  prenant  v pour  la  variable  principale,  et  posant 
ecosT  = 2 Mcos(pt>-*-q)  , £ siriT  = 2-Msin(pv-hq)^ 

l’on  a 

^ ~~  ’i-Mpsw{pv-*-q)  , e 2.Afy,C0î(/?t>-t-ç)  ; 

donc,  en  substituant  ces  valeurs,  l’on  a 
X = — Y £'"‘cos(kv  ^ — nr) 

^ ^^^tn—n)Jd*~'^{co$nT'd-sin{kv*-p!)  — iinnT  d-cos{]iv 
_ Çy?"-’  cos(n  - I)  r'd.2  cos{{k  -p)^^^-q) 

J^"~'sin{n—  l)Td-'S^sin((k  — p)v-*-^  — q)  » 
ou  bien,  en  intégrant  par  parties, 

* ^£""cos{kv  J3  — nr)  ji(m  — n)  s”‘~'^-sin(ko-i-J3  — nT) 

- e'"“’coî(a  — 1)  r'  2 ~ cos((k  — p)  v ^ — ç) 

- ^ £’^-'sin(n  - j)r  S in  ((k  -p)v  fi  - q) 

_ fi)d.^^£’'-'  costit]^ 

-K  ^ J"l^^cos((k—p)v^-fi  — q)d-£""~'cot(n—i)r 

^ J^'S.  ^^sin{{k—p)v  fi  — q)d-£"^~' sin{n—l)T. 

5i.  Les  coefficiens  désignés  par  p sont  en  général  très-petits  par 
rapport  à ceux  désignés  par  k,  de  sorte  que  l’on  peut  négliger  les 
termes  de  l’ordre  du  carré  de  p , et  par  conséquent  les  termes  de 
l’ordre  des  produits  P meme  raison  il  est  permis 
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de  poser  ^ ^k‘  ^ *ï*^®  valeur  précédente  de  * 


peut  être  réduite  à celle-ci 

X = — -^E"‘cos{kp  ^ —nr)  — ^^sin{h>  p—nr) 

— e’"~'  cos(n—  i)T'S-Afpcos((ii  ~-/>)p  h-  j3  — 9) 

— e'“"'  sin(n—  j)t'S-Mp  sin((k  —p)v  13  — ç)  • 

En  éliminant  de  cette  expression  les  sommes  désignées  par  S au 
moyen  des  deux  équations 

J*t  cos . d*t  sutx  m / , 

— — = — i-A//»  sin{pv-*-q)  , — — c=  Z Mpcos(pv-\-q)-, 

il  viendra 

* ^e'“coî(io ^ — nr') -♦>  p(m  — — nr) 

Bn  ,K_,  , s n o\  ^•E'sinx’  . d-t'cosx') 

- -p  £ C0î(n  — I )r  j cos{h>  ^3)  — sm{h^  P)  — -j- — ^ 

Bn  , . ,t  ,,  d-i'cosz'  . ,,  -,  d-c'sinz’} 

- -p£  l)r  |coi(^-f-^) — stn{Lf-*-li) — 

Mais  nous  avons 

d-e’sinx'  dt'  . > dx’  , , 

= rr:  un  T -*•  — p-  £ cot  T , 


dv 


dv  ' 


d‘t'  cos  x'  dt' 


dv 

dx' 


dv 


= 3-  COi  T — —T  t SUIT  ; 
dv  dv  ’ 


partant,  en  substituant  ces  valeurs,  l’on  verra  que  le  terme 
Bn  tU 
/F  ’rfp' 


— ^ sin{kv ^ — nr)  se  détruit,  et  que  l’on  a 


B .JH  .|  A fl  Bn  dx  I n /J  .1 

*=  — p£  cos(kv  -s-  P — nr)  — cos{kv  j8  — nr  ) . 

En  négligeant  le  carré  de  ~ et  de  ^ , l’on  peut  réuiu’r  ces  trois 
termes  en  un  seul,  et  poser 

X =x  - —^^cosjkvt.^-nr  . 

dv 
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Telle  est  la  formule  remarquable  qui  montre  l'influence  des  inéga- 
lités séculaires  de  l'orbite  du  Soleil  dans  les  intégrations  qui  doivent 
déterminer  les  inégalités  périodiques  de  la  Lune;  car  il  est  presque 
superflu  d'ajouter  que  l'on  peut  en  dire  autant  à l’égard  de  y et  d'. 

Sa.  Nous  avons  appelé  ri  le  moyen  mouvement  annuel  du  Soleil; 
si  actuellement  nous  désignes  par  cV’  le  mouvement  annuel  de  l’ano- 
malie, c sera  une  quantité  variable  donnée  par  l’équation 


Ton  aura  donc  t = J{i  — c)n  dty  et  en  intégrant  par  parties, 
7-'  = ( I — c)nt  njc de. 

Pour  éliminer  la  variable  t de  cette  expression,  il  n’y  a qu’à  substi- 
tuer sa  valeur  donnée  par  l’équation  (3)  ; mais  la  petitesse  du  coeffi- 
cient 1 — c'  permet  ici  de  prendre  n'(t  •*■/')  = d , ce  qui  donne 

T = (i  —c'){v  —nf)  nj'tdc' , 

ou  bien  r'=(i — c')p -t- x',  en  faisant  d — nj'tdc — (i  — cjn'/*. 


En  différentiant  cette  valeur  par  rapport  à t> , Ton  doit  avoir 


dv 


dx>  dt  . 

— ^ ea  ( I 
dt  dv  ' 


,,  , dt 


Nous  verrons  par  la  suite  que  l’on  a ~ termes  sécu- 

laires provenans  de  la  variation  de  c'  ; mais'  ces  derniers  se  trouvant 
ici  multipliés  par  i — c',  il  suffit  de  prendre  ^ conséquent 


En  considérant  sous  un  point  de  vue  tout-à-fait  semblable  la  variable 
â'  qui  représente  la  longitude  du  nœud,  l’on  en  conclura  qu’en  nom- 
mant gv  le  mouvement  annuel  de  l’argument  de  latitude.  Ton  a 

6'  = (i  — -H  riftdg' , 

ou  bien  ô'=  (t  —g)v  n' , en  faisant  >?'  = rij'tdg'  — ( i — g )«/*• 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  SECOND. 


63 

53.  Il  nous  reste  à chercher  l’expression  de  la  variation  de  /; 
pour  cela  il  faudra  employer  la  formule  rapportée  à la  page  i5  du 
troisième  volume  de  la  Mécanique  célestel  D’après  cette  formule,  si  l’on 
désigne  par  m",  ni",  etc.  les  masses  des  planètes  ; par  s",  é",  etc.  leurs 
excentricités , et  par  r",  r",  etc.  les  longitudes  de  leurs  périhélies,  l’on 
aura  la  variation  différentielle  de  f par  une  équation  de  cette  forme 


où  H , H',  H"  sont  des  fonctions  du  rapport  du  demi-grand-axc  de  la 
Terre  au  demi-grand-axe  des  planètes  m",  m",  etc.  L’on  obtient  ces 
fonctions  en  calculant  les  deux  premiers  termes  du  développement 
de  la  fonction 


^coi(f)  — (a'“—  2aa"co5(f)  -t-  y/'-'coiÇ  etc., 

lesquels  en  série  sont 

1 1 r '*  /“V  /o'\®  , 1 

3‘  V»7  a"  U")  Uv 

If  >-3  <-3*-S  /a'\*  i.3*.S*-7  / o Y . T 


et  prenant  ensuite 


H = 


da' 


_ ,3  </>./'» 

7“  da"  da"  ’ 


H = 2a  -r-r  "H  4a  ■ . 


da: 


H = 2a  2a  ^ —— 


64.  Lagrange  a publié  le  premier  cette  formule  dans  les  Mémoires 
de  l’Académie  de  Berlin,  année  1784.  Il  a vu  qu’elle  ne  pouvait  donner 
rien  de  sensible  dans  la  théorie  des  planètes  ; mais  il  lui  est  échappé 
qu’en  appliquant  cette  même  formule  à la  théorie  de  la  Lune,  il 
en  résultait  l’équation  séculaire  due  à la  variation  de  l’excentricité  de 
l’orbite  de  la  Terre,  telle  que  M.  de  Laplacc  l’a  donnée  le  premier 
(Voyez  les  Mémoires  de  l’Académie  de  Paris,  année  1786). 
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Pour  mieux  saisir  ce  rapprochement,  il  suffit  de  remarquer  que  le 
terme  - 2 f/'e"*  reuferme  la  série 

, , • . 3 m"  / a'\^  „a  , 3 M'  / a a 

dont  le  premier  terme  * s®  change  en  '“â’IT'V'â')  ^ ’ 


lorsque  l’on  applique  cette  même  formule  à la  Lune  troublée  par  le  Soleil. 

55.  Avant  de  substituer  les  valeurs  trouvées  plus  haut  de  t et  6' 
dans  les  formules  (2)  et  (3),  remarquons  que  l’on  peut  remplacer  le 
radical  /(t-*-iV)  par  son  développement  — ly^cos{2v — 2Ô') 

que  l’on  obtient  en  négligeant  les  termes  multipliés  par  y'*-,  cela  posé , 
l’on  trouvera  que  les  formules  (i),(2),  (3)  peuvent  être  transformées 
dans  les  suivantes  , où  x'  et  r!  désignent  les  époques  du  nœud  et  du 
périhélie  qui , quoique  affectées  de  petits  termes  variables , doivent 
( par  ce  qui  précède  ) être  traitées  dans  les  intégrations  comme  quan- 
tités constantes, 


I s <=  y sin(v  — ô')-. 


(IX) 


COS  O 

cos  ( cV  — H ) 


(i-ir*  )\ 



o'(I— COl(2g' V — 3»)')  ( — 4/’  ) 

cos({2g  — c'y  — 2n'-+-x')  (— i f'r”)  ] 


n'(t  -*•/')  ={>•*•  sin{cv  — x’) 

sin{2cv  — ax) 
fin(3cV  — 3x') 
iira(4cV  — 4’*') 
sin(ygt>  — an) 


(-  a €) 


■ irl 


sin((2g  — c'y  — 2rt  x)  (—  i s y'^) 
sin((2g  c'y  — 2i{  — x ) (—  I s y'^) 
sin((2g— 2c'y  — 2r{-*-  ax')  (-4-  3^  c'^y"‘) 
fm((2ff'-+-  2c'y—  2i\  — ax')  (-*-  f'“y''). 


— 1 
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Ces  formules  deviennent  beaucoup  plus  simples  en  n^égligeant  tons 
les  termes  périodiques  multipliés  par  y",  lesquels  ne  peuvent  produire 
que  des  inégalités  d’une  extrême  petitesse  dans  la  théorie  de  la  Lune; 
mais  il  impone  de  conserver  dans  celle  même  théorie  ceux  qui  ne 
sont  pas  affectés  de  sinus  ou  de  cosinus  ; car  on  verra  par  la  suite 
que  ces  termes  peuvent  augmenter  par  l’intégration , et  donner  nais- 
sance à des  équations  séculaires  de  la  même  espèce  que  celles  prove- 
nantes de  la  variabilité  de  l'excentricité 

S 3. 

F'ariation  dijjfèrenlieîle  des  six  constantes  arbitraires  y,  6,  e,  “ts , f 
de  l orbite  de  la  Lune. 

56.  La  solution  des  trois  équations  différentielles  <|ue  nous  avons 
exposée  dans  le  $ i de  ce  chapitre , se  rapportant  au  mouvement  de 
la  Lune  dans  l’ellipse  immobile  , ne  peut  pas  être  employée  comme 
une  première  approximation  , puisque  les  termes  dus  aux  forces  per- 
turbatrices ajoutent  aux  quantités  désignées  par  $ et  o des  termes 
qui  croissent  progressivement  avec  le  teins.  Cette  considération  nous 
force  de  revenir  aux  équations  différentielles  (VIII)  du  n.“  a3  , qui 
reuferment  l’effet  des  forces  perturbatrices,  afin  d’en  déduire,  par  la 
méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires , l’existence  de  ces 
motivemens  progressifs , et  reconnaître  en  même  tems  les  modifications 
qu’il  faut  faire  subir  aux  résultats  obtenus  dans  le  paragraphe  cité  , 
pour  pouvoir  les  employer  dans  les  approximations  suivantes. 

Quoique  les  seconds  membres  des  équations  (VllI)  renferment , outre 
les  coordonnées  de  la  Lune,  les  coordonnées  s',  u,  v'  du  Soleil , l’on 
peut  imaginer  cos  dernières  variables  traduites  en  fonction  de  v.  En 
effet , soit  t—F{y')  la  valeur  de  / donnée  par  la  troisième  des  équa- 
tions (IX)  du  paragraphe  précédent,  et  < = ç(u)  la  valeur  de  t qui 
doit  résulter  de  l’intégration  des  équations  (VUi)  par  une  suite  d’ap- 
proximations successives  ; en  égalant  ces  deux  valeurs  de  / , l'on  aura 
une  équation  propre  à fournir  la  valeur  de  d en  fonction  de  v. 
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S-J.  Les  formules  trouvées  dans  ces  derniers  tems,  d’après  le  principe 
de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  ne  pourraient  cire  appliiguécs 
au  système  de  constantes  adoptées  dans  la  solution  exposée  dans  le 
premier  paragraphe  de  ce  chapitre , sans  éliminer  le  tems  et  introduire 
ces  mêmes  constantes  à la  place  de  celles  communément  employées 
dans  la  théorie  des  l’ianètes.  Mais  les  relations  qui  existent  entre  ces 
deux  systèmes  sont  tellement  compliquées  , qu’il  est  beaucoup  plus 
simple  de  chercher  immédiatement  la  variation  des  constantes  arbi- 
traires h',  7,  5,  e,  en  partant  des  équations  dlflereutielles  du 

second  ordre.  Kn  opérant  ainsi  nous  parviendrons  à des  formules  dill'é- 
rentes  de  celles  qui  donnent  ces  variations  exprimées  par  les  dlfiTéreu- 
tielles  partielles  d’une  même  fonction  prises  par  rapport  aux  constantes 
arbitraires  , et  multipliées  par  des  fonctions  de  ces  memes  constantes 
seulement.  Mah  pour  le  but  que  nous  avons  en  vue  , il  nous  a paru 
plus  avantageux  de  renoncer  à l’élégance  de  ces  formules  , et  d’en 
chercher  d’autres  , qui  ont  un  contact  plus  immédiat  avec  les  équations 
difTérentielles  qu’il  s’agit  effectivement  d’intégrer  en  considérant  les 
puissances  supérieures  des  forces  perturbatrices. 

58.  Retenons  pour  s,  m,  t les  fonctions  de  o trouvées  dans  le  para- 
graphe cité  , et  supposons  que  l’on  y remplace  chacune  des  constantes 
arbitraires  4*,  7,  0,  e,  “a,/  par  une  fonction  de  la  variable  v déter- 
minée de  manière  que  après  avoir  opéré  ce  changement , les  nouvelles 
expressions  de  u , s , t qui  en  résultent , aient  la  propriété  , 

i.°  De  donner  pour  t,  «les  fonctions  de  i<  d’une  forme  iden- 

tique à celle  que  l’on  aurait  en  substituant  au  lieu  des  constantes  arbi- 
traires les  fonctions  variables  qui  les  remplacent  dans  les  expressions  de 

t,  ^>^5^  formées  en  supposant  constantes  les  quantités  4‘,  7, 0,  e,v,J\ 
a.”  De  satisfaire  aux  équations  différentielles  du  second  ordre  qui 
déterminent  les  valeurs  de 

En  posant  = et  en  désignant , comme  dans  le  n.“  3^ , 

par  4"  la  constante  ajoutée  à l’intégrale  2 dv  , la  troisième  des 
équations  (VIII)  devient 
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Pour  satisfaire  à cette  équation  par  une  expression  de  la  forme 
^ il  faut  changer  dans  cette  dernière,  h,  en  {/h"-*-  a/IÏ'dv, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  il  faut  prendre  pour  A*  une  fonction 
de  V telle  qu’étant  différeutiée,  l’on  ait 

rf  /i*  n ' 

dv  - • 

59.  En  différentiant  l’équation  s = ysin(v-6),  et  faisant  tout  varier,  l’on  a 

^ = 7Cos(i>  -6)  * Ÿ-sin{v-6)  - ^lycos(i> -6)  ; 

donc,  pour  réduire  cette  expression  à la  forme  ^ = y cos  (y  — 6),  il 
faudra  poser  l’équation 

âZ  - 5;;  y coi(i»  - 6)  = O . 

Alors,  en  différentiant  la  valeur  de  l’on  a 

du 

^ = -ysin{v--6) -*-^cos(i>-6)-*.y~^sin(i>-6)-, 

mais  i = y sin(v—6)  , partant 

£s 
dv' 


En  substituant  dans  cette  équation  pour  ^ sa  valeur,  il  viendra 


J rfO  _ 


s. 


«n(u — fl)  dv 

Or  la  première  des  équations  (VIII),  en  y remplaçant  l’intégrale 
par  la  fonction  A*,  et  en  faisant 

TT'  s lIQ  l-*-  SS  dû  ds  ni/A 

A*\»  du  ü*  ' "dT  dV  )' 


donne 

On  aura  donc 
d’où  l’on  tire 


d's 

^ -t.  5 = n. 


dfl 


siniy—b)  dv 


= n*; 


y ^ n «n(p  — 6)  , e=  ncos(v—  6) 
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6o.  En  posant  pour  plus  de  simplicité  k = — ^ , la  valeur 
de  U du  n.°  87  donnera 

ku  = /i  H-  SS  e cos(v  — w)  ; 

donc , en  différentiant  cette  équation  et  faisant , d’après  les  conditions 
établies , 

de  , ^ dv  . , . 'dk 

^coi(p-w)  t- e-^im(p-w)  = 

l’on  aura 

^ da  d S s . / . 

Ai  • -77 T — e siniv  — tsr) . 

di>  dv  /(i-Hj/)  ^ f 

Maintenant,  si  l’on  différentie  cette  dernière  équation,  l’on  obtient 

, d’tt  du  dk 

dv'  rfp  dv  ^ 

s d's  I ds'  de  . , . / v da  , . 

— . r ■ -Tî  — T-  — ecoilP-w)  -►Cj-  coifp-  wj . 

i/{li-ss)  dv‘  dv'  dv  ^ > K / dv  ^ ^ 

L’expression  de  u posée  plus  haut  donne 

e cos{v  — ta)  = ku  — /i  -1-  j,  ; 


donc , en  substituant  cette  valeur , l’on  aura 
da 

dv  ''  dv 


da  , . de  . , , 


, /d'a  \ dk  du  ,, I /<^*V  * ■ 

• i>  /<^A*  3 

mais  Ion  a ss  •>'  *=  7 , et 

,/■  ■ I / d*/  \ I 

1/(1^  ■ d?  " /(i-xx)  V ” 


donc,  en  substituant,  l’on  aura 
« rfe 

rfi; -y  -du 


sin(y  — ta)  — cos(t>  — ta)  = 


t \ i/i  rfa  , /rf*«  a \ 

>/(!-*-«)  \rfp*  *^V  du' du  “ \<<p*  “ /j’(i^„)î/ 
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En  différentiant  la  valeur  de  k,  l’on  trouve 

dk  _ I -I-  yy  d-h*  h'y  dy  . 
dv  V dv  ^ a rfi»  ' 

dh' 


69 


d^  dp  ’ 


et  en  substituant  la  valeur  de  «•»  '!<*  ^ 

dk  i-*-yyn'"  AVri'  , .. 

J-  = a ^ n a — t — coi(p  — 6) . 

do  a (T  ' 

En  écrivant  dans  la  seconde  des  équations,  A’  au  lieu  de 
et  posant  ensuite 

|-|i»  I / dSX  s dÙ  du  n"'\ 

" = TT-V^^ïï-^  )’ 


l’on  aura 


d'u 


dv' 


A’(i  -t-  «)» 


-T  = n'. 


En  substituant  cetté  valeur  et  celle  de 
tions  entre  de  et  rft»r  deviendront 
de  , ^ dv  . 


d's 

dp* 


i = IT,  les  deux  équa- 


^cos(p-cr)  + e^iw(p-®)=  ecoi(p-or))(^ 


-kW 


De  là  Ton  conclut  les  valeurs  suivantes  de  e^  et  de  : 

dv  dv 

e g = (kH'-  cos{v-  w) 

S = - n"  - p^~)  sin(v  - w) 


H.(* 

dt  i>sia(v  — 

/an'"  . ayco»(p— fl)  nA 

V 

F #•  Wirl  l'  W J 

dp  / 

V ^-^TT  ' 
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6i.  Cela  posé,  si  l’on  fait  pour  plus  de  simplicité 


Q = 2(1  ss)  sinii’  - ®)  - (1  ry  - a “ ®) . 

> 


ds\ 


Q'  = 2(1  -f«)^*coj(y  — w)-+-(i  ry  — 2^)  s-stn(i>  — ®), 
Ton  aura 

I.  n" !..  . 9^' 


n"'  i s ds  } 

2 ^ - «r)  ^ C05(p  - ®)  ^ . 

de  , O'n'  /n'"  rcoe(p-6)n*\ 

dp  ' (i  -♦-  jTjf)  /(i  -►  «)  \h  * yy  / 

n"'  s / t \ * dr  . . 

* 2 ^ j/iri;coi(p-  t^)  - ««(*'  - ^)|- 

Maintenant,  si  l'on  suppose 


‘(0 


du 


l’on  a 


n'  = — - • 

- A*  ».• 


I 

IS 

1 

£î  = — 

(1)  du 

dû 

U* 

dr 

U 

ds  ' 

t 

ds 

dû 

n'  = 

A* 

I 

dis 

da 

du 

u*dp  ' 

h* 

^Tu  ■ 

u’dp 

donc,  en  substituant  ces  valeurs,  et  posant  pour  abréger 

^ /.  du  2 S ds\  , / » / / \ Q'  df 

^ = r dp  - 7ô^-  5-) -2(/7:;:ïïcoi(p-ar) - 


-4-  2e  — 

il  viendra 
dv 


de* 


* ■*■  yy 


— ^^^JQ,.cos{y—TB)-*--rq— 

dp  <r  W ' ''  A (i  ■ 


QQn.  , ^ 1 

• yy)  j/(i -♦- ij)  A'  u'dp 


de 
dp  ' 
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En  substituant  dans  les  expressions  de  P et  i**  pour  sa  valeur 
l’on  trouvera 

P=  |sm(2.-fc)+2(i- {yTiT,sw{y~vy  --a)), 

P=-îcos  (2.-2.)+ï(l- . Q (p/lTTcos(-«.)- 

8 2e  ds* 

■*"5^ 

En  substituant  dans  ces  expressions  de  P,  P , ainsi  que  dans  celle» 
de  Q , Q'  pour  i et  ^ leurs  valeurs  , l’on  aura 

P=  |sm(2v-2o)-»-?^|^^|  I •^\ri—\ricos{2V—i6)  I 
p = \e-\r^^ jTL.  C0s(2t>  — 2Î) 

-4- jC0s(2t>-2®)-t-?^^'^|  I -t-ÿY'/— |77COs(2t>— 25)|cos(t;— o) 

- ^i-ÿy^^i■■^„)  I ( i-h|7v)««(2‘’-  2®)-  }yy  s/«(4w-45)  ] sin{v-v)i 

Q = 7 -4-  J y’^  sin  (9 — o) -4-  j 7 sin{%v — 9 — o) -4-|^ 7' î/« (ap — 3S-t-o) 

0'=  ^1 7 -4- 1 7’^  cos  (5— o)  + 1 7 cos{2v—9—‘o) — | l'cos^tv—  35-4-w). 

62.  L’expression  de  ^ relative  à l’ellipse  immobile , trouvée  dans 
le  n."  3g  , peut  être  réduite  à la  forme 

cosv-\-  A'”  cor  2 V»  -4-  A"'  cos  Zv  -+■  etc. 

-4- r/n  P -4- P"' r/«  34* -4- rm  3v  H- etc. 
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En  imaginant  substituées  dans  les  fonctions  jf' , A* , A’^ , etc.  ; 
JB",  B" , B’' , etc.  au  Heu  des  cinq  constantes  arbitraires  A',  y,  e,  fl,  a 
leurs  valeurs  variables,  et  en  supposant  pour  plus  de  simplicité  leurs 
variations  représentées  par  les  équations 

dA'=zG"ds>,  dJ"=G"d^>,  dA"'=G"'dv,  etc. 

dB'=H"dv,  dB"=H"'dv,  dB''=H"'dv,  etc., 


l’on  aura  , après  avoir  intégré  par  parties  , 

^ 1 1 

t-^f=l  A dv-^  A' sinv-^  ^A” sin  iv-^^A''siniv-k-tXc. 

-B'  cos  V — J B" cos  IV — I B"' cos  3v  — etc. 
—J'G''sinvdv — ^J'G'"sin  %vdv  — etc. 

" cos  V dv-Xr]^J'H"'  cos  2oA>-»-etc. 

Dans  le  cas  des  forces  perturbatrices  nulles , la  valeur  de  / -f-y  se 
réduit  à la  somme  des  deux  premières  lignes  ; ainsi , dans  le  ras  de 
l’orbite  troublée  , l’on  doit  prendre  pour  y uue  fonction  de  v , telle 
qu’étant  différentice , l’on  ait 

ÿ = G"  sin  v -+•  ÿ G'"  s/71 20  -f-  5 G"'  s/rt  3o  -h  e te. 

— 77"  cosv  — ^U"'cos  iv—^II’'cos3v — etc., 

ou  bien 

df  ar  . .1  dd"'  . 1 dA"  . , 

-r—  -r-s//io-*-â.-7-s/«20-+-i.— T— s/n3o-I-etc. 

dv  u<d  à dv  # dv 

rfiï"  \ dB^  t 5 

-r-cos  — r . -3—  cos  av  — ^ . -t—  cos  ôv — etc.  ; 

dv  % dv  9 ' 

car  il  est  évident  que,  en  prenant  pour  y l’intégrale  de  cette  fonction, 
l’on  a 

^ -f-y dv-^- A'  sin  v-*-\  A"  sm  a o i A'^  sin  3o  -I-  etc. 

— B'cosv—\  B"  cos  20  — I B' cos  3o—  etc»  ; 


c’est-à-dire  une  expression  de  < -+-y  tout-à-fait  semblable  à celle  que 
l’on  obtient  en  supposant  nulles  les  forces  perturbatrices. 
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63.  II  suit  de  là  et  de  l’expression  de  t f rapportée  à la  fin 
du  n.°  39 , que  l’on  a aussi 

N siii(y — cr)-t-  ^N'sin(2v—  2ta) -t- J iV' iin(ap — 2Ô)] 


e*/  = J'A  dp>*> 


) •*■  J A^7sin(4  «*-4®)  k .*•  ^N'"iin(^v—2  ta— 26)| 

etc. 

La  valeur  de  A devant  être  égale  à l’on  a sous  forme 

finie  (Voy.  n.°  41) 

A = !^*rr)l r = 1/-; 


et  en  développant  jüSqu’aux  quantités  du  quatrième  ordre  inclusivement, 

A = ^ ^ I 1 e“  1 y*  e'*  I -t- 1 e’  y*  5 e*  y*  C05  (2W  — 2Ô)^  • 

64.  L’intégrale  simple  J'A  dv , qui  entre  dans  la  valeur  de 
étant  égale  à l'intégrale  double  J dv ^ dv^  l’on  pourrait  exprimer 
explicitement  cette  dernière  par  les  fonctions  de  ta  force  perturbatrice, 
en  diffcrentiant  A et  remplaçant  ensuite  dh,  dy,  de,  dd,  dur  parleurs 
valeurs  trouvées  précédemment;  en  opérant  ainsi  l’on  tomberait  sur 
un  résultat  fort  compliqué , et  il  serait  assez  difficile  de  voir  qu’il 
peut  être  réduit  à une  forme  fort  simple.  Mais  il  est  aisé  d’éviter 
cette  complication  à l’aide  de  la  considération  suivante. 

En  désignant  par  — ^ la  constante  arbitraire  qui  doit  être  ajoutée  à 
l’intégrale  2j'dSl,  l’on  a cette  équation  du  premier  ordre  (Voy.  n.®  a i) 


dr‘  , ^ / I ds'  1 \ 

dt*'*'^  dt*  \i -*-*»'*'  dp*  (I  st)‘) 


dans  laquelle  a représente , comme  l’on  sait , le  demi-grand-axe  de 
l’orbite  lorsque  l’on  suppose  la  force  perturbatrice  nulle;  donc  pour 
conserver  la  même  forme  au  second  membre  de  cette  équation  dans 
le  cas  de  l’orbite  troublée,  il  est  évident  qu’il  faudra  prendre  pour 
Tome  I.  10 
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^ une  fonction  telle,  qu’étant  différentiée,  l’on  ait  — idù; 

d’où  l’on  tire  en  intégrant 


- étant  la  constante  arbitraire  absolue  qui  doit  être  ajoutée  à l'inté- 
grale ~~  iJ'dCi.  n suit  de  là  que  l’on  a 


/A  d,=f^d^  = f/  ÿ .y"(i 


dif. 


65.  L’inspection  de  la  valeur  de  ^ trouvée  dans  le  n.®  6a  démontre 
que  l’on  obtient  cette  formule  en  excluant  le  terme  J'Adv  de  la 
valeur  de  t -*-f,  et  en  différentiant  ensuite  par  rapport  aux  cons- 
tantes arbitraires  seulement;  donc,  en  posant  poar  plus  de  simplicité 


9 


A*(i-*-yy)* 

7^' 


l’on  aura 


dv 


d-qN  . . .1  d-qN'  . , . i d-qN”  . , « 

-dT  “ ®)  ^ • -dT  iw(ai;-  aw)  - . —2  — «n(av  - aô) 

I d-qN'"  . . d-qN"  . , 1S\  * d-qN"  . 

3 • -^sw(3v-3®)  * ^ w-aâ)  •+■  3 . -^-jj/i(3p-tsr-2«) 

X d qPT'  . , .1  d-qTST’  . , >,v  > d aTT"  . , 

; • -rf— -4>^)  - 44)  • -Lim(4x^2w-a4) 

( .rt^coi(p— w)*A^coî(ap  — 2w)*A^"coî(3p-3or)  — A^coi(p*tr— aô)) 
3 N'^cos{Zv — w — aô)  -I-  N'cos{j^v — 4x3-)  ^iV”'co5(4p— aw — aô)j 


( N"cos{iv — aô)-t-  aiV'’coî(p-*- tï — aô) 1 coi  (3p  — tsr — aô)j 
^ *’  (-*-A^'cox(4p  — 4Ô)  -t-  J iV”  cox(4p  — aw  — aô)  j 


66.  Les  coefficiens  qN,  qN“,  qN“,  etc»  étant  différentiés  par  rapport 
à e et  y,  afin  de  former  les  valeurs  de  perdront 

chacun  une  dimension;  ainsi  il  sera  nécessaire  de  chercher  leurs  valeurs 
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développées  jusqu’aux  quantités  de  l'ordre  m-*~  i pour  avoir  la  valeur 
de  ^ exacte  jusqu’aux  quantités  de  l’ordre  m inclusivement. 

67.  Dans  le  paragraphe  suivant  nous  montrerons  par  un  petit  nombre 
d’applications  choisies  l'usage  des  formules  qui  viennent  d’être  exposées , 
en  considérant  seulement  les  premiers  termes  des  coefiEtciens  de  quelques 
inégalités  lunaires.  Comme  l’expression  de  posée  plus  haut,  ne 

peut  pas  être  développée  ultérieurement  sans  tomber  dans  une  exces* 
sive  complication,  nous  conviendrons  de  borner  la  valeur  de  ^ au 
second  ordre  inclusivement  par  rapport  aux  quantités  e et  y,  ce  qui 
nous  suffira  pour  les  applications  que  nous  ferons  de  cette  formule. 
En  substituant  pour  N,  N',  N",  etc.  leurs  valeurs  données  dans  le 
n.°  39 , et  remarquant  que  à l’égard  des  quantités  e et  7 les  deux 
fonctions  ^ ^ ^ sont  de  l’ordre  — i , l’on  trouvera 


de 


^ — 6e  iin(v  — w)  1 e*iûi(2v  — ata’)  -*•  J y*sin{iv  — aâ)^ 


q dh 
h dv 

M-  1 7C05(av— aô) -►  | eycoî(v+ta— aâ)  -►  J eycos(3v— ta— aô)^ 

q Jyjm(av— aô)  — 5eysin(v-^ta— afl)  — Jeyiirt(3v— ta— aâ)— 5ey«n(v— ta)^ 

(a 3e*— |y’)  cos(v— ta)  — |ecos(av— ata)  -4- e*coi(3v  — 3ta)) 

^ — I y*  coj(p -*•  ta — 2Ô)  -4- 4 y*  coi(3v  — ta — aé) 


^ t— (a-4-9e*  — |y*)  «n(p  — ta)  |e  iin(av—  ata)  — e*4in{3v— 3ta)^ 
I y*  sin(v  -I-  ta  — aô)  — J y*  Jtn(3p  — ta  — aô) 

68.  Or  nous  avons 


d-h'  _ dû 
de  ^ U* de' 


dù 

T^re 


lin  (p  — 6) 
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et  en  négligeant,  comme  on  le  doit,  les  quantités  d’un  ordre  supérieur 
au  second , les  formules  du  n ° 6 1 donnent 

(lycos(iir  — 6)  ^jcos(2i>  — 6 — isr)  2eycos(y 

C |c (a  — Jy’)coî(p— w) Jecoi(2P— atsr) ) ^ 

(— 5y“coi(p—  aô-^®)  — j7’coi(3p—  aâ  — ®) 

<lv  ^-*-ry  / \ r» 

e -r-  *=  cos{y  — ®)  • 

du  er  V / (a 


A*  u'dv 


(a) 


sin(ra  — ô) sin{2v — 6 — 

( (a-ây')  — w) -7  ieiin(ap  — a®)  1 

|y’iin(p  — aô  -t-  ®)  — J y*  sin(iv  — aô  — ®)  | 
donc,  en  posant  pour  plus  de  simplicité 


l’on  aura 


À = 


— 6e  si/i(p  — ®)  -•-  $ e*  stn(ap  — aw)  4 y*  sin(2v  — aô) 

•4- Jy*(îin(p  — ô)  cos(2v  — 2Ô)  — cos(v  — fl)  sin(2i>  — aô))  cos(y  — 6) 

— 3c5irt(p— ®)+4  e“5iu(ap— a®)—  1 8e*«u(p— ®)coi(p— ®)-4-6e*coi(p— ®)j«i(t*-®) 
4( I yy)iûi(p— ®)-^3e  itu(ap— a®)- ae’iMi(3p—  3®)  e ««(ap— a®)l 


— |y’iin(p-KB'— aô)-t-îy*«/i(3p-®— 2Ô)-i-|y*4in(p— aô-t-®)— Jy^5in(3p— aô-®)' 


>coi(p-m) 


^■*•4(1  -♦•7y)coi(p— ®)— 3e  cos(ap— a®)-4-ae*coi(3p— 3®)— ecos(ap— a®)) 

*■)  MWl(t*“®) 

J— |y’coi(p+®— aô)-f-iy’co4(3i*-®— 2Ô)^|y“co4(«>-aô-t-®)*^“co4(3p-aâ-®)j 
i e“  (sin  (ap  — a®)  co4(ap  — a®)  — coi(ap  — a®)  iin(ap  — a®)) , 
ou  bien 

A = — 5e 4in(p  — ®)  — |c*  4m(ap— a®) 2y*«'*(a‘'— 2Ô). 
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On  trouvera  de  même 

B = 

(—  J y coi(a«>  — 2Ô)  -4- 1 e y cos(t>  w — 2Ô)  -h  1 e y cot(3y  — tar  — aô))  sin  (v  —6) 
(-1- 1 y f in(ap  — aô)  — | e y sin(v  -h  cr  — aê)  — J e y «n(3p  — tsr  — aô))  coi(p — fl) 
(—  3y  coi(fl  — tv)  — y co5(ap  — fl  — tsr))  sin  (p  — w) 

(-F  3y  «rt(fl  — w)  -t-  y 5«i(ap  — fl  — w))  coi(p  — w) 

(->•  |e'y  cOi  (ô  — tsr)  1 ey  coî  (ap  — fl  — w))  iin(ap  — aw) 

(—  leysin(ô—  w)  — | ey  «re(ap— fl  — tv))  cos(2v  — 2vs)  ■ 

— Scy4in(p  — w)  co5(p  — fl)  — 4 ey  sin(v  — tîr)  coi(p — fl) 

= — iy«n(p  — fl)— ^ey«/i(ap  — ô— w)  -*‘\ey àn{ps ~-é) 


C = 


\(a  9®*  a y")  — w)  — I e j<n(ap  — aw)  -t-  c*  «n(3p  — 3cr)) 


■ ? y’  sin(v  w — 2Ô)  t / iire(3p  — or  — afl) 


I jin(p — tff) 

!(a  3 e*-*-  J y*)  co5(p  — or)  — |ecoi(ap — aw)  e*coi(3p— • Stsr)) 

- 1 y*  coi(p  -*•  or  — afl)  J y*  coi(3p  — tv  — afl)  “ ^ ~ 

= (a  -t-  6e*  -t-  J y*)  — ^ e cos(y  — or)  — ae*coi(2p  — atsr)  — J y’^cos(2f>  — afl). 

En  substituant  pour  q sa  valeur  et  en  négligeant  toujours  les  quantités 
au-delà  du  second  ordre , Ton  aura 


' " rfp 

(-iy«rt(p-fl)  - Veyiin(ap-fl-or)  ^ | cy,in(or-fl))^ 

» y^) — I ecos{v  — w)  — ae*co«(ap— aw)  — \ y*coi(ap— afl)^^^^ 
■*“  (“  Scsin{v  — v)  — |e*si/i(ap  — asr)  •*•  Jy“iirt(ap  — ■ aô)^^  • • 
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69.  D’après  la  théorie  que  nous  venons  d’exposer,  il  est  facile  de 
démontrer  que  chacune  des  constantes  arbitraires  A,  y,  â,  e,  w peut 
être  exprimée  explicitement  par  la  variable  indépendante  « et  les 
fonctions  5,  u,  5;-  En  effet  nous  avons  d’abord  . 


, I dv 

A = -T  j-1 

U dt 


et  les  équations 

s = y sin{y  — é) 

donnent 

/ = 

et  par  conséquent 


^ « yco5(i^-ô) 


tangù  = 


ds 

dv 


sinv  ^ s-cosff 


ds 


5 « SUl  P 

Ensuite  nous  avons  les  équations 

ecos(v-vf)  = ku-\/i->..t  , e sM»(i.-w)  = ' dv 

lesquelles,  en  posant  pour  plus  de  simplicité 

dt 


dt  , du 

-y-^dv' 


, du 


■tt)  dv 


= — c sin(v  — tsr)  , 


Q = ku  — /i  ^tt  = ecoi(t>— w). 


donnent 
e*=  P*- 


<?• , tang(v—vr)  = — 


P. 


Pcotv-uQtinv 
Qtx)tv~  Ftiav 


Actuellement,  si  l’on  remarque  que  l’on  a 


* = v(i-*-n) 


» dP 

l s jS  J . 
I dv  dv 


dt' 


l’on  en  tire  la  conséquence  que  chacune  de  ces  constantes  arbi- 
traires peut  être  effectivement  exprimée  par  v et  par  les  fonctions 
dt  du  dt 


St  U, 


dv  dv  dv 
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70.  Nous  terminerons  cet  article  en  donnant  des  formules  assez  simples 
pour  trouver  les  valeurs  des  différentielles  partielles  ■»  ~ au 

moyen  du  développement  de  la  fonction  £2  formé  en  y substituant 
ysin(i>  — 6)  au  lieu  de  s, 

i 

et  — ecos(if  — 6)  I an  lieu  de  u. 

Soit  Cl  = F(v,  h,  y,  6,  e,tj)  le  résultat  de  cette  substitution, 
et  supposons  que  l’on  ait  laissé  v\  ti,  s pour  représenter  les  coor- 
données du  Soleil  ; il  est  d’abord  évident  que , eu  prenant  les  diffé- 
rentielles partielles  de  Î2  par  rapport  aux  constantes  arbitraires  e et  tv , 
l’on  a 

</û  du  efÛ  cfû  du  dù 

du  de  de  du  da  dw  * 


mais  l’expression  précédente  de  u donne 


du  tr  — w) 
de  ~ k'{\  -t-  yy)  ’ 


du  (retin(v  — v) 

do  ~~  A’(i  H-  yy) 


et  par  conséquent 

dSX  <rcos(y  — o)  dû 

de  à‘(ifyy)  du 


dû  (resm{t!  — tr)  dû 
do  A*(i-t-yy)  du 


n suit  de  ces  deux  équations,  que  l’on  a 

dû  h’{i-4-yy)i  , .dû  . , X dû  > 


et 


•/  \dû  , .</û  ^ 

siniy  _ ur)  ^ - coi(v  - ^>75^  = ©• 


7t.  Maintenant,  si  l’on  différence  la  même  expression  de  H par 
rapport  à y et  fl,  il  est  clair  que  l’on  a d’abord  ;■ 


dû 

dû 

ds 

dû  , 

/du 

du 

dy  ds 

dy  du^ 

W 

ds 

dû 

dû 

ds 

dû 

du 

ds 

79  ds 

dd  du 

ds 

^d§' 
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Mais  les  valears  précédentes  de  u,  s donnent 


^ = im(p-Ô)’ 

du  O" 


^ =-ycos((>-6). 


du 


rr 


57  ^'(1-t-yy)  /(i-*"'»*) 

partant  nous  aurons 

dü  (dù  dCl  du\  . , XV  ayu  5Û 

rfy  \»^  au  dt)  ' ' ^'*'7Y  ““ 

rfû  /rfû  rfû  du\  X XV 

rfT“-(rf7^rfir-rf-J’'"^(‘’-®)- 

Ces  deux  écpiations  donnent 

rfû  . , X.  rfû  , X.  rfû  /rfu  ayuïûi(e  — 6)\  rfû 

T — iw  (a  — fl) 3T  coi  (v  — fl)  = l-r  ^ ) T~  '■> 

rfy  ' ' yrfO  ' ' dt  \dt  ^~*~77  /du 

donc , en*  substituant  pour  ^ sa  valeur  trouvée  plus  haut,  et  faisant 
pour  plus  de  simplicité 

R = co${y-xs)^-*-sin{v—a)~^ 

R = j«(p  - 6)^-cos{y-é)  ^ , 

l'on  aura 

^ = R.l^.R,  R’-(-J—-^]!lus)R-, 

du  V dt  a / 

d’où  l’on  conclut, 

rfû  t dd  t /h’(t-t-yf)  a A*  tt  \w 

O.,.  = ^ yy) 

>')  rfu  U «•  rf/  U*  i«y  fl-  <7-  V / U / 

72.  Pour  tirer  de  Péquation 

O = F(o,  A,  y,  fl,  e,  tsr)' 

la  valeur  de  la  différentielle  partielle  , remarquons  que,  en  désignant 
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par  le  coefficient  différentiel  de  la  fonction  F pris  par  rapport  à 
la  variable  v explicitement  renfermée  dans  cette  fonction , l’on  a 


dû  d'SX  dû  du  dû  ds  _ 

dv  di>  du  dv  ds  dv  ' 


mais  il  est  clair  que  l’on  a 

du  du  dt  ire  sin(v  — o) 
dv  ds  dv  /*’ ( t T'y) 


ds 

dv 


= ycos{v--6)-. 


donc  en  observant  que  l’on  a trouvé  plus  haut 


l’on  obtiendra 


dû  <resin{v  — tr)  dû 
det  A’(i  yy)  du 


dû 

dd 


-('■ 


dû 

\ds 


J)yco5(v-ô), 


dû  _ d'û  dû  ^ 

dv  ~ dv  dB  d V 


Ce  résultat  et  les  deux  précédens  démontrent  qu’il  suffit  de  dévelop- 
per la  fonction  Si  pour  eu  conclure,  par  de  simples  différentiations 
partielles  exécutées  par  rapport  à la  variable  indépendante  v et  aux 
constantes  arbitraires  e,  rs,  y,  6 , les  fonctions  de  la  force  perturbatrice 
qui  entrent  dans  les  équations  différentielles. 

Nous  rapprocherons  de  cette  conclusion  l’équation  suivante  : 


dû 

dh 


dh- 


dû  J dû  J dû  dû  J 


O •> 


à laquelle  la  fonction  f2  ( et  toute  fonction  de  s et  de  u ) doit  néces- 
sairement satisfaire.  En  effet  il  est  aisé  de  voir  que  le  premier  membre 
de  cette  équation  est  équivalent  à du-*-  ^ ds, les  différentielles  étant 
prises  par  rapport  aux  quantités  h,  y,  e,  6,  ta  seulement  : ainsi 
l’on  a ici  du  = o , ds  = o , conformément  aux  conditions  établies 
au  commencement  de  ce  paragraphe. 

73.  Enfin  il  est  utile  de  remarquer  que , en  retenant  seulement  le 
terme  principal  de  chacun  des  argumens,  l’on  peut  représenter  par 

Tome  I.  Il 


1 

é 
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A e cos(q  =F  i •a)  un  terme  quelconque  du  développement  de  £i  afifecté 
d’une  puissance  de  e,  A étant  indépendant  de  e;  et  qu’en  conséquence 
l’on  a,  pour  ce  terme  principal, 

lï  = iAe~'  tv)  cos(ç±t  ®)  q:  tïr)itn(9±t  cr)J  ' 

ou  bien 

H = iAe~'cos(y-*-(i—i)xs±qy 

En  tftsignant  de  même  par  By  cos{p±i6)  un  terme  principal  de  îi 
dépendant  de  y,  l’on  aura 

R = iBy~' sin(v'±{i—l)d±p)  -, 

on  voit  donc  qu’il  faut  développer  £i  jusqu’aux  quantités  de  l’ortfré 
m I par  rapport  à e et  y,  si  l’on  veut  obtenir  pour  R et  R'  des 
valeurs  exactes  jusqu’aux  quantités  de  l’ordre  m inclusivement.^ 


S 4- 

Application  des  formules  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  à la 
recherche  de  quelques  termes  principaux  des  perturbations  lunaires  dues 
à l’action  du  SoleiL 

74.  Désignons  par  A , e,,  ô , 07^  les  valeurs  constantes,  censées 

données,  que  les  variables  h,  y,  e,  ô,  sr  ont  à une  époque  déterminée. 
En  considérant  ces  constantes  comme  la  première  valeur  de  ces  fonc- 
tions , l’on  pourra  trouver  la  partie  variable  en  intégrant  successivement 
leurs  différentielles.  L’analyse  que  nous  exposerons  dans  ce  paragraphe 
est  propre  à faire  voir  clairement  l’esprit  de  cette  méthode,  et  à mon- 
trer comment  on  doit  employer  les  formules  générales  dans  des  cas 
particuliers , à l’égard  de  certains  termes  que  l’on  a intérêt  de  connaître 
de  préférence  à d’autres  du  même  ordre.  Pour  procéder  avec  plus 
d’ordre , nous  énoncerons  successivement  les  questions  qu’il  s’agit  de 
résoudre , ce  qui  fera  mieiLX  comprendre  le  but  vers  lequel  l’analyse 
est  dirigée.  Commençons  par  la  solution  de  ce  problème. 
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Calcul  des  deux  premiers  termes  des  séries  qui  déternünent  le  mouuemenc 
progressif  du  nœud  et  du  périgée. 


75.  Considérons  l’équatiou 

^ 1 ^ ~ 
donnée  dans  le  n.°  68.  En  supposant  s'  = o , et  négligeant  les  termes 
qui  dépendent  de  la  parallaxe  du  Soleil , c’est-à-dire  les  termes  de 
l’ordre  du  produit  ^cs  formules  trouvées  dans  le  n.®  27  donnent 

Û,,,  3 jWu’  , . ,.v 

y = “ I’  )), 

1 du  3 

nr  ■ -rr  rr-r  sui(2v  — 2v  ). 

« K dv  3 A u’  ' ' 


Donc,  en  faisant  s = ysin(y  — ô),  il  viendra 

^ — C0i(2V— aâ))(l-«-C0s(2V-2v))— itn(2V-2Ô)sÙl(2W-2v‘)^i 

ou  bien 

, , rffl  3 M’a’*  < / ’ A\  ! as  t >\} 

(l)  . ^ = — - • < I — C0i(2P>  — 26)  — C0i(2V  — 20)  -f  C0s(2v  — 2V  )^- 

Maintenant,  si  l’on  néglige  les  termes  multipliés  par  l’une  ou  l’autre 
des  trois  quantités  e , i,  7“,  il  suffira  de  prendre  u = ^ i u = ^ , 
V = mv  s-  A.  \ m étant  une  fraction  du  premier  ordre  égale  au  rapport 
du  moyen  mouvement  du  Soleil  à celui  de  la  Lune,  et  A désignant 
la  longitude  du  Soleil  à une  époque  donnée.  Comme  dans  cette  pre- 
mière approximation  l’on  néglige  le  carré  de  la  force  perturbatrice, 
l’on  peut  réduire  la  fonction  h à sa  partie  constante , et  supposer 
h = h •.  alors  le  facteur  représente  une  quantité  de  l’ordre  du 

carré  de  la  fraction  m,  puisque  (par  les  formules  du  n.°  41)  est 
à-peu-près  égal  au  produit  de  a par  la  distance  moyenne  de  la  Lune 
à la  Terre. 
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Nous  poserons  en  conséquence 


et  nous  regarderons  m comme  une  quantité  du  premier  ordre,  qui, 
par  sa  nature,  doit  être  très-peu  différente  de  m. 

Il  suit  de  là  que  l’expression  précédente  de  se  réduit  à celle-ci  : 


(a)...  ^ = — ^m’ji  -coi(amp  — aô  a A)  t-  coi(ai>  — ami»  - aA)  -cos(ai)-  aô)|- 

En  intégrant  cette  expression,  et  considérant  d’abord  le  seul  terme 
progressif,  il  est  clair  que  l’on  a ô = — |mV.  Donc,  en  substi- 
tuant cette  valeur  approchée  de  ô dans  le  second  membre  de  l’équa- 
tion (a) , il  viendra 

(3)...  ^ — cos(amp  -•-  ^ mV  — aô_-«-  aA)  — co5(ai'-«-  - m’i»  — 26  ) 

-t-  cos(ai»  — ami»  — aA)^  • 

76.  La  valeur  de  ô qui  résulte  de  l’intégration  de  cette  expression, 
doit  être  substituée  dans  le  second  membre  de  l'équation  (a).  Mais 
notre  but  ici  étant  d’avoir  seulement  les  termes  du  second  et  du 
troisième  ordre,  qui  dans  ô sont  multipliés  par  l’arc  p,  il  suffit  d’avoir 
une  valeur  de  6 exacte  dans  les  quantités  du  premier  ordre , pour 
en  déduire  les  termes  du  troisième  ordre  qui  doivent  se  trouver  dans 
le  développement  du  second  membre  de  l’équation  (a).  Or,  en  inté- 
grant le  second  membre  de  l'équation  (3) , les  termes  du  second  ordre 
affectés  des  argumens  ai»  — amp— aA,  ap 1 m’p  — aô^  restent  du 
second  ordre  après  l’intégration  ; mais  il  n’en  est  pas  ainsi  pour  le 
terme  du  second  ordre  affecté  de  l’argument  amp -»- 1 m*p  — aô_ aA. 
Il  est  évident  que  l'intégration  abaisse  son  coefficient  au  premier 
ordre,  puisqu’il  acquiert  comme  diviseur  la  quantité  am-«-|m*.  Donc, 
en  retenant  dans  la  valeur  de  6 le  seul  terme  périodique  du  premier 

m*  fïi* 

ordre , et  prenant  -î — = — (ce  qui  revient  à négliger  les  quan- 

tités  du  second  ordre  ),  l’on  aura 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  SECOND. 


85 


En  substituant  cette  mêiue  valeur  de  6 dans  le  second  membre  de 
l’équation  (a) , et  considérant  seulement  l’argument  2mv  — 2Ô  — aA , 
nous  aurons 

^ 5 -m’coir  amp* -m*v  — 2Ô  -♦-aA—  - • — îwi(amp*  -m”p— a6*aA)1- 

rfp4  4L^  ' 4m'  a 'J 


Eu  développant  ce  cosinus , et  négligeant  les  quantités  d’un  ordre 

supérieur  au  troisième , il  est  clair  que  l’on  a 

3j3i,  3»  . 3 

J- m -t--m  co5(amp-t--m  P— aâ*aA)*  - , — sin  (amp*- 

av  4 4 ' a ''16  m'  a 

Donc,  en  négligeant  les  termes  périodiques,  il  viendra 


m’p— aô*aA). 


dv 


d’où  l’on  tire , en  intégrant , 


3 1 O . 

- m *■  V • — • 

4 3a  m 


6 = f --^p. 

' \4  3a  m / 


Tels  sont  les  deux  premiers  termes  de  la  série  qui  détermine  le 
mouvement  progressif  du  nœud.  Il  est  remarquable  qu’il  soit  nécessaire 
de  considérer  le  carré  de  la  force  perturbatrice , c’est-à-dire  une  quan- 
tité du  quatrième  ordre , pour  pouvoir  obtenir  le  second  terme , quoi- 
qu’il soit  du  troisième  ordre.  C’est  aussi  ce  qui  arrive  dans  le  calcul 
des  deux  premiers  termes  de  la  série  qui  détermine  le  mouvement 
progressif  du  périgée,  comme  nous  allons  le  faire  voir. 

77.  Dans  cette  recherche  nous  pouvons  négliger  tous  les  termes 
multipliés  par  s ou  par  y qui  se  trouvent  dans  la  valeur  complète 
de  c donnée  dans  le  n.®  61.  Car  l’on  comprendra  clairement  par 
le  calcul  même  qui  suit , qu’ils  ne  peuvent  donner  dans  la  valeur  de  tir 
aucune  partie  appartenante  aux  deux  termes  dont  il  est  ici  question. 

D’après  cela  l’on  a 

« S - ®)-  j a - ®)  ^ - 2w)  J i 

et  il  est  évident  que  les  valeurs  de  ^ posées  dans  le 

n.®  27  peuvent  être  réduites  à celles-ci: 
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Jlf'u'^  /I 

<r 

<rit*  \a 

t 

dQ 

3 

y 

U dv 

a A'«* 

eu 

prenant  u 

I 

a' 

et 

1 

II 

î"^ 

e cos(t 

.-or)  J 

I 

U* 

11 

1»- 

e cos(t 

;-or)| 

-3 


l'on  aura 

da  M'h<> 


e - or) ( I - 3e cos{v  - or))  ( i -t-  3 co5(ai' - o.v)) 


— — y-Tj  e $Ul{2i^  — 2P  ) 5ia(2P  — 2cr) 


m 


— — «ra(2t>  — 2p’)  iin(i'  — or)  ( i — 4e  coi(v  — or)). 

78.  Maintenant,  si  l’on  fait  h = et,  comme  dans  le  11.°  7S  , 
— , l’on  trouvera  que , en  retenant  seulement  les  termes 


multipliés  par  e , l’on  a 


e^  = — em’^  — I coi(av  — aor)  coi(av  — av) 


du 


5 — 5coj(at<  — aor)  — |coi(a(» — av‘)  ) 


) 3(n(av  — aw)  sin(2v  — av') 


Donc,  en  raisonnant  ici  comme  l’on  a fait  précédemment  à l’égard 
de  1 il  faudra  d’abord  considérer  parmi  tous  ces  termes  le  seul 
ternie  périodique  affecté  de  l’argument  av'  — aor , ce  qui  donne 

^ = -m  -t-  — m cos (av  — aor) , 
ou  bien  , en  posant  o ==  mo  A, 


/ ^ 3 1 10  A / jà  \ 

(4) ^ m — m cos(2mu — 2rsr  2 A). 
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En  faisant  abstraction  du  terme  périodique  et  intégrant , l’on  a 
d’abord  w = Donc,  en  substiuant  cette  valeur  approchée 

de  ta  dans  le  second  membre  de  l’équation  (4),  r<en  aura 


da 

dv 


3 , 
- m ■ 

4 


i5 


^ a*coj(2mv — - m’v  — 2îa^-<- aA); 
d’où  l’on  tire  , en  intégrant  et  prenant  — 


m 

m 


, i5  m*  . / 3 , .\ 

V -H-y  . — «rtl  m V — 2or-+-aA)' 

8 m V a ' / 


■as  = ta  - m 
' 4 

79.  Actuellement,  si  l’on  substitue  cette  fonction  au  lieu  de  ta  dans 


le  second  membre  de  l'équation  (4) , il  viendra 


du 

do 


3ji5jr  3j  j»i5  m - / 3 a * \ T 

i - m H — m coji  2mp — m v - ata  •*-  2A sini^mv — m t^2ta-+-2A)  |- 

4 4L  a ' 4m''3  ' 'J 


Développant  ce  cosinus,  rejetant  les  termes  périodiques  et  les  quan- 
tités d’un  ordre  supérieur  au  troisième , il  est  clair  que  l’on  a 


et  par  conséquent 


du  3 3 335  m'* 

= -m  -5—  ■ — > 

a (>  4 3a  m 


335  m'*\ 

■37'  W*'' 


Le  second  terme  de  cette  expression  est,  comme  l’on  voit,  semblable 
à celui  qui  entre  dans  la  valeur  analogue  de  6 trouvée  plus  haut  ; 
mais  il  en  diffère  essentiellement  à l'égard  du  coefficient  numérique 
, qui  est  beaucoup  plus  grand  que  la  fraction  ~ . Cette  circonstance 
étant  combinée  avec  la  valeur  numérique  du  rapport  représenté  par  m, 
que  l’on  sait  être  presqu’égal  à un  rend  le  terme  du  troisième 

ordre,  ^ = 3T7i3'”*‘'’  P®**  différent  du  premier  terme  ^mV 

du  second  ordre.  Voilà  pourquoi  la  première  approximation  a pu 
suffire  à NeMon  pour  avoir  le  mouvement  progressif  du  noeuds  taudis 
qu’elle  était  absolument  insuffisante  pour  avoir  celui  du  périgée. 

Clairaut  fit  sentir  le  premier  aux  Géomètres  toute  la  force  de  cette 
difficulté.  Il  ne  songea  pas  d’abord  à la  grandeur  absolue  des  termes 


4 
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qui  devaient  suivre  le  premier,  ce  qui  l’a  jeté  dans  bien  de  recherches 
divergentes.  Mais  il  les  conduisit  en  homme  de  génie , et  sut  reconnaître 
son  erreur  au  monaent  où  il  considérait  le  carré  de  la  force  perturba- 
trice pour  un  objet  qui  n’était  pas  dirigé  vers  la  recherche  du  second 
terme  (Voyez  les  Mémoires  de  l’Académie  des  sciences  de  Paris  pour 
les  années  174s,  1746).  Cet  exemple  frappant  de  l’influence  du  coef- 
ficient numérique  mérite  toute  l’attention  : l’on  trouvera  dans  cet 
ouvrage  une  foule  de  cas  semblables,  tous  propres  à démontrer  que 
dans  la  théorie  de  la  Lune  la  véritable  difficulté  consiste  dans  la  re- 
cherche des  coefiBciens  numériques  qui  aSecteft  une  quantité  d’un 
ordre  donné.  L’on  est  fort  peu  avancé , lorsque  l’on  sait  l’ordre  d’un 
terme,  si  l’on  n’a  pas  au  moins  une  connaissance  approchée  de  la 
grandeur  de  son  coefficient  numérique. 

80.  Le  calcul  que  nous  venons  d’exposer  fait  connaître  en  même 
tems  le  principal  terme  périodique  qui  entre  dans  l’expression  de  6 
et  tir  ; de  sorte  que , en  retenant  seulement  ce  terme , les  formules 
précédentes  donnent 

6 = I • — sin(2nu>  -*•  - mV — 2Ô  — aA) , 

O m ' a ' ' 


■a  = ^ — iin (am»r  — - mV  — atîr-«- aA). 

8m'  a ' ' 

Mais  il  est  évident  que  pour  rendre  ces  deux  argumeus  plus  exacts 
il  faudrait  écrire 

m*—  i afl  au  lieu  de  ^mV— afl  , 

\a  16  m / ' a > 

/3  2 aaS  i-  j 3 j 

et  — ( - m -I — T-  • — j P — ata-  au  lieu  de ra  p — aw  . 

L’on  pourra  même  remplacer  6 et  ta  par  les  formules  qui  donnent  plus 
exactement  la  partie  de  ces  fonctions  qui  croît  proportionnellement  à 
l’arc  P,  lorsque  celle-ci  sera  connue  par  les  dcveloppemens  ultérieurs. 
Ainsi,  en  faisant  pour  plus  de  simplicité 


J -g  = 


I — c = 


m 

4 

3 , 
- m 

4 


9_ 

3a 


aaS  m' 
3a  m 


— -t-  etc. , 
etc.. 


h 
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ô = — g • — iin(a£p— 2gp-4-2Ô  — 2A)i 
07  = — ^ ^ sin(2Et>  — 2C(>  -t-  257^ — 2A)  i 
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ou  bien,  en  conivnant  d’écrire  seulement  gt>  au  lieu  de  gv  — 6 -,  ct>  au 
lieu  de  ct>  — 1<7_;  mf>  au  lieu  de  /ne-*- A;  et  de  désigner  en  général 
par  Sâ,  Sc7  la  partie  périodique  de  d et  de  07,  l’on  posera 


=.-l.'±,in(2E-2g),, 


So- 


is 


— sin(2E-2c)i 


Recherche  du  premier  terme  du  coefficient  de  fÉÀ>ection  en  latitude, 
de  VÉvecüon  en  longitude,  de  la  Varioaion  et  de  tÉquation  annuelle. 


81.  11  est  d’abord  évident  que  le  terme  périodique  du  premier 
ordre  qui  entre  dans  Sâ,  doit  influer  sur  la  latitude  s,  puisque  l’on 
a s =:  y sin(y  — S)  ; mais  il  n’est  pas  moins  clair  qu’il  làut  avoir  le 
terme  correspondant  (jui  entre  dans  l’expression  de  la  variable  y,  si 
l’on  veut  connaître  l’inégalité  qui  en  résulte  sur  la  latitude.  Pour  cela 
considérons  l’équation  (Voyez  n.°  G8) 


y substituant  pour  1 ^ leurs  valeurs  posées  dans  le 

n.°.7S,  l’on  aura 

(i*coi(2K-2p'))  1-  \-^^ycos\v-6)sin{iv-%v). 
Donc , en  considérant  seulement  l’argument  av  — 2Ô , il  viendra 


ou  bien 


Tome  /. 


^ ^ m*  y sin(2mi>  — 2Ô  aA). 
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Faisant  dans  cette  équation  6 = ô -i-(i — g)v,  i—m  = E,  l’on  pourra 
écrire  d’après  la  convention  établie  plus  haut. 

iv  “ 4 ^ iirt(2£—  2g)  V. 

Pour  intégrer  cette  expression,  il  suffit  ici  d’y  faire  y = y , et  de 
prendre  ^ • Alors,  en  nommant  Sy  la  partie  périodique 

de  y,  l’on  obtient 

En  substituant  cette  valeur  de  Sy  et  la  précédente  de  Sô  dans  l’équa- 
tion s = ysin(v  — 6),  après  l’avoir  mise  sous  la  forme 

* = (y,-*-  V)  «"te*’ — » 

l’on  trouvera,  en  développant  et  négligeant  les  quantités  d’un  ordre 
supérieur  au  second, 

5 = y^sin(2E—g)o. 

L’argument  (2E  — g)p  qui  constitue,  comme  l’on  voit,  le  second 
terme  de  l’expression  de  la  latitude,  est  celui  que  nous  nommons, 
par  analogie , ËÀvcùon  ea  latitude. 

Au  reste  il  est  clair  que  cette  même  analyse  donne,  en  conservant 
le  diviseur  2E—2g, 

^ = ï ■ aÆ-  ^ • ^2'ag  H)  *’• 

Donc,  en  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  s,  l’on  aurait 

i = y/mgv-y-^^sin{2E~g)v. 

Mais , en  employant  cette  forme , il  importe  de  remarquer  que  ce 
coefficient  de  l’argument  {2E—g)v  ne  saurait  être  exact  au-delà  des 
quantités  qui  passent  le  second  ordre. 

82.  Considérons  maintenant  la  variable  ^ et  cherchons  le  terme 
périodique  analogue  à celui  qui  entre  dans  l’expression  précédente  de 
Stv , c’est-à-dire  le  terme  affecté  de  l’argument  {2E—2c)v.  Pour  cela. 
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il  suffit  de  réduire  l’expression  de  ^ trouvée  dans  le  n.°  68  à celle-ci 

^ - sin{v-vs)  ^ acoj(y-w)-H  icos(2v  - 2w) J . 

En  substituant  pour  ^ ’ "îs  ’ 1?  valeurs  posées  dans 

le  n.®  77,  l’on  aura 

^ P — w)  ( I 3coi(2t>  — 2(>'))  ( I — 3c  cos(p  - w)) 

— ^ m“n/i(2p - 2v ) ( I - 4e  coi(p  - w ) ) I 2coi(p  — «)  ■+<  ^coi (2P  - 2iir)|- 
En  considérant  seulement  l’argument  2v'  — 2sr , cette  équation  donne 
= (—  I — y^em“jin(2(>'  — acr)  = - ^cm'«n(2p'— 2®). 

Donc,  en  faisant  v = mv-*-A,  ' m — w-*-(i — c)p,  il  viendra 
^ ^ e m“  sin{2E  — 2c)  p. 

Maintenant,  si  l’on  fait  dans  le  second  membre  de  cette  équation 


“ ® ’ **  a£  — ae 


î-  ■>  l’on  obtient , en  intégrant , 


iS  m*  , „ \ 

e = e e — coi  (2E  — 2c)  v -, 


et  en  nommant  Se  la  partie  périodique  de  e,  l’on  aura 
Se  = e — cos(2E  — 2c)  f>. 

O * /n  ' 

En  réduisant  la  valeur  de  t-*-/  trouvée  dans  le  n.®  63  à 


aA,’ 


t-*-f  = — esin(v—w) , 


et  écrivant 


t-^f  e=  — ^ (e^ H-  Se)  sirt(cp  — S®) , 
l’on  obtiendra,  au  moyen  de  cette  valeur  de  Se  et  de  celle  de  S®, 

^ 1 S h?  m Æ \ 

= — —••-re  — sw(a£—  c)  V, 

^ 4 ' ?n  ' ' 
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Tel  est  le  premier  terme  du  coefficient  de  l'inégalité  lunaire  que  l’on 
nomme  Évection  en  longitude.  Comme  l’analyse  que  nous  venons  d’ex- 
poser donne 


il  est  évident  que,  en  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  t-*-/, 
l’on  aurait 


-/=- 

a 


„ 


Mais , analytiquement  parlant,  cette  formule  ne  saurait  être  exacte  à 
l’égard  des  termes  d’un  ordre  supérieur  au  second. 

Il  est  presque  superflu  d’ajouter  qu’un  simple  coup  d’œil  jeté  sur 
la  valeur  de  donnée  dans  le  n.®  68  suffit  pour  démontrer  que  la 
variable  f ne  renferme  aucun  terme  du  second  ordre  affecté  de 
l'argument  {o,E—c)v. 

83.  Tour  donner  un  exemple  fort  simple  des  cas  où  il  est  nécessaire 
de  considérer  la  partie  variable  de  la  fonction  h,  cherchons  le  pre- 
mier terme  du  coefficient  de  l’inégalité  ayant  pour  argument  tiEv , 
connue  sous  le  nom  de  Variation.  Â cet  effet  remarquons  d’abord 
que  l’équation  >=  peut  être  réduite  à celle-ci 


dh‘ 

dv 


3A/'u"  . , 

sin{2v—2v). 


Maintenant,  si  l’on  fait  dans  cette  équation 
et  v'  = m V -f  A , l’on  aura 

E=  — 3A  “ m“  sin  zEp  ; 

d’où  l’on  tire  en  intégrant 

r2  » a 3 h*  m*  _ 
n = h ^ COS  2Ei>, 

• 2£ 


Il  suit  de  là  que  l’on  a 


-t-  cos  2Ep. 

■ 4-E 


1 

a' 
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En  réduisant  la  valeur  de  t-*-f  à (Voyez  n.®  63) 

A,’ 

(T* 


t-*-f  ^ J'Â  dv  — ae  sin{y  — w). 


et  faisant  A = ^ nous  aurons 
<r 

fAd^>  = \ 

Mais  l’expression  de  ^ trouvée  dans  le  n.°  68  peut  être  ici  réduite  à 

-4-  t=  = — — TT— coi(av— av). 

dv  <r*  ' ' 

' » ' 

Donc,  en  prenant  seulement  le  premier  terme  de  cette  expression, 
l’on  aura 

df  . Ih?  „ 

^ —T  m cos  7,Ev  ; 

dv  a 

d’où  l’on  tire  en  intégrant 

/ 5— TT  sm  iEv. 

, ■'  a a£ 

Substituant  cette  valeur  de  f et  celle  de  J'Adv  dans  la  valeur 
de  t-*-f  posée  plus  haut,  nous  aurons 

ou  bien , en  prenant  E — i — m = i , 

ai  A,’m*  . A,*  . , ^ 

t = -5-  • -‘—i—  stn  iEv  — ae  «n(i>  — w). 

O <r  <r  ' ' 

En  réduisant  les  valeurs  de  « ^ ^ trouvées  dans  les  n."  77,  8a 

à ces  termes 

e ^ e=  — 5 m’  coî(ap  — ap')  coi (v-  nr)  - 3m*  sm(at>  — av')  sn(i<  - tir) 

= — 2 m*  C05  (p  — ap  ta)  ^ m*  coi (3p  — ap*  — tsr)  ; 

^ ^ m*  coi  (ap  — ap')  s\n(v  — ta)  — 3m*  àn(\v  — ap')  cos(v  — ta) 


— 2 m’  sin(v—  ap'  •••ta)  — ^ m*«n(3p-  ap'- ta)  ; 
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et  remplaçant  v par  vs  par  il  viendra 

e ^ = — I m*  cos(2E—c)  v + ^ m’  cos(a£ -*"c)v, 

^ = — 5 m*  sin(3.E—  c)  P — ^ m’  sin{2E-*-c)  v. 

En  intégrant  ces  expressions  et  négligeant  les  quantités  d’un  ordre 
supérieur  au  second , il  est  clair  que  l’on  a 


e Sot  t=  — 2 iirt  _ c)  p * i m*  «n(a£ ■**  c)  p , 

Se  — 2 m’ coi(a£-c)p-*-^  m“co5(t£*«-c)p. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation 

aeitn(p— w)  = aSeiincp  — ae_S»coi  cp, 
et  conservant  senlemcnt  les  termes  affectés  de  l’argument  a£p,  l’on  a 
ae  iin(p  — w)  = 4 m*  sin  a£p. 

Donc , en  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  t , il  viendra 


A.’m* 


sin  a£p. 


84.  Cherchons  maintenant  le  premier  terme  du  coefficient  de  l’iné- 
galité ayant  pour  argument  c mv  — x',  connue  sous  le  nom  d'Équaùon 
annuelle.  En  réduisant  la  valeur  de  ^ trouvée  dans  le  n.®  68  à 


t=  — a a 
di-  P*  (a)  “ *“ 


et  faisant  dans  cette  expression  ( Voyez  n.®  55  ) 
U = ^ 1 -4-  £ cos(c'  V — x')^  1 


nous  aurons 


df  m*A  ’ / , . , , , \î 

Tç  =--^^(^i-^«coj(cp-x)j. 


Donc , en  développant  ce  binôme , et  retenant  seulement  le  terme 
affecté  de  l’argument  c p'  — x',  l’on  a ... 

df  3m*V  , . .. 

= “-j^ecoife  P - x) 
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Maintenant,  si  l’on  fait  v = mo  A,  l’on  obtient  en  intégrant 
- 3A>  m*  , . . , 

t = — — i- ' -T- E — K ) . 

■'  a cm  ' ’ 

En  examinant  la  valeur  complète  de  l’on  comprendra  aussitôt 

que  pour  avoir  seulement  le  premier  terme  de  cette  inégalité  il  suffit 
de  poser  l’équation  t-*-f  = q , ce  qui  donne 

3A,*  m*  . . , , 
î = — r • -r-  e sinicmv  — K) , 
cm  ' 

On  voit  par-là  que  l’intégradon  abaisse  au  second  ordre  le  coefficient 
du  troisième  ordre  qui  se  trouve  dans  l’expression  de  —• 


Déterminer  le  premier  terme  du  coefficient  de  tinégalké  ayant  pour  argu- 
ment le  double  de  la  distance  angulaire  du  périgée  au  nœud  de  Corbite , 
qui  entre  dans  l’expression  des  quatre  variables  y,  6,  e,  tt, 

85.  Cette  inégalité , dont  l’argument  est  aer  — ad , est  une  des  plus 
remarquables  dans  la  théorie  de  la  Lune  par  les  difficultés  d’analyse 
que  présente  le  calcul  de  son  coefficient 

En  réduisant  l’expression  de  ^ posée  dans  le  n.°  8i  à 

^ t=>  ^ • ^^7  sin(2v  - ad)  =i  — ^ m*y  nn(av  - ad)[/7^wË  e cos(v  — »)]““*, 

et  prenant 

[/i-i-ts  e cos(v—tr)]~’*  = i 5e*co5(a«— aw) , 
nous  aurons 

^ — ym*ye*an(aw  - ad). 

'En  faisant  dans  le  second  membre  de  cette  équation  y = y , e = e , 
«t  = w, (i -c)v,  d = d^ -4- (i -g)i>,  et  intégrant  ensuite,  il  est  clair 
que  l'on  a 

( i5  , __  , 
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Les  valeurs  de  g,  c rapportées  dans  le  n.®  80  donnent,  en  prenant 
seulement  le  premier  terme,  '=  3^  • 

Donc , en  substituant  cette  valeur , nous  aurons 


— g y,  c “ cos(s.g  — a c)  P. 


On  doit  remarquer  que  cette  intégration  abaisse  de  deux  unités 
l’ordre  du  coefficient  qui  se  trouve  dans  l’expression  de  ^ ’ et  qu’elle 
donne  naissance  au  coefficient  qui  est,  comme  l’on  voit,  in- 

dépendant du  facteur  de  la  force  perturbatrice. 

86.  Clierchons  maintenant  le  terme  correspondant  qui  entre  dans 
la  valeur  de  6.  Pour  cela  nous  partirons  de  l’équation 


M 3 _ 5 

dv  ~ 4 A'u*  ^ 


I — COJ 


(ap  — aâ) 


qui  résulte  de  l’expression  de  ^ posée  dans  le  n.®  75.  En  faisant  ici , 
comme  dans  le  numéro  précédent, 

[/i-t-ss-t-e  coj(p  — = I 5e’  coj(ap  — aar)  , 


l’on  trouvera 


tlù  1^33  / .\ 

^ = g-m  c coj(a®-a6). 


Donc , en  intégrant , il  viendra 


ou  bien , en  posant  — - — = , 

r 3g— ac  3m‘ 


. Sô  = I e/ Jtrt(ag  — ac)  P. 

87.  Si  Ion  réduit  l’expression  de  ^ du  n.°  68  aux  termes  suivans 

I â ^ * ~7coj(ap— â - ®)  ♦ aeycoj(p— ô)  ^ 

I ou  verra  aisément  que^pour  avoir  seulement  le  premier  terme  du 
coefficient  affecté  de  l’argument  aw— 2Ô,  il  suffit  de  prendre 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  SECOND. 


97 


»-3 


= im*^  I — Ÿ‘ços(y  -w  w — afl)  ^ i 

tL,y  3 M'ul^ytiniy  — ô)  3i.,  , .) 

^ = "5 Vl? t=--my«n(.»-ô)|i-4e  cos(p-w)| 

= — |yiin((;  — â)  — 2e/5(n(2(>  — t«r  — ô)  — 2e  y sia  (ta-  —6) 

Cela  posé,  l’on  trouvera 

-*•  0m“ey*iia(acr— 2Ô)  = ym’ey“5m(2w— aô). 

En  intégrant  cette  expression , nous  aurons 


8e  =a  — ■ 


cos(^g  — 2c)p  1 


8 3g— 2C 

ou  bien , en  prenant  — ' — = » 

r 3g  — 3c  3m 

Se  = — |e_y*coi(ag  — 2c)p. 

88.  Pour  avoir  le  terme  correspondant  qui  entre  dans  l’expression  de  or, 
nous  réduirons  l’expression  de  donnée  dans  le  n.°  68  à celle-ci 

i^^coi(p-or)  a(,)-^^-|ysw(tir-ô)-*-ir3w(a^’-ô-or)|^». 

Maintenant , à l’aide  des  valeurs  précédentes  de  ^ ’ l’on 

voit  aussitôt  que  l’on  a 


on  bien 


rfv  ai  3 a , .. 

^ ^ m y cos{2nr-zô). 


Donc,  en  intégrant  cette  expression,  il  viendra’ 
= Y'  - ac)p  i 


et  en  posant 


— - — = l’on  aura 

3g  — 3c  3m 

Sw  = |y’wi(a^— ac)p. 


Tome  J. 


>3 
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Conséquences  gui  résultent  de  l'analyse  précédente- 


89.  Cette  valeur  de  Scr  et  celle  de  Se  trouvées  plus  haut  montrent 
d’une  manière  particulière  rinfluence  de  la  perturbation  sur  l’inégalité 
dont  l’argument  est  (2ff-—c)i>.  Pour  avoir  le  premier  terme  de  cette 
illégalité,  il  faut  d’abord  réduire  l’expression  de  c-*-/  trouvée  dans 
le  n.”  63  il  ces  termes 


t-^■/'  — J'À'dv  -*-^^^  — 26  sirt(p  — ®)— -i-w— 
et  poser  ensuite 

£-*-/  = J’Adv-*-’^^—2Sesinco-*-2eScicoscv—^e_Y^sin(2g  — c)v^’ 
Maintenant,  si  l'on  fait  ici 


Se  = — cos(2g  — 2c)v, 

il  est  clair  que  l’on  obtient 


e Sor 


at  m*  g,  y,* 

8 2g—  3C 


sin(2g  — 2c)  i> , 


£-h/  = f.fdv- 


m*  } 
2g—  2C  $ 


sin{2g  — c)  V. 


Or  nous  avons  2g  — 2c  = 3m“  etc.  ; ainsi  il  est  évident  que  la 
perturbation  ajoute  un  terme  d’un  signe  contraire  et  à-peu-près  double 
du  coefficient  elliptique  (•).  L’on  peut  aisément  démontrer  que  le  déve- 
loppement des  quantités  variables  / et  JAdv  ne  peut  donner  aucun 
terme  d’une  forme  identique  à celle  des  deux  précédons  ; donc , en 
posant  2g — 2c  = 3m“,  la  valeur  finale  de  après  l’élimi- 

nation des  parties  variables  comprises  dans  e et  7,  sera 

t -*-/•=  sin{2g-c)v. 


(*)  Mont.  D«  Laplace  ( Voyez  Mécanique 
céleste,  tome  III,  pag.  187)  après  avoir  donné 
U valeur  de  t en  fonction  de  0 , relative  à 
une  ellipse  dont  la  longitude  dn  périgée  et 
celle  du  nœud  ont  un  mouvement  propor- 
tionnel à P,  ajoute  que  les  coefüciens  de  celte 
valeur  sont  un  peu  modî/iéi  par  Taciion  du 


Soleil.  L*on  voit  par  notre  analyse  que  cette 
remarque  n'est  pas  appliquable  an  coefficient 
de  l'argument  2g — c,  ni  à plusieurs  autres 
de  la  même  espèce , sur  lesquels  l'action  do 
Soleil  ne  produit  pas  sculentent  une  petite 
modification , mais  un  cbangement  total  de 
la  valeur  elliptique. 
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90.  Les  valeurs  «le  Sy  et  Se  trouvées  «lans  les  n."*  85,  87  résolvent 
immédiatement  une  difficulté  que  l’on  pourrait  se  proposer  en  consi- 
dérant l’intégrale  fAdv  qui  entre  dans  l’expression  de  t-*-/.  En 
prenant  pour  A sa  valeur  développée  dans  le  n,°63,acms  avons  les 
termes  suivans 

~ aô)dv. 

Donc,  en  faisant  ta  = or  (i  _c) p,  fl  _ 0 l’on  voit 

aussitôt  que  le  dernier  terme  de  cette  équation  introduira  dans  la 
valeur  de  t le  terme 

dont  le  coefficient  est,  analytiquement  parlant,  du  second  ordre.  Mais 
il  est  essentiel  de  remarquer  que  le  terme  du  second  ordre  que  nous 
venons  d indiquer  se  trouve  exactement  détruit  par  le  terme  analogue 
donné  par  le  développement  de  l’intégrale  (e’ y“)dv.  En  effet 

nous  avons  les  équations 

- " ' coifag— ac)v, 

3g 3C  'O  ' ’ 


y.- 


e = e — 


i5 

T 


ai  m*  y,’ 


^^C05(2g-2C)V; 


lesquelles  donnent 

3/1  ax  0 

-(e  -*-y)t=  _ 2 

partant  l’on  a 

/Ado  f J M^e  ~ ac)  V. 

Mais  les  valeurs  de  c et  de  trouvées  dans  le  n.®  80  donnent 
2g  — 2c=  3m’-^-^.— - Ainsi  il  est  évident  que  le  coefficient  numé- 
rique de  ce  terme  du  second  ordre  est  parfaitement  nul. 

91.  En  considérant  de  nouveau  l’expression  de  J'Adv,  et  remar- 
quant que  dans  les  n.“*  81,  82  l’on  a trouvé 

Sy  = — 


O m r,  , „ 
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l’on  pourrait , au  premier  coup  d’œil , penser  que  ces  deux  inégalités 
du  second  ordre  devienuent  du  premier  ordre  dans  l'expression  du  tems  t , 
à cause  de  la  nouvelle  intégration  qu’il  faut  exécuter  pour  obtenir  la 
valeur  correspondante  de  •*-y*'^dv.  Mais  il  est  facile  de  dé- 

montrer que  les  termes  du  premier  ordre  ainsi  formés  sont  exactement 

/h} 

pdt>.  En  effet  reprenons  l’équation 

«/■A*  3Æ/'ii’>  . , ■ 

-r-  = — — Sin[2v  — 2P  ) 

dv  u’  ' ' 

posée  dans  le  n.°  83.  En  y substituant  pour  p sa  valeur  elliptique , 
nous  aurons 

dh'  ,4.,  ..S  y / 

” (l  -*-ÏT)  SW(2P—  2P)  j/i  ecoi(p-w)  > • 

Donc , en  prenant 

j/t  -t-  « e COi(p— — I4.y*(l-«.^e*)c0i(2P— 2Ô)-i-5e’(l  — -•/)c0j(2P-2Œ’), 
l’on  obtiendra 

WZ,  = - 2Ô)  - ^|^/)e’«n(2P  - 2tsr)  J- 

En  posant  (i  ==  1-^  4î7>  nous  aurons 

^ ^ ^e>’«n(2p'  _ aô)  Ç/)e’iin(2p'-  2®)  J. 

En  conscrlUnt  seulement  les  termes  multipliés  par  m’y*,  m’e’,  cette 
équation  donne 

- h)'’  ( ’ 

d’où  l’on  conclut,  en  intégrant, 

iîi  = -/J  S'  - r - T • • 

11  suit  de  là  que  l’on  a 

){?  h*  t 0 m*y,*  " / E,  » 45  m'e'  , _ . ) 

î ' 4 • * 7 • - ^‘^>‘'5  ’ 
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et  par  conséquent 


Ainsi  il  est  évident  que  ces  deux  termes  du  premier  ordre  détruisent 
exactement  ceux  du  même  ordre  donnés  par  l’intégrale  ^ 

Il  est  par-là  démontré  que  les  deux  inégalités  dont  les  argumcns 
sont  {iE—;ig)v,  (iE  — 2c)i>,  doivent  se  trouver  dans  t avec 
des  coefficiens  du  second  ordre  au  moins.  Ainsi , à l’égard  de  ces  deux 
argumens,  l’intégrale  ne  peut  pas  renfermer  des  termes  d’un 

ordre  inférieur  à ceux  que  l’on  obtiendrait  en  calculant  la  valeur  de  f. 

9a.  Reprenons  la  considération  de  l’argument  (ag — ac)p.  L’analyse 
exposée  dans  le  n.°  90  démontre  que  cette  inégalité  doit  se  trouver 
dans  t avec  un  coefficient  du  troisième  ordre  de  la  forme  B i 

m 

mais  elle  est  insuffisante  pour  donner  la  valeur  absolue  du  coefficient 


numérique  désigné 
analogue  donné  par 
l’expression  de  y et  de  e affecte  l’inégalité  ayant  pour  argument 
(2g — ac)v.  Nous  allons  en  conséquence  continuer  nos  recherches  sur 


par  B.  Car  l’on  n’y  tient  aucun  compte  ni  du  terme 
l’intégrale  / -î do,  ni  du  second  terme,  qui  dans 


cette  importante  inégalité  , afin  de  mettre  en  évidence  toutes  les  parties 
constituantes  le  second  terme  de  son  coefficient  dans  l’expression  de 
l’intégrale  J"A dv.  L’on  verra  qu’elles  se  détruisent  complètement  comme 
celles  du  premier  ordre,  et  qu’en  conséquence  il  faut  nécessairement 


ranger  celte  inégalité  parmi  celles  qui  sont  d’un  ordre  supérieur  au 
troisième. 


Déterminer  pour  les  deux  variables  y et  e le  second  terme  du  coefficient, 
de  rinégalité  ayant  pour  argument  (2g  — ac)o. 

93.  L’équation 

J-  =----^.-|^7SOT(ao-2â)[i-*-cor(ao-2o)]*---^^rco5  (o-â)sw(ao-ao ) 
posée  dans  le  n.®  81  donne , eu  considérant  seulement  les  deux 
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argumens  2p*  — 2Ô  , 2v  — 2w  ; 

^ ~ 4 ■ - îiô)  - ^ • iin(2p- 2t!r). 

En  faisant  ( i yy)^  = i -4-  4 yy , nous  aurons 

^ = -^•^^‘(i-^3y’-*.Se’)5m(at»'-2Ô)-y.î^-aVi(aK'-2w). 
Or  nous  avons 

sin(2v'-26)  = — sin[{2E—2g)  C+2SÔ]  ; iin(24>'— 2®)  = — 5«[(2E— 2c)çi*«-2St!r], 
ou  bien  , en  développant , 

sin(2i>'  — 26)  = —sin(2E—  2g)v  — 2SÔ  cos{2E—  2g)  v*-  2(Sô)*  sin(2E—  2g)v  , 
sin{2v  -2Sf)  = —sin{2E~  2c)  i>  — 2Sûf  cos(2E - 2c)  v *■  2(Ssr)^  sin(2E—  2c)v; 

m* 

donc,  pour  avoir  seulement  le  terme  multiplié  par  —e*sin{2g—2c)v, 
qui  se  trouve  dans  l’expression  de  ^ , il  est  permis  de  n’avoir  aucun 
égard  à la  fonction  sin(2v  — 2®),  ce  qui  donne 

^ “ - ;-^A'^(i-5e’)sm(2v'-26), 

et  nous  montre  la  nécessité  de  chercher  le  terme  affecté  de  l’argu- 
ment {2E — 2c)v,  qui  entre  dans  l’expression  de  Sô,  afin  d’avoir  le 
terme  qui  naît  du  produit  — 2SÔ  co5(2£'— 2^)  p. 

94.  Pour  cela  remarquons  que  l’expression  de  posée  dans  le 
n.°  75  donne 

rf9  3 Mu'»  , 

J - n-'T  COi(2V  — 2V  ). 

ai>  4 A*u4  \ / 

De  là  l’on  conclut  d’abord 
dB  3 

= — - m’ cos (av  — 2v')  [ i 5e’  cos  (av  — 2îtr)J , 


et  ensuite 


dù 

du 


= — ^m’e’ cos(2i<' — 2W). 
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L’équation  (j)  rapportée  dans  le  n.°  7$  fait  voir  que  la  valeur 
de  renferme  aus^i  le  terme  - 26):  ainsi,  pour  la  re- 

cherche dont  il  est  ici  question , nous  poserons  l’équation 

rfw  ~ 4™  coi(ap — aô) — ^m*e*coî(ap'  — aur), 
de  laquelle  l’on  conclut  celle-ci 

£ ■=■  ^m’coi(2£'-2g>-ÿm*e;co<ai:-ac)p-|m‘SÔMrt(a.F-2g)p. 

Donc,  en  prenant  pour  Sd  la  valeur  Sô  = § e*sûi(ag - 2c)i>  trouvée 
dans  le  n.°  86 , il  viendra 

/ j5  iS\  , j , 

à;  = <:os(2E-2c)o  = -gm*e;coi(a£-.2c); 

d’où  l’on  tire,  en  intégrant, 

^7**'*'  analogue  qui  entre  dans  l’expression  de  (8Ô)’,  il 

suffit  d’observer  que  d’après  les  résultats  trouvés  dans  les  n.«  80,  86 
l’on  a l'équation 

Sô  = le*sin(2g-2c)i>-^.’^sin(2E-2g)i>, 
laquelle,  en  faisant  le  carré,  donne 

“ ^•^«*co5(aJ?-2c)v. 

95.  Cela  posé.  Ton  trouvera  sans  difficulté 

-^f^'^6co,{2E-2g),  = -^•^’A^Sm(a5-ac)v, 

-aA‘(Sé)*«/i(ai:-2^)p  = _^.^aS;«/i(2^-2c)v; 
et  à laide  de  l’expression  de  i trouvée  dans  le  n.°  91,  l’on  obtiendra 
— h sin(2E — 2g)  P = ^ ^ •»A»(2g  — ac)  P. 
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Il  suit  de  là  que  nous  avons 

sini%v  - 2Ô)  = (-  ^ ^ A* e * sin{2g- ac)  ^ 

= e*«n(3g-  2c)  V. 

Pour  obtenir  le  terme  donné  par  la  fonction 

5h^e*sin(2t>'—26)  = — Sh^  sin(2E— 2g)t> , 
il  suffit  d’y  substituer  pour  e*  la  valeur  donnée  par  l’équation 
e = e, ^ -^e  cos(a£^— 2c)  V (Voy.  n.“  8a);  par  ce  moyen  l’on  aura 

— 5h^é‘sin(2E — a^)p  = ^ ~ e* 5m(2g — 2c)v. 

En  substimant  ces  valeurs  dans  l’expression  de  ^ posée  vers  la  fin 
du  n.®  93 , l’on  aura 


ou  bien 


^ ^ ^ ÿ)  " ’ 


rfy  i35  m*  1 . , . 

Maintenant , si  l’on  réunit  ce  terme  avec  celui  trouvé  dans  le  n .®  85 , 
il  viendra 

rfy  / i5  i35  m*\  ï a • / » 

En  intégrant  cette  expression , il  est  clair  que  l’on  a 
/i5  j35  m*\  a a 

(t  6^  ■ ■JT  ) ™ ® 


^«(0 


3g  — 3C 


■C0s(2g—2c)v. 


Les  valeurs  de  c , g'  posées  dans  le  n.®  80  donnent  * 


m*  I 3 m* 

= etc.  ; 

3g — ac  3 a m ’ 


partant  nous  avons 

© = (5  “ ïr  ■ ’ 

où  le  coefficient  — ^ il  ‘ 
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Donc , en  passant  des  logarithmes  aux  nombres , l'équation  précédente 
donnera 

/S  l35  m*\  a , . 

96.  Pour  avoir  le  terme  analogue  qui  entre  dans  l’expression  de  c , 
il  est  nécessaire  de  nous  procurer  le  terme  afiecté  de  l’argument 
{2.E  — %g)i>  qui  entre  dans  la  valeur  de  w,  A cet  effet  considérons 
l’équation 

que  l’on  déduit  de  celle  rapportée  dans  le  u.°  68.  En  y faisant 

I YY  3 ( ^ ^ ^ 

— ~ — ’ ^(a)  “ â m’cos(ap  — 2p')  < l/i-t-ss  e cos(v  — ®)  ? 

3 » ^ 3 3 ? 

= — -m“cos(ap — ap')  < i — ^y“cos(p+®— 2Ô)— ^y*cos(3p— w— aô;^  ; 

^7-’  = — “ m’coî(ap  — 2p')  yîira(p  — 6)  .4-  ts-*-e  cos(p— ®) ^ 

= — I m’coi(2P  — 2p')  ysiii(v  — 6)  ^1— 4e  cos(p— ®)| 

= — ^ m*cos(2P— 2p')  ^ysin(p-ô)— 2eyii«(2p-B— ô)— 2ey«n(®— ; 

A««(2P  — ap)  j{/7T7lH-ec05(p  — ®)^ 


— ^ m'jin(ap  — 2p')  j i — 4 e cos  (p  — ®)^  i 


et  conservant  seulement  les  combinaisons  capables  de  produire  l’angle 
2p'  — 2Ô , l’on  trouvera 

e ^ t=  — ^m“eo4(2p — ap')  x — ^ cos(2P  — 26) 

— I m*  cos(ap—  2p')  X e 7’  cos(2p—  2Ô) 

-*-^m‘«rt(2P  — 2p')x^^  — i^e7’sift(2p  — 20);  ' - 


Tme  I. 


i-t 
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d'oii  l’oti  conclut 

da  /q  3 3\  3 J . , , 

■ ■ 37  a a • / ' A\ 

OU  bien  ^ y 5m  (2p  — 26). 

Dans  le  ii.®  78  l’on  a trouvé  dans  cette  même  fonction  le  terme 
i^^m*cos(2y  — aw)i  ainsi,  en  posant  l’équation 

^ c=  -î^m“coj(2i'' — 2w) ym’y*coi(2p'  — 2Ô), 

l'on  eu  tirera 


^ ■=  ^Di’co4(2iEJ— 2c)p-*- ymVco5(2£  — 25)1)  — m’S  w iin(2£— 2c)  <> . 

Donc,  en  faisant  ici  Sw  = 5 y “4m(2g’ — 2c) p (Voy,  n.®  83) , l'on  aura 

1fi>  = (s'  " ag)*'-  |;niV>^(2£:-  2g) i', 

d’où  l'on  tire , en  intégrant , 

lis  — — ^ siniîE  — 2g)t>. 

• 64  m 


97.  Cela  posé  , réduisons  l’expression  de 
à celle-ci 


(/  e 
dif 


rapportée  dans  le  n.®  6 1 


dt  

dv 


®)-%) 


P' 

h'  tt'd  V 


I -y  C05(îir  — 6)  ^y  co5(2p  — cr  — 6)  2ey  co5(p  — ô)|  i 

et  cherchons  d’abord  le  terme  de  la  forme  i?ey®stn(2i'' — 2Ô)  ren- 
fermé dans  cette  expression.  Pour  cela  remarquons  que  les  valeurs 


de 


ûr. 


^fi) 


posées  dans  le  numéro  précédent  donnent 


— — -^^sin{y — w)  • = -m“  cos(2t>  — 2p  ) ~ y^sUi(2v  — 2Ô)  = o ; 

^5ycos(îsr  — 6)  -l■^yco^(2P  — OT  — 6)-.-  2eycos(v  — 6)  | 

3 3 T 

= — -m“c04(2l) — 2I>')  ^ (“  â “ î 0 

3 

= -m*ey’îin(2p'  — 2Ô). 
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Maintenant,  si  l’on  prend 


107 


I dti 


3 a . 


T , - -Tj-  = — -m  sm 
h U dv  a 


(21/  — 2v)  ^l/i  ^ss  -*•  e cos(y  — w)  I 


: — m’nn(2p  — 2v) 


I ij  e cos 

I — 4ccoj(p  — c7)-*-y’coi(2P—  2Ô) 

— I ey’coi(p*tî7— 2Ô)  — |e7^coi(3p— 37—20)' 


et  ( Voyez  n."  61  ) 

P'  “e  + 2cos(p— St)—  -y*co5(3p— Œ— 26)  — ^y“coi(p-*'W— 2Ô)—  cy‘coi(2p— 26), 
l’on  trouvera 

P’  d£X  3 3 . / i\  / 35*ii'»\« 

2^  5£n(2(;— 2p)x^— I cos(2f^^2Ô) 

= — |m“e  y'‘jin(2p' — 26). 

Il  suit  de  là  que  l’on  a 


ou  bien 


- (^-|)m'‘e/im(2p'-26). 


de 


“ s”*  «fi(2p  — aô) . 


98.  L’analyse  exposée  dans  le  n.°  82  démontre  que  l’expression  de 
^ renferme  le  terme  — 2®).  Pour  l’objet  dont  il  est 

ici  question , il  faut  chercher  en  outre  la  partie  du  coefficient  de  ce 
même  argument  qui  se  trouve  multipliée  par  ey^'  A cet  effet  il  faudra 
prendre  _ 

= - m ( I y y)‘’coi(2p  — 2p')  sin(i>  — w)  | /i-t-ss  e tos(p  — ®)  ^ .5Tj 

= - m ( I -4-  4yy)  coj(2p  — 2p')  itn(p  — ®)  I I — 3{  I — yy)  e co.<(p  — 37)  ^ 

“ “ ■*'457)(*  — yy)coî(2p  — 2p')sin(2p—  237) 

= — ym’ey’iin(2p— 2®)  ; 
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. 4^  = — ^ m’(i yyYsin{2.v—o.v)  jk'i  ^ss  •*‘ecos(v  — vr)  | 

z=  — ^m*(l  -I- 4yy)Hn(2t'— 21»')  | i — (4 - 5/)e coî(t>-isr) | 

= — |m*«n(2»>  — 2p')  ^ 1 -t-  3y*  — (4-4-  ii/)ccoi(t»  — w) 

P' = (a  — ^7*)co5(t»  — w) -4- jC0j(2i’  — aw); 

^ m’«n(2p  — 2(>')  X —lo)  e y*  cos{2v  — 21a) 

= — y m’  e y’ sin(2v  — 2 w). 

Ainsi  il  est  clair  que  Ton  a » 

î;  = (-  y " t)  . 

ou  bien 

^ = - gxü‘e  y^sin{2v  -2vf). 
ir  suit  de  là  que  nous  avons  cette  équation 

= m’  • P - 9 y’)  sin  (2  v'  - 207)  - 1 y^sin(2v  - 26). 

99.  Cela  posé , reprenons  l’équation 
sin(2v — 2w)  = — imi(2£ — 2c)v — aStïcoi(aJE — 2c)o-*-2(X«!r)*iin(2£  ac)i» 
donnée  dans  le  n.°  93,  et  remarquons  d’abord  que  l’on  a (Voy.  n,®  91) 
- iin(2£:- 2c)  ^ ^ y;  iin(25  - 2c)  P. 

Ensuite,  si  l'on  prend  pour  dis  la  valeur 

^ ® ~ ^ 

trouvée  dans  le  n.°  96 , il  viendra 

3 iti* 

— 2 s tir  cos(2E  — 2c)  p = — • — r sin(2g  — 2c)  p. 

D’après  les  valeurs  de  Sor  trouvées  dans  les  n,®*  8l  et  88,  nous 
avons  l’équation 
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i5  m*  . 


S sr  = I sin(ig  ■"  2*^)  “ y • ^ jw(a£—  2c)  v , 


laquelle  donne 


partant  l’on  a 


(Sot)*  = ^l^.':Ly^co$(2E-2g)i>-, 


a (S tff)’  5tn(a£  — ac) t>  = — ^ y’  «n(ag'  — ac) p. 

Concluons  de  là  que  l’on  a 

^««(aP-a®)  = (|-ij-.g)^y>n(a^-2c)p; 
et  par  conséquent 

-j-^^ftn{2v~2xa)  = -g^-  — y,  iw(ag-ac)p. 

En  posant  l’équation  y = y h- | ^ y coj(ajE  — ag)  p ( Voyez  n."  81  ), 

a R 

l’on  obtient  y“  = ^ ‘ 7^  ■“  •'  > conclut 

— 9 y*  iirt(ap' — a®)  =>  gy* sin(2E—2c)v  = y • ^ y,“ iin(aâ:— ac)  p. 

11  est  aisé  de  voir  que  la*  fonction  — | m’ y^  iin(ap'  — ad)  ne 'donne 
ici  aucun  terme  ; ainsi , en  réunissant  les  parties  que  l’on  vient  de 
calculer , nous  aurons 


on  bien 


de  35i  1 . , x 


En  réunissant  ce  terme  avec  celui  trouvé  dans  le  n.®  87;  nous  aurons 
l’équation 

de  /ai  35r  m’\  j 1 • /_  „ \ 

laquelle  étant  intégrée  donne 

/ 21  35i  m* \ J > 


Log(i)  « - 


64 

2^  — ac 


coi(a"  — ac)p. 
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En  faisant  ici,  comme  dans  le  n.°  9S, 


l'on  aura 


3g  — UC 


I 3 m’ 

3 a in 


etc.. 


(0  5 ^ 5'.’  (^5  >-  2c)  t.  ; 

et  en  passant  du  logarithme  au  nombre,  il  viendra 

/ 7 i35  m*\  a , , 

e = cos{ig  - le)  v . 


A Vaide  des  recherches  précédentes  on  démontre  que  l'inégalUé  ayant 
pour  argument  {ig  — le)  a,  ou  le  double  de  la  distance  angulaire  du 
périgée  au  nœud  de  V orbite,  doit  être  du  quatrième  ordre,  au  moins, 
dans  texpression  du  tenu  en  fonction  de  la  longitude  vraie. 


100.  La  valeur  précédente  de  e et  la  valeur  de  y trouvée  à la  fin 
du  n.°'  95  donnent  ^ 

y y,  cos(2^-ac)v, 

e = e 1 je  y cos(a^  - ac)  v. 


Donc  la  fonction  e*-*-y“  présente  le  terme  ^e^  y^  cos(ig  ■—  ic)  v 
multiplié  par  un  coefficient  numérique  égal  à zéro.  Il  suit  de  là  et 
de  1 analyse  exposée  dans  le  n.®  90,  que  l’on  peut  rédul(fe  la  valeur 
de  J'/ï  dv  *à  celle-ci  . 

fddv  ^p~dv. 

Ainsi  la  cjuestioii  est  réduite  à démontrer  cjue  l’on  a 

ac)  V dans  la  fonction  — j • 

Pour  cela  il  est  nécessaire  de  considérer  de  nouveaux  termes  dans 
l’expression  des  constantes  arbitraires  censées  variables. 
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ICI.  Avant  tout  nefus  chercherons  dans  l’exprêssion  de  y le  terme 
affecté  de  l’argument  (a£— 2c)p.  En  réduisant  la  valeur  de  ^ posée 
au  commencement  du  n.°  98  à 


dy  3 M'u'  ^ . 

l'on  en  conclut 

^ m“  y stn(2 P — ap')  1 1 5 e“  cos  (ap  — a®-)  | ; 

d’où  l’on  tire 

^ — — ^m^ye^  si/i(ap^  — a®) . 


L’on  a trouvé  ( n.°  8 1 ) que  l’expression  de  ^ renferme  aussi  le  terme 
— ^m’>'sirt(2p'— aô)  ; en  le  réunissant  au  précédent  nous  formerons 
l’équation 

= — ^ m*  swi(ap'  — aô)  — ^ sin(ap'  — a®) , 

laquelle  donne 

^ = -m^sin(afJ— ae)p ^ m“e®sm(aE— ac)p ^m’Sôcos^aZT— 2g)p. 
Donc,  en  prenant  Sô  = §e_^st/j(ag'— ac)p  (Voyez  n.®  86),  il  viendra 
^ = (y -’-^i)«n’e;sirt(2£'-2c)p  = ||m*e;sm(a£-2c)p. 

En  intégrant  cette  expression,  il  est  clair  que  l’on  a 
(0  = I;  • ^ cos(a£-  ac) P. 

Mais , pour  avoir  exactement  le  coefficient  numérique  de  ce  terme 

dans  la  valeur  de  y , il  faut  ajouter  au  second  membre  de  cette 

équation  la  fonction 

5 3 ni* 

g e^’cos(a^— ac)p-t-  cos{iE—  %g)v 

résultante  de  l’analyse  exposée  dans  les  n.“*  85  et  81.  Alors,  en 
passant  du  logarithme  au  nombre  d’après  l’équation 
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Log  (y)  = |e’coi (2^-  2c)t>  ^ ^ • ^coi(a£-a^)(;  * • ~e^cos{iE^2c)v , 

l’on  trouvera 

1 65  m’  J , _ . 

^ m 2CJV, 

, • /Y*  • 1 6 J "*5  i5 

ou  le  coefficient  — - = ■ - i • 

lay  64  i2Ü 

102.  Reprenons  l’équation 

m*«n(2v’  — 2w)  — g m’-/  sin(2v  — 2Ô) 

résultante  de  celle  trouvée  dans  le  n.°  98 , et  cherchons  le  ternie 
affecté  de  l’argument  (2E — 2g)  v qui  se  trouve  dans  la  valeur  de  e. 
Cette  équation  donne 

sin[2E — 2c)  V giu’y’ ii/i(2£ — 2^)p .^m’Sa'C05(2£ — ac)p. 

Donc,  en  prenant  Sot  = sin{2g—  2c)t>  (Voyez  n.®  88),  l’on  aura 

^ (5  ” ’Ê)  2g)  P ==■  - m*  y;  sin{2E  - 2g)  p. 

Cette  expression  étant  intégrée  donne 

^og(^)  = -^|~r,’co5(2£-2g)p. 

Mais  ici , de  même  que  dans  le  numéro  précédent , il  faudra  poser 
l’équation 

■^(0  = " h-  2C)  • ^C0i(2£-  2c)p-  , ~y\os{2E-2g)Vy 

( Voyez  n.“*  87  et  8a  ) avant  dè  passer  du  logarithme  au  nombre. 
D'après  cela  l’on  trouvera 

c = coi(af:-3g)p, 

où  le  coefficient  — ^ e=  _ . 

ii8  64  138 
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io3.  Nous  aurons  encore  besoin  du  terme  affecté  de  rargument 
{2E-*-2c  — 4g)<^  <}ni  entre  dans  d et  7,  et  de  celui  affecté  de  l’^gu- 
ment  (a^-*- ag  — 4c)i'  qui  se  trouve  dans  vr  et  e.  Il  est  très- facile 
de  les  calculer.  D’abord  en  posant  l’équation  (Voyez  a.°  7$  ) 


l’on  en  tire 


^ - m co5(av  — 26) , 


Donc,  eu  faisant  Sô  = fe’iin(a^ — ac)v  et  intégrant  ensuite,  l’on 


en  tirera 


L’équation 


Sâ  = sin(2E-*’2c  — /^)t>. 

es  — -m’itnfav  — aôl 


-L  es  _-m*itn(av'-aÔ) 
donne , en  la  traitant  de  la  même  manière , 

= -^•^e,*cos(a£-«-ac-4g)v. 

Donc , en  ajoutant  ce  terme  à ceux  qui  se  trouvent  dans  la  valeur 
de  Log(j-^  rapportée  vers  la  fin  du  n.°  101,  l’on  en  conclura,  en 
passant  <îés  logarithmes  aux  nombres, 
i5  m* 

“ ""7^  ■ m C05(af:  -I-  3C  — 4^)  V , 

où  le  coefficient  - ^ ^ . 

104.  En  posant  l’équation 


dv  tS  1 , , , 

^ e=  — m coj(av  - 2w)> 


l’on  en  tire  d’abord 


^ ea  — y m*Sct««(aE  — ac)v. 


Donc,  en  y faisant  8®  = ly*sin(2g  — 2c)v  et  intégrant,  l’on  obtiendra 

R loS  m*  , . , _ . 

” 67"  m y.  «w»(aE-*-  ag:-  4c)p. 
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Maintenant , si  l’on  pose  l’équaiioti 

a iS  I . . > . 

• — ^ — — m un(o.v  — 2®l, 

edv  4 ' ' 


l'on  en  conclura  d'abord 


(0  = ^ a^r  - 4c)  e . 

En  réunissant  ce  terme  avec  ceux  qui  se  trouvent  dans  la  valeur 
de  posée  dans  le  numéro  précédent,  et  passant  ensuite  des 

logarithmes  aux  nombres,  il  viendra  ^ 


où  le  cociEcient 


loS 

laS 


icS 


icS 

T^' 


io5.  Eu  reprenant  actuellement  l’équation 

JFdZ  “ /V  1 6 f (t  - a ( 

trouvée  dans  le  n.°  91,  nous  démontrons  à l’aide  des  résultats  précédons 
que  l’on  a o ■ ^ e^y\os{2g  — 2c)e  dans  l’expression  de  la  fonction  ^ • 
Il  est  d’abord  évident  que  cette  équation  étant  intégrée  donne 

^ a 2Ô) 

- (-  y - ^ e’  «n(2f'  - 2 w) , 

et  que  par  conséquent  l’on  a 

A*  = h*  -*-h^  m J'd»  ( j y’sin(ad—  2Ô), 

M-  ^ sin(2t>  — axa-) . 

Or  en  faisant,  comme  dans  le  n.“  ç3 , 

fin  (ad  - 26)  = -sin(aE- 2g)v-aSô  cos(2£-2g)f> -ha  (i6)^sin(aE- 2g)  if , 
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et  observant  que  la  réunion  des  résultats  précédens  donne 

sin(i 
45  m* 


= le;‘sin(2g-2c)i>-l-^sin{2E-2g)v 


l’on  en  tirera 


64  m 2 c)  f -+■  3“  ~ e/ sin{2E*  2c- 4g)  v. 


e'coi(2JS:*ac-4^)p; 

d’où  l’on  conclut 

2{Uy  sin{2E-2g)v  = 
et  par  conséquent 

2-y  {Ï6Ÿ  sin{2E—2g)p  = “^•^e*>'*sin(2g— 2c)v. 

I 

En  réunissant  les  termes  qui  appartiennent  à la  variable  y , l'on  for- 
mera l’équation 

y = y,-*-^y,e^cos(2g—2c)if-*-^-~y^cos(2E-2g)v 

i65m*  a / r<  -,  iSm’  1 / r-  \ 

t- — s • — ye  cos(2£  — 2c)i/ 5- — ye  cos(2£,-h  2 c— 4^)  e , 

128  m ' 120  n» 

laquelle  donne 

a 4^  3 9 / TV  V 3 3 à 

î'  = i6'^®  co5(2Z:-2c)v-*-o.  — e y,  cos{2E*2c- \g)v , 

en  observant  que  l’on  a le  coefficient  du  second  terme  - = o . 

64  64 

Donc  nous  avons 

-y'  s\n(2E-2g)v  = ~ e“y’im(2^- 2c)  v . 

La  valeur  de  Sô  posée  plus  haut  donne 

^ 55 

- aaô coi(2£’- 2g) = —■^e^sin(2E—2c)v-*~-^c'^ùn(2E-*-2c-4g)v 

i5  m*  a . , . 

“32 'm®- 

)5  l5  45  V • i>  f 

O»  — 3^  = 3-  — 3'  • En  multipliant  cette  fonction  par 

a .3  m*  a / x 

^ = 4'  m’'- 
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I l6 

l'on  aura 

- 2/Sôco5(aJS:-ag)*>  = ^ ^ ^ e*y,“5w(2g- ac) p, 

ou  bien 

— ay*Sôcoi(2£— 2g)  P = “ ^ ^ y* P. 

Cela  posé,  il  est  évident  que  l’on  a 

y’Hn(2p'-a6)  = 
c’-est-à-dire 

» ni* 

y*4tn(2p'  — aô)  = o • — e*  y_’4m(ag— ac)p. 

Les  valeurs  de  e et  y donnent 

% S ni  1 « / TT  V 

e y ^ y#  cos{2E~~2c)Vi 

partant  il  est  clair  que  Ton  a 

/ 4fn(2p'-  aô)  = — ~sin(iE-  2g)i>x~'~e‘  y*  cos{2E - ac)  p , 
ou  bien  ’ 

^ y’  4Îrt(2p'  - 2Ô)  = ^ “ e‘y^sin(2g—2c)v. 


Il  suit  de  là  que  nous  avons 

fdi^  ^ e“)  iin(2P  - 2 Ô)  = - Ç ~ cos(2g-2c)  p . 

io6.  Reprenons  maintenant  l’équation 

)in(2v  - 2cr)  = — sin(2E - 2c)  — aS  tsr  cos(2E  — ac)  p*4-  a (St»r)’  4m(a£—  2c)p 

posée  dans  le  n.®  qS.  En  considérant  les  termes  qui  entrent  dans 
l'expression  de  la  variable  w,  l’on  obtient 

Sw  = I A.  y “4w(ag— 2c)p  — ^ sin(2E—  2c)v 


64  m 


y^sin{2E—  ag)p 


Cette  équation  donne 
(Snr)’=  - .'üL  y\os{%E-  2g)v 


loS  m 3 * / r*  i \ 

■ m 5'-  2g-  4C)  P . 

loS  n>*  1 , _ , 

-6^  • — y,  coi(af: -H  ag  - 4 c)  P ; 
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ainsi  nous  avons 

2(Sa-ysin(2£-2c)f>  « 

d’où  l’on  conclut 

2e’(Stsr)’iin(a£— ac)p  = ^ •’^e‘  y'  sin(2g—  2c)t>. 

En  réunissant  les  termes  qui  appartiennent  à la  variable  e , l’on  a 

i5  m*  ' 

e = — I c y‘  cos(2g—2c)  g"  ’ ^ cos(2E—2c)  0 

“ ^ r"cos{2E-  a^)p  ^ ^ ej\os{2E-^  ig- Ac)v, 
d’où  l’on  tire 

e*  = —^•'^e*y'cos(2E—2g)v-*-0-'^e^y*cos(2E—2g—i,c)v, 

en  observant  que  le  coefilcient  o = ^ ^ • Nous  avons  donc 

-e’sw(a£— ac)p  = — p. 

L’e.vpression  de  Sar  posée  plus  haut  donne 

— aStîT co«(a.E — ac)p  = gy*fm(a£— ag)p  — g7*«n(a£-*- ag:— 4c)p 

*3a‘ m »^n{2g-2c)v, 

. , Æ • St  io5  3 
ou  le  coethcient  = -7—  — • 

3a  64  64 

Donc , en  multipliant  cette  fonction  par 

2 t S m 2 / r*  \ 

e = e coifaf,  — ac)p, 

4 171  ' ' ' 

l’on  trouvera 

— ae  àsrco5(a£— ac)p  = _ _ _ * j_e  7,  iw(ag  — ac)p, 

ou  bien 

— ae’St«rcoi(2£  — ac)p  = — ^ e’ 7^*iin(aj — ac)p. 

Concluons  de  là  que  l’on  a 

e’4w(ap -aar)p  = ^ e' y ^ sin  {2g- 2c)v , 
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et  par  conséquent 


] O 3 • y f \ 2^3  m 3 3*/  \ 

— e stn(2v  — a®)  = ® ~ 


Si  l’on  observe  maintenant  que  , en  posant 

33  3m  33  i ^ TT 

^ y =‘  4’m  ® coj(2£;— ag)v  , 

l’on  a 

sin(2v  — a®)  = — ^siii(2E  — ac)  v x ~ ~ y* cos{2E — ac)  v, 
ou  bien 

■75  3 3 ■ / ■ 3 235  m*  3 3 . / \ 

^-e  y «/i(2P  — a®)  = — — 2c)v, 

l’on  en  conclura  que 


ia5\m’  3 3-/,  „ 

y,  «n(2g-ac)»7 


670 

■37 


m 9 a • / 

— e y_  sin{2g  — 


ac)  v; 


d’où  l’on  tire  en  intégrant 


c’est-à-dire  une  quantité  égale  et  de  signe  contraire  à celle  trouvée  à la 
fin  du  numéro  précédent.  Ainsi  il  est  démontré  que  dans  l’expression 
de  }i  l’on  a o • ^ e“y ’coj(ag — ac)v,  et  que  par  conséquent  l’on  a aussi 


En  réunissant  cette  conclusion  avec  celle  qui  a été  établie  dans  le 
n.°  90,  il  est  complètement  démontre  que  l’inégalité  ayant  pour  argu- 
ment (ag— 2c)i»,  doit  se  trouver  dans  t avec  un  coefficient  du  qua- 
trième ordre  au  moins;  mais  si  l’on  voulait  chercher  par  cette  méthode 
le  terme  suivant  du  quatrième  ordre , tel  qu’il  doit  entrer  dans  la  va- 
leur de  t,  il  faudrait  aussi  considérer  la  partie  du  même  ordre  qui 
entre  dans  l’expression  de  la  variable  /,  ce  qui  entraînerait  dans  des 
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calculs  fort  compliqués,  propres  à mettre  dans  tout  son  jour  les  in- 
coiivéïiiens  inhérens  à la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbi- 
traires lorsque  l’on  veut  pénétrer  un  peu  en  avant  dans  la  recherche 
des  inégalités  lunaires. 

1 07.  Cependant  s’il  était  uniquement  question  de  démontrer  que  l'iné- 
galité ayant  pour  argument  (îg—2c)v,  doit  être  du  quatrième  ordre 
au  moins  dans  l’expression  de  t,  l’on  pourrait  y parvenir  d’une  ma- 
nière beaucoup  pins  expéditive  par  les  considérations  suivantes. 

Remarquons  qu’il  nous  a fallu  calculer  à part  chacun  des  termes 
qui  appartiennent  à la  fonction 

/)  ^eV’co5(aw  — aâ)^ 

pour  parvenir  à un  résultat  nul  dans  cette  somme.  D’après  cela  , l’on 
doit  penser  que  l’on  pourrait  rendre  plus  aisément  évidente  la  nullité 
des  deux  termes  que  nous  avons  calculés  , en  considérant  d’abord  la 
fonction  explicite  de  la  force  perturbatrice  qui  renferme  la  fonction 
précédente.  Ainsi , d'après  la  transformation  exposée  daus  le  n.**  64 , 
il  faudra  poser  l’équation 

fyfd^  = [/ÿ  '/(i  - . 

et  faire  voir  que  les  deux  premiers  termes,  dont  il  est  ici  question, 
ne  se  présentent  pas  dans  le  développement  de  la  fonction  Jd'ü. 

108.  Pour  cet  objet  il  suffit  de  conserver  les  termes  suivans  : 

3 /Tu”  . , , 

-•  sin{2it  — 2.v)-dv  i 

— ds  ■> 

U 

faciles  à déduire  des  formules  données  dans  les  n.”'  a6  et  37. 

En  y considérant  u comme  une  quantité  constante,  l’on  peut  mettre 
la  somme  de  ces  trois  fonctions  sous  cette  forme 


da 


dv  c=  — 


du 


dfl  , 

ds 
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dSl  = d-j- ■^(ss‘--)j*d-J-^cos(2o~  20)j 

3ATu'^  . / >>  J . 

2V)dv. 

au  ' ' 

Or  il  suffit  ici  de  prendre  u'  = ^,  i v = mv  A , dv  = mdv, 
donc , en  intégrant , il  viendra 

a a,  M' 3 M' a,  ro/(ap  — av') 

<r  J (T*'*  U*  a <ro'’  «* 

ôtn  — ri  / dv  — ^ — ; = • 

aa'^J  U 

En  substituant  pour  a et  « leurs  valeurs  elliptiques,  nous  aurons 
— ^Jdd  = — ^ 1 — yy  •*•  y^cos(2f>—2d) | coi(w— w)|  • 

— ^ cos(2v - 2v)  cos(t'-cr)| 

/ dv  -h^  {}  * yy)'  sin(2v—  2v)y  i->- $!•*•€  cos(t^  — or)>  • 

Au  reste  l’on  pourrait  encore  parvenir  plus  directement  à ces  résultats 

en  observant  que  si  l’on  désigne  par  dîi  la  différentielle  complète  de  SI 

. ,,  . (iû  , dCX  J dCï  J dH  J I dQ  J f * r 

donl  l expression  est  di>  du  05  -+-  -^di>  -^du  -k  -^tw  > 

l'on  a réquation  générale 

fia  = a-/§d.'-/ÿr,U-/^My 


et  par  conséquent 


lorsque  l’on  suppose , comme  dans  le  cas  actuel , dji  = o,  ds  = o. 
109.  Comme  a doit  être  égal  au  demi-grand-axe  de  l’orbite  de  la  Lune 

h * 

lorsque  les  forces  perturbatrices  sont  nulles,  l’on  peut  supposer  a=-^t 
en  négligeant  les  autres  termes  multipliés  par  e*  ou  par  y^  (Voy.  u.®  41). 
Alors  l’on  peut  faire  ici,  comme  dans  le  n.°  76, 

T>vr  = ^ • 
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Maintenant,  si  l'on  prend 

^l/i  SS  * ecos(v—-a)^  t=  i — + ^e*y*  coi(ara'— 2Ô) 

^ e“)  Aoi(a(»-26)*0  — |7“^e’cos(ap  - aw) 

l’on  trouvera  que , en  considérant  seulement  les  trois  argumens 
(aw— aô),  (ap  — 2Ô),  (ap'  — ata)  et  les  termes  multipliés  par  e’ 
ou  par  y\  l’on  a 

(I  yr)’  — 77  y’  cos(ap—  aô)|  e coi(p—  tsr)p* 

I 3 3 

= » -yy* -ee -+- -e*/coj(at!r  — 2Ô); 


(l  ^yy)’cOi(ap—  2p')  |j/rTÏ7-^CCOi(p— or)|~* 

= - e*)  y'  coî(a  p'  — 2Ô)  -t-  -t.  i e’  co5(a  p'  — 2 w)  ; 

(l  ^ yyysin(2is  — ap  )jl^  -►jf -*-ecoi(p— w)^  -- 

“ ” G 1*0 y*«"(a‘’'—  aô)  — ^r’) «’«"(=»*''  — ata) . 

Il  suit  de  là  que 

- ra  c 


m‘h* 

aA,' 


I 3 3 a a - 

*-yy-*--ee* -e  y coî(atsr- 


~ -e’‘'^y^sin(2v  —2Ô)  ■*■  ^•*-^y^'^e^ sin(2v  — 2-a)^  • 


110.  A 1 aide  des  résultats  précédées  l’on  peut  trouver  le  coefficient 
numérique  qui  affecte  le  premier  terme  du  coefficient  de  l’argument 
(25  - ac)p  dans  le  développement  de  la  fonction  — ^/d'û. 

Il  est  facile  de  voir  que  dans  le  premier  terme  de  cette  fonction 
Ion  peut  faire  h = h , et  que  le  second  terme  étant  du  septième 
ordre , doit  être  négligé  j l’on  aura  donc 
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y3n  = -^Ji*;y’-^|e’-^^e*y*cos(2tsr-2Ô)| 

_ ^c*)/«n(2v  - 2â)  - iy*)  e^sin(2,’ - 2;sr^- 

En  appliquant  ici  à la  fonction  soumise  au  signe  intégral  l’analyse 
exposée  dans  les  n.°*  io5  et  io6,  l’on  voit  aussitôt  que  l’on  a 

G ^ ; *0  ^ = 3^5  • ^ 5',* sin(2g - 2 c)  V ; 

(!  * 1 /)  e>  sin(2v  - a«)  = - - -^)  ^ e»in(2g-  2c)^ . 

Remarquons  maintenant  que , en  posant  l’équation 

J 

^ y “ sin (2 v'  — 2 Ô)  sin{2v  — 2u) 

t=  — sin{2E - 2g)  v — ^ A'*e’  sin(2E-2c)v, 

et  en  y faisant 

= V e‘coi(2£-2c).-j 

(Voyez  n.®  91),  l’on  obtient 

- A‘’y  “ stn(2v'  - 2Ô)  - A'*e“  sinl2v  -2 ®) 

^ V 4 ' ' 

= - ^ V®,’r*««(aé’-ac)‘’• 

Donc,  en  réunissant  ces  parties,  il  viendra 

— — t=  — ^ t + iy’-t-^e^  + ^e*y’coi(aa’—  aô)| 

"*■  ^ m^J'dv  e_“ y * sin(2g—  2c)f> , 


63 

a / 675 

aaS 

aaS 

3a  “ 

^ \3axi5 

3a  xaS 

16x10 

nous 

avons 

m*  i 

rS  ai> 

a / a ' a ' 

i.»  >6  J 

y^  coil 
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Mais  les  valeurs  de  Sy  et  Se  trouvées  dans  les  n.'"  85  et  87  dé- 
montrent que  l’on  doit  ici  prendre 


-e‘  y^  cos(2g  — 2c)v, 
4 ' ' 


^ 7 - * * 


y,  coi(25:  — 2c)v, 

partant  l’on  a 

/'m  m*/5  ai  3 ai\jj  , . 

= g y,  cor(2^-2c)v, 


ou  bien 


— m’  e*y/  cos(2g—2c)v. 


Nous  avons  vu  dans  le  n.°  64  que  l’expression  du  demi-grand-axe  a 
est  donnée  par  l’équs^tion 

a,  a,  a J 

ainsi  nous  avons 

I I i3  m’e,*y*  . . 

- — __  '--L^  C0i\.2B—  2C\v . 

a a,  3a  a,  ' ® ' 

11  est  donc  clairement  prouvé  que  l’inégalité  ayant  pour  argument 
{2g — 2c)v  ne  disparaît  pas  de  la  valeur  de  x. 

III.  L’on  peut  aussi  trouver  la  valeur  du  terme  intégral 

3 m M’a  p.  sin  (iv  — av') 

H n-^ldv i ; s 

aa'‘  J U 

qui  entre  dans  l’expression  de»  üi  donnée  dans  le  n.”  108 

par  un  procédé  plus  simple  que  celui  que  nous  avons  suivi  dans 
les  numéros  précédeiis.  Pour  cet  objet  il  suffit  d’intervertir  l’ordre  des 
substitutions  et  de  chercher  d’abord  la  valeur  de  u qui  résulte  de 
l’élimination  des  variables  Sy,  Sô , etc. 

Si  dans  l'équation 

l’on  substitue  pour  A*  et  y*  leurs  valeurs 

A’  = A’  1 1 — â . ^ -y’  cos{2E  — 2g)  ~ ^ cos{2E—  2c)  i 


/ = r^*^y‘e^cos{2g-2c)v*y  '^y^cos(2E- 2g)v* ^ ~ e^y^cos{2E- 2c)v, 


m 3 3 
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il  viendra 

Or  nous  avons 

/ïTTi  = i cos{2v  - 26)  1 
cos(2v-26)  = C05  agt'*aSôiin  ag:i'-a(S6)’coîag’o, 
aSâiinag’i'  = | e* coi  act>- |e*cos(4g- ac)t'-+- ÿ • — cos a£K 

- I •^cor(a£-4ê)K-^|-~e>5(a£-^ag-ac)«» 

— ^ — e*  coî(a^  — ag-t-ac)  U 

64  m ' ' ° ' 

— a(Sâ)’cor  agp  = — ^•^e*cos(af^-*-ag— ac)p-*-^ • — e,  coi(a£— ag-«-ac)p; 
donc , en  substituant  ces  valeurs , il  viendra 

= I ^ y,’  - 25**  76  «,V,*C0«(2^-  2c)p  76  • — ï*cos{2E-  2g)  P 

" ^ ^ e»os(aÉ:.4. 2g-  ac)  P - ^ ~ e ' 

lia.  En  développant  la  valeur  de  ecos(v  — 'a),  l’on  a 

e cor(p-tij)  = e COI  CP  ■•■Se  COJ cpH.  e^S®  itn  CP— ^e^(Stsr)’co5CP>*-Sc8w5WCp  • 

Or  les  valeurs  de  Se,  S®  que  nous  avons  trouvées,  donnent 
Se'cojcp  = e_y^“coj(ag  — c)p»t*  ^ ■ ^ e^  coj(a£— c)p 

_ . Î1  e y “ coj(aE- ag ■•■  c)  P , 

aS6  m ' ' ' ' ° 

e S®.«/»cp  = -^ey,*coj(ag-c)p.H  ^ ■ ^ e cor(a£- c)p 
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X /Bi \â  1 o5  ID  J â » 

--C  (Sw)  cos  CP  = — ey,  cos{2E-ag*c)p, 

l’on  aura  donc 


ii5 


ScSur  = O ; 


— i5  in* 

ecoj(f-tïr)  = e,coîCP-|tf  y_*co5(a^-c)p-^.^ e^cos{2E-c)\ 


4*^  xti  a / y-f  . 

“6;‘ m*.’'  cos(2E-2g*c)p. 
En  réunissant  les  deux  fonctions  que  nous  venons  de  trouver,  l’on  obtient 


1^1 ecoi(i'  — isr)  = 

y * cos  2gp- I e y *coi(ag-  c)  f ^ e'y\os{2g-2c)p, 
. ^ y e cos (a£ ~c)p*  y>r  (a£-  ag)  p - e y,’ co5 (a£!-  2g*c)  p] 


h^ey*cos(2E*2g-2c)p--^e'r'cos(2E  - 2g*  2C)P 


d’où  l’on  conclut 
<r 


U = ^(i  *e^coscp-^y^oi  agp-|e  y_“coi(aÿ-c)p-^c’y,*co«(ag’-ac)p) 
( y « C05(a£-c)p-^  ^e*cos(2E-2c)p*^y\os(2E~  2g) 
^•'^y^^.yi‘<^°‘(^^-^8*<^>-j^e;‘y^cos{2E*2g-2c)p 
(-  ^ e r * coi  (a  3^  -4-  a c)  p 


Il  3.  A présent,  si  l’on  suppose  u = p(i-*-x),  Fon  aura 
“ = ^(i-aa;+33c’-4i^), 

et  en  ne  considérant  que  les  deux  argumens  a.Ep± (a^— ac) p, 

§4  *^os(2E  * 2g  -2c)p  * coi(ajE-ag-4-ac)p^ 
■*■  ^**  ^ ^ «,’y*  (—  ^ cos(2E*  2g-2c)p  - ^co5(a£-  2g*  ac)  p^ 
^C0s[2E*2g-2c)v~  ^C0s{2E-2g*2c)py, 
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d’où  l’on  déduit 

U = ^cos(2F-*-  2g  — 2c)-  y^cos(2E-  ig-i-  ac)v^' 

En  multipliant  cette  fonction  par  sin(2t>  — 2t>’)  = sui%Ev,  l'on  aura, 
par  rapport  à l’argument  (2g—2c)i>, 

^ M'a,‘  sln(2v  — 2v)  ^3  4 a a . v 

*3^"*  «W(2g-2C)0, 

et  par  conséquent 

— = - j^>n“e^*y’cos(ag— 3c)e. 

1 1 4.  Par  un  procédé  semblable  l’on  trouvera 

“ “t  A ' / a 3 \ 

U t=  - - ( I - 4a:*  lox  - 20*  1 

= — • ^e“y^*co3(a£->-  2^—  2c)  — ^ • '^e^y\os{2E—  2g-*-  2c)  v * 


et  par  conséquent 

A*  = - im(2v-2p')dv  = - 3il/ùy^4— di- 

E=  C0s(2g  — 2c)v  — O. 

\i6  i6/m(^ag— ac)  ' ® ' 


Il 5.  Dans  l’analyse  précédente  nous  avons  considéré  p comme  la 
variable  principale  ; il  ne  sera  pas  inutile  d'examiner  les  cliangemens 
que  subit  la  fonction  Jci'^  lorsqu’on  y substitue  la  variable  v en 
fonction  de  c. 

Nous  avons  démontré,  n.°  108,  que  l’on  a 


yî/'ü  = Çl—^M'y^~sin(2i>—2t>)dv, 

et  nous  venons  de  trouver  que  le  second  terme  de  cette  expression 
donne  par  rapport  à l’argument  2g — 2c  le  terme 


63  m^<r  e, 

64 


pAi—  COi(2g^—  2c)  V . 


ag— ac 


Ce  terme  ne  change  pas  de  coefficient  par  la  substitution  de  i>  en 
fonction  de  t j il  nous  reste  donc  à exécuter  cette  transformation  dans 
la  fonction  SI. 
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A cet  eflfet  il  suffit  de  réduire  la  valeur  de  cette  fonction  à celle-ci 

et  de  la  développer  en  y substituant  nos  valeurs  elliptiques  de  s et  de  «. 

Il 6.  Eu  considérant  seulement  l’argumeut  (îg—2c)v,  l’analyse  que 
l’on  vient  d’exposer  dans  le  n.“  ni  démontre  que  l’on  a 


(ss 

<r/5  ai  3 

^e*y,’cos(a^  — ac)p  , 

au*  ' 

bien 

’ T 

‘ oA»  8 â 

SI 

m* 

y 

^22  / 

-e  y,  coi(a^- 

— a c)  p. 

Mais  en  retenant  en  outre  dans  le  développement  de  la  fonction  SI 
les  termes  suivans,  savoir: 

n _ M’h\j  -4-  yy)*  ^ - ®)  I e^cos(2  p - a nr)  ) 

4a'ip*  1,3-  ? ’ 

( ->-iï  cos(2o-26)  — ley  cos(y*.w-26)) 
et  remarquant  que  la  partie  variable  de  e et  de  ot  donne 
— ae  cos(y  — = — a Se- cos  cv  — a S or  sin  c p , 

l’on  en  conclura  que,  en  prenant 

~ S <^os(2g  - a c)  P , Sot  = I y ’ sin(2g  - ac)  p , 


l'on  a 


•—  aecos(p  — or)  — — ae  corcp-»- 2e_y_^coi(a^  — c)p. 


Donc , en  substituant  cette  valeur  dans  la  précédente  de  SI,  et  po- 
^ ( Voyez  n.®  i o8  ) , l’on  en  conclura 


^ tn  ^22  / 

T ■ - 2c)  p 

.-a-'.-^S-ae 

4 ; 


3 3 

co  s c p - e^cos  a c p - y * cos  2 g 


iiy-  Supposons  maintenant  que  l’on  substitue  ici  au  lieu  de  p sa 
valeur  en  fonction  de  t , au  moyen  d’une  équation  de  la  forme 

nt  = V — (f(p)  , 


Digitized  by  Google 


128  THÉOniE  DO  MOUVEMENT  DE  L4  LüNE. 

et  cherchons  quel  doit  être  après  cette  substitution  le  coefficient 
numérique  qui  affecte  l’argument  {ig—  2c)nc.  Pour  cela  il  est  nécessaire 
d’avoir  la  fonction  désignée  par  (p{v).  Or  l’expression  de  t-<-/  trouvée 
dans  le  u.°  63  , après  le  développement  des  parties  variables  de  e 
et  y exposé  dans  le  n.°  89 , donne 


- A,’  A * t 3a.  I a . > • / s?. 

t ->-/=  -ï  V < — ie^siii  c V - e sui2cv-*'-y^stn  2gv-*-ey^  sin{2g-c)y> 

donc,  en  posant  « = j-5  » et  écrivant  pour  plus  de  simplicité  nt  au 
* 

lieu  de  nt  nf,  l’on  aura 

<f)(p)  = 2e  sin  ce  — ^ e’«rt  2CV  — ^y^  sin2gv  — ey' sin{'ig  — c)v . 

Cela  posé,  si  l’on  fait 

3 3 

4/(v)  = — 2ecoi  cv  H-  - e\os  acp  - y* cos  2gv , 

et  *1^(19  i'/\  • oa-  O*' 

= 2e  sincv  — de_  sin  2cv — oy^  sui2gv. 


nous  aurons,  d’après  le  théorème  de  Lagrange, 

iKp)  = »Km)  ç(nt)  X xj.'(nt)  I ^ 

En  formant  le  produit  <^{nt)  x , et  retenant  seulement  l’argument 
(a^  — 2c)fW,  l’on  trouvera 

Ç (nt)  X tj/'(nt)  = I * I ^ e.’  y ’ cos{2g  - 2 c)  nt 

= ^e’y/coi(2^  — 2c)nt. 

11  est  d’ailleurs  évident  que  la  fonction  i.  • ^ '?*(”*)  donnerait 

a dnt 

en  vertu  de  la  différentiation,  un  résultat  de  la  forme 
A {2  g — 2 c)  e ’ y'  cos(2g  — 2 c)  nt , 

c’est-à-dire  un  terme  que  l’on  peut  négliger  comme  étant  d’un  ordre 
supérieur  au  précédent  de  deux  unités.  Donc  les  deux  parties  qui 
composent  la  valeur  de  SI  posée  à la  fin  du  numéro  précédent , 
donnent  un  résultat  nul , puisque  l’on  a 

D = — — i)cos(ag-2c)nt  = o. 
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1 1 8.  n suit  de  là  ( Voyez  n.°  1 1 5 ) que  nous  avons  • 

/d'û  = -\M-J"'^sin(2v-iv)dv  = g.!^.-|^coj(2g-2c)nt; 
ou  bien,  en  prenant  %g-o.c  — 3m’, 


— = — |^m’e’y’coj(2gr— 2c)nt. 

En  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  i (Voy.  n,®  no),  nous  aurons 

I I ai  tn'e'v,'  , . 

- 5 C0S12S'  — 2c)nt. 

a 62  a,  ' ° ■' 

En  rapprochant  cette  équation  de  celle  trouvée  à la  fin  du  même  numéro 


I 

a 


I 


i3 

3a 


- C0S{2g—  2c)t>, 


l’on  acquiert  une  idée  nette  de  la  différence  analytique  qu’il  y a,  à 
l’égard  de  cet  argument,  dans  l’expression  de  la  fonction  suivant 

que  l’on  adopte  le  tems  ou  la  longitude  vraie  pour  la  variable 
indépendante. 


Comparaison  des  résultats  précédens  avec  ceux  trouvés  par  M.  de  Lnplace 
■dans  son  Mémoire  publié  dans  la  Connaissance  des  tems  pour  Cannée 
1824,  pag.  287-296. 

Il 9.  M.  de  Laplace  dans  le  volume  cité  de  la  Connaissance  des 
tems  a entrepris  la  recherche  de  l'inégalité  lunaire  dont  l’argument 
est  le  double  de  la  distance  angulaire  du  périgée  au  nœud  de  l’orbite. 
Dans  cette  recherche  il  a fait  usage  des  formules  de  la  variation  des 
constantes  en  fonction  du  tems  qu’il  avait  données  dans  le  Supplément 
au  troisième  volume  de  la  Mécanique  céleste.  Comme  son  analyse  l’a 
conduit  à un  résultat  tout-à-fait  différent  du  nôtre , nous  pensons 
qu’il  est  de  notre  devoir  d’examiner  à quoi  tient  la  cause  de  cette 
discordance. 

Tome  l.  17 


Digitized  by  Google 


l3o  THÉORIE  DD  MOUTEMENT  DE  EA  LUNE. 

L’auteur  appelle  — if  la  fonction 

— SS  -t-  ^ cos{iv — — 3'«  3(i  — Ji)  coi(ap — 

que  nous  avons  désignée  par  fi , et  il  suppose  que  if  développé  dans 
une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  et  aux  produits  de  e 
et  de  y soit  de  la  forme 

M-  m H- mV  Jï-  my'  L • mV  cos(2/ne  — a w) 

-I-  L-  my^  cos(p.  mt  — a ô)  P • me'y^  cos  (a  ta  — a fi)  etc. 

Pour  avoir  la  valeur  du  demi-grand-axe,  il  fait  usage  de  l’équation  (i) 
du  même  Supplément,  c’est-à-dire  de  l’équation 

da  = — 2a  dR  de  laquelle  il  tire  -i-  = if . 

T a» 

Or  il  faut  remarquer  que  la  différentielle  —dR,  que  nous  avons 
désignée  par  d'il,  n’étant  prise  que  par  rapport  aux  coordonnées 
de  la  Lune,  il  n'est  pas  permis  d’écrire,  comme  il  le  fait, 

fdR  = if. 

Voilà  donc  la  source  principale  des  difiFérences  que  l’on  rencontre 
entre  nos  formules  et  celles  de  M.  de  Laplace.  Mais  pour  rendre  plus 
évidente  la  différence  essentielle  qui  existe  entre  ces  deux  fonctions , 
nous  allons  calculer  la  valeur  de  R,  telle  qu’elle  résulte  des  for- 
mules mêmes  de  M.  de  Laplace , en  ayant  l’attention  de  séparer  les 
termes  qui  sont  introduits  par  l’élimination  des  coordonnées  du  SoleiL 
120.  Pour  cet  objet  désignons  par  c le  teins  qui  liait  de  ces  dernières 
coordonnées,  il  faudra  écrire  la  valeur  de  R sous  cette  forme 


R = M-m^  H-rne^  lï-ni^y^  cos{2mi  — 2w) 

-+-  ll-my'  cos(2mt  — 2Ô)  P-m^e^y^  cos(2zj  — 26) . 

En  suivant  les  dénominations  de  M.  de  Laplace , et  faisant,  d’après  les 
formules  données  dans  la  Mécanique  céleste,  tome  I,  pag.  181  et  l8a, 

O = t -f  2 e sin{t  — v)  sin(2t  — 21s)  — ^y^  sin(2t—  2Ô)-, 

— = a ■'■ge  — -eeoi(t  — t«r)  — ^coi(at—  2oi)>» 
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l'on  trouve  sans  difficulté 

cos{n>  — 2v)  = (i  — 4e’)coi(2e— 2mt)  — aecoi(«— 2mt  cr) 

-*-^2  — e*  coi(amt  — 2w)  -4-  ^y*coj(2mt—  2Ô) . 

11  suit  de  là  que  l’on  a 

^ r*coj(2«  — 2o  ) = I ” -j^^aVcoi(2mt— 2sr)  cos  (2mt  — 0.6)1 


4 

on  bien 
3.1 


^r*coi(2p  — 2v)  = e‘cos(2m,t — 2tff) a*y*  cos(amc — 26). 

La  fonction 

r*  COi  (2P  — 2P)  = I — C0i(2t>  — 2Ô)^  C0î(2t>  — 2 V) 

donne  évidemment  le  terme 

— !*ï-  C0s(2V — 2Ô)  = — ^-^cos{2mt— 26)% 

partant  l’on  a 

3 >3 

— -rVcoi(2p  — 2p')  = -j^a*y“co5(amr  — aô). 

Nous  avons  en  conséquence 

(i  — coi(ap  — 2p')  = ^aVcos(2mt  — 2 w) 1 aV*coi(2mt-- 26)  • 
121.  En  considérant  maintenant  l’équation 

— 3/  = — -t- ^y“coi(2p— aô), 

l’on  trouvera 

— ^)'“cos(at  — 2Ô)  — 3e  y’coi(t  — ad  ta-)  -»•  |eyco5(2w— 2Ô)* 

Multipliant  cettè  fonction  par  la  valeur  précédente  de  — 1 et  con- 
servant seulement  l’argument  20T— 2Ô,  l’on  obtiendra 


3 a 


OU  bien 


3aa  3aa  a/o  3 3\aa  y av 

^ = -s“>'  V3a  y C0î(2t!r-aô), 


3ii  3ia  iSaai  / .. 

— - rf  = — oey  co5(aw— aô). 
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Maintenant,  si  l’on  fait  u = 


-r  » l’on  a 
a 

.K.  £.  - 

a a a"*  ~ 


Donc , en  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  /{ , et  écrivant  mt' 
au  lieu  de  me,  nous  aurons 

a„  aS  ' 3a  3a  / 

-if  = m -^gr  y 

— m’^  V — 2 w)  -♦•  g cos(2mt  — 2Ô)|  • 

En  supposant , comme  M.  de  Laplace , a = i , <r  = i , l’on  obtient 
sa  valeur  de  H,  et  l’on  voit  de  plus  qu’il  faut  y supposer  -P  = “ 1^. 

122.  Cela  posé,  il  s’agit  de  substituer  dans  cette  e.xpression  de  R les 
valeurs  de  Se,  Sar,  Sy,.Sô,  telles  quelles  sont  données  par  les  formules 
trouvées  par  M.  de  Laplace,  et  de  différentier  ensuite  par  rapport  a t 
le  résultat  ainsi  formé , afin  d’avoir  l'e.Ypression  de  la  différentielle  dési* 
gnée  par  dR.  Après  cela,  l’on  posera  t = t,  et  en  Intégrant  l’on  aura 
la  valeur  que  prend  l’intégrale  J'dR  relativement  à l’argument  (2g— ac)f. 
En  posant  pour  plus  de  simplicité 

le  = cos{2g—  tse)  t , l'v  = — sin(2g  — 2 c)  t, 

et  écrivant  ensuite  c-*-S'e,  ar S'sr  à la  place  de  e et  tsr  dans  le 
premier  terme  de  la  valeur  de  Se  donnée  à la  page  287,  l’on  aura 
Lm'-S'e  r / \,  iLm'e-i’v  . _ / m 

fl  e = — cos  [2"*  — 2(1  — c)  J t — SC/l  fa  m — 2 ( t — c)|  t . 

Donc,  en  substituant  pour  te,  tut  leurs  valeurs  précédentes,  il  viendra 


ac+2m-2(i-c)]£  - ^os[2g-2c-2m-*-2(i-c)]t  ^ • 


Actuellement,  si  l’on  pose 


"42^-2  (i  -c)]t-»-  ^'^cos(2g-2c)t, 
l’on  obtient,  en  faisant  le  carré. 


Pm'ef 


]c°^C2g-2ci-  aw>2(  I -c)] t -Hcos[ag-2c-  am»  a( i-c)]t|  - 
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I a3.  Il  suit  de  là  que , en  ayant  égard  à ces  deux  argumens 
seulement,  l’on  a 

(e  -t-  Se)*  >= 

- am  - 2 ( I - c)]«  -4. 0 coi[2^  - ac  - 2m+ a( I -c)] t J 1 

ou  bien,  en  supprimant  le  terme  multiplié  par  zéro. 


m*Z  (e  ■ 


) = - co5[ag-  ac  am-  a(i  -c)]t. 


Nous  avons 

co5(anu'  — aw  — aSor)  = cos\p.mt  — a(i  — c)t]  aScr^infamt  — a(i  — c)t]  ; 

^ iLm‘-9'tr  _ / 

inr  = coi/am  — an  — c)l  t 

■=  “-(^^ÿ^|^[2g-ac+2m-2  (i-c)]t*5w[ag-2c-2mfa(i  -c)]t|  ; 
et  par  conséquent 

m*Z(c-*-Se)*coi[amt— a (i-c)t]=:-  ^ ”*  * ^ cos(2gt-act‘fimt-2mt)  ; 

>,/  -r  • / M Woi(a5£-acr+amt-amt')l 

m I(e4e)  2Sg5m[2mt-a(i-c)t]==--^_  y j [. 

t ^(-coî(2g£-act-amt'4-am£)^ 

En  sommant  ces  deux  parties,  l’on  voit  que  le  terme  Zm*e*co5(amt  — attr), 
qui  entre  dans  la  valeur  de  R,  devient 

,,  , , ^ P.i’mVy*  C3cOi(2fft-2C£>4-2mt-am£')l 

^ e cos(2.mt-2v;)  = f — ( 

(m-t-e-  i)(^r-c)  ^ -cos(2gc—2ct—2mt-*‘2me')  j 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  l’on  a 

Hnie^  = 2Hme^e  = cos(ag  — ac)t, 

Jï/ny*  = 2H'm*y^y  = cos(2g—  ac)t. 

ia4«  Actuellement  faisons  pour  plus  de  simplicité 
S'y  = — 7^**  coi(ag  — a c)  t ; S'A  = — sin(2g— 2c)t. 


Lm\ 
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En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation 

nous  aurons 

h = î -2C-*-  am-  2(  I -g)]  c ^os[2g-2c-2m-*-2(i-g)]r^- 

En  faisant  le  carré  de  l’équation 

= -;i^iJ^coi[2m-2(i-g')]t-^f  cor(2g-2c)t, 
l’on  obtient 

(M*=  ^^gX)J-c)  J f 2C+  2m-  2 ( I -g)]  r * C0i[2g’-  2c  - 2m  * 2(  1 - g)]  £ ^ . 

En  formant  d’après  cela  la  valeur  de  la  fonction  L'  rn{y  ■+■  Sy)*, 
l’on  voit  que  le  coefficient  de  l’inégalité  ayant  pour  argument 
2gc — 2C£-*-  2m£— 2(1 — g)t  est  égal  à zéro,  de  sorte  que  l’on  a 

£'m’(y  Sy)’  = cos[{2g  - 2C  - 2m -t- 2 (l  -g)]  £ . 

Mais  nous  avons 

cos(2m£  — 2Ô  — 2SÔ)  = coi[2mt'— 2 (i—g)t]  H- 2SÔ  im[2m£'— 2 (i —g)£]  ; 
“ = m*s-,  «'o^Cam  -2(1  -g)]  c 

= - (^^(Jlï))^^[=^ér-2C-^2"l-2(l-g)]t+iw[2g-2C-2m4.2(l-g)]£j  ; 
partant  l’on  a 

É,'m’(y*-Sy)’c0î[2m£'-2(i-g)f]  = i')(gié)  ‘^°^(2g^"2c£-2mt>+'am£') ; 

or'  =>/  SL^»îa  • r < / m P.Z”mVy‘ ^ coi(ag£-2C£-2m£*2m«')| 

2Lm(r^)  .Msin[2me^2(t-g)t]  = ; . \ • 

‘'le^J^-C0s(2gt-2C£-*-2m£-2mt  )j 

II  est  donc  évident  que  le  terme  Z,'m’y’coj(2m£'— 2Ô),  qui  entre 
dans  l’expression  de  R,  donne 

r'  i>.Z"mVv*  (3cos(2g£-2c£-2m£-*>2mt')j 

Lmrcos(2mt-26)  =. 
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L’on  aurait  pu  conclure  ce  résultat  de  celui  trouvé  plus  haut  pour 
la  valeur  de  cos(o.mi  — 2u) , mais,  pour  plus  de  clarté,  nous 

avons  préféré  d’en  exposer  le  calcul. 

ia5.  Eu  réunissant  ces  différentes  parties,  l’on  trouve 


aZTin’ — aA/'m’ \ , j a ^ 

^ jPm  e y cos(2g—2c)  t 

PVw!’t'f  S,  , , J 

- („»«-, )(^) ^ ^ cos{2gc- 2ce ->-2mt-2nu)-cos (2gt-2ct- 2mt amt) S 

) — C0s(2gl—2Ct-»-2mC—2mt)i 

En  faisant  dans  cette  formule  t = t , et  observant  que  l’on  a 
(Voyez  Connaissance  des  tems  1824,  pag.  288) 


— “ > -g->-2m  ff , 


m-*-g 


il  est  clair  qu’il  en  résulte  l’équation  R = o. 

Mais  en  différentiant  cette  expression  de  R par  rapport  à r,  et 
traitant  t comme  quantité  constante,  nous  aurons 


dR  — dt^2g  — 2c-t-4 m‘{H  — H" Pm^e^y^sin (2 gf  — 2 c) t 

— 3(2g  — 2C  -t-  2m)  sln  {2gt  — 2ct  2mt  — 2mt')  1 

{2.g—2c—2m)sm{2gt—2ct  — 2mt-*-2m£)) 

dt  ^ — 3(2g  — 2C  — 2m)  sin(2gt  — 2ct  — 2mt  2mt')  1 

^ (2g— 2c-*- 2m)  sin(2gt  — 2cc-t-2mt  — 2rru')  ) 

Donc,  en  faisant  t = t,  et  intégrant  ensuite  par  rapport  à t, 
il  viendra 


J'dR  = -t- Pme^y^cos(2g — 2c)t 


ou  bien 


~ (^g~  2c  — 2m)^C0i(2g’~  2c)  f 

P-L'’m<-e'y‘  ^3,  . i . } 

(ir»*g-i)  (g-c)»)â(^5  — 2C  — am)  ~-(2g  — 2c-*-  2m)|coi(2^—  2c)t ; 


(m+e-i)(g-<:) 

P-L'‘m<-e'r‘ 
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J'dR  = -«■  ^ ^g  — c^  ^^Pnie^y^cos{i>.g—  ac)t 

S 4iW  4Z'W  ) Pe7*  / . w 

— J -2 1-  -3 y l--iCOs(2g—  2c)  t 

t aZ*m‘  aZ'V/i*  ? /■  „ 

m— g— s — c ° ' 

Mais  les  équations  de  la  page  288  déjà  citées  donnent 

a L'm*  aZ'’m*  i/,.  ii<» 

— — a — c 2m  (H—  H ) ■, 

m-t-c  — 1 ° 

= 4-2(g-c) 

m~*-g — I T \o  / ^ ^ ' 

Donc,  en  observant  que  H-t-H  = o,  l’on  aura 


OU  bien 


féR  = -\ 


(5  — e) 

4Z’m 


4 Z 


-c— i m-*-g 


:‘m  } Pm'^e'r’  , „ v . 


En  faisant  dans  cette  expression  m-*-c — i = m , m-t-g — i = m, 
(g  — c)*  = |m*,  nous  aurons 

J'dR  = — ^ P(l^  L^)m'^y^cos{2g — 2c)  i. 

Donc , en  posant  P = — L = — L'  = — il  viendra 
J'dR  = ^ mVy“coj(2^  — 2c)t. 

Il  est  donc  prouvé  que  la  valeur  de  J'dR  n’est  pas  égale  à zéro , 
même  en  y substituant  pour  Se,  Sar,  S/,  Sô  les  valeurs  fournies  par 
les  formules  de  RL  Laplace;  et  que  ccs  formules  sont  loin  d’être  d’accord 
avec  le  théorème  général  relatif  aux  inégalités  à longue  période , 
énoncé  en  ces  termes  à la  page  290  du  volume  cité;  ainsi  ces  inéga- 
lités disparaissent,  comme  dans  R,  des  expressions  de  a et  de  n. 

126.  Cette  valeur  de  JdR  devrait  être  affectée  du  même  coeffi- 
cient numérique  qué  nous  avons  trouvé  par  notre  méthode  dans  le 
n.®  1 1 8 , c’est-à-dire  que  l’on  aurait  dû  trouver 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  SECOND. 


j3? 

J"dR  = — /n“eVcoi(2g;— 2c)f. 

La  différence  sur  ce  résultat  tient  à ce  que  nous  ne  sommes  pas 
d'accord  avec  M.  Laplace  sur  la  valeur  des  variations  des  coordonnées 
de  la  Lune  qui  entrent  dans  ce  calcul. 

Pour  reconnaître  les  tenues  sur  lesquels  tombent  ces  différences , 
posons,  comme  dans  le  n.°  8o,  i—m  = E',  les  expressions  de 
et  Sy  trouvées  dans  le  n.®  124  deviennent 

«n(2£-2c)£j; 
ac - 4g) t - 1 cos(2E~ 2c)t j , 

où  P-IJ  = Donc,  en  prenant  {m-*-g—\)(g—c)  = ^ , 

et  changeant  c en  f,  l’on  aura 

Sô  = me^  sin  (2 E-t-  2c — 4g)  p — ^ me*sm(2L— 2c)  p, 

Sy  — — mye‘cos(2E  -t-  2c  — 4g)  p -t-  myé‘cos{2E — 2c)  p . 

Dans  les  n.®*  94,  102,  io3  nous  avons  trouvé 

îô  = m sin (2 E 2c  — 4g)p-t- g^me*ii/»(2Ll — 2c)p, 

Sy  = — -^mye^cos(2E-i-  2c  — 4g)p-*-  |^mye“coi(2L— 2c)p. 

n y a donc  une  différence  très-considérable  entre  nos  coefBciens 
numériques  et  ceux  fournis  par  les  formules  de  M.  Laplace,  à l’égard 
de  l’argument  (a£— 2c)p.  •«< 

127.  Pour  comparer  les  résultats  relatifs  mix  quantités  Se,  Sat 
exposés  dans  le  n.®  123  avec  ceux  donnés  par  notre  méthode,  il  est 
essentiel  d’observer  que  les  lettres  désignées  par  e,  et  ar  dans  les 
formules  de  M.  Laplace  reviennent  à celles  que  nous  désignons 
respectivement  par  r et  7 , et  que  celles-ci  sont  liées  avec  les  con- 
stantes arbitraires  que  nous  nommons  e et  «t  par  les  équations  posées' 
Terne  /«  18 
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dans  le  n.”  41.  Ces  é<jaations,  eu  négligeant  les  quantités  du  qua- 
trième ordre,  donnent 

e = I — ^y’coi(aw  — 

T = « — — aô). 

De  là  il  est  aisé  de  conclure  que,  en  retenant  seulement  les  premiers 
termes  de  la  variation , l’on  a 

Se  = coî(ag— ac)  v-*-(l  — ^y“)Se— ^ey,Sy 

y*  Se ^ c y_ îy) cos{ig  — nc)v 

— \cy'i)rs  — S6)sin{2g—ic)v, 

Sr  = — ^y*«/i(a^ — Stc)v-*-%w sin{p.g — ac)i» 

— iy^’(Stsr  — Sô)coi(ag — ac)v. 

ia8.  En  substituant  dans  ces  formules  nos  valeurs  de  Se,  Sy,  Ssr,  Sd, 
l’on  obtiendra , pour  un  argument  donné,  les  valeurs  de  Sr  et  Sr.  En 
appliquant  ce  procédé  aux  argumens  (a£— ag)p,  {jiE-*-ig — 4c)p, 
l’on  trouvera  que  nos  formules  donnent 

Sr  = _^.^ey;ew(a£:-aÿ)»>-K^.^ey,*eoi(a£-*-»g-4c)v, 

*’■  “ * 3g-4c)p, 

où  l'on  a ^ 

aaS  _£9i_  3 *1  . ?3  _ »o5  i5  )5. 

138  138  T?  64  33*  138  138  64  3a* 

ÎZ  A J.  . ■ 73  io5  i5 

?4  64  8a  * ” 64  64  3a  " 

D’après  le  calcul  exposé  dans  le  n.®  laa,  les  formules  de  M.  de 
Laplace  donnent 
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^ li  t 1 cos{^E*  2g-  4C)  t j , 

= - j iia(a£-4-ag-4c)tJ. 

En  y faisant  P=  — iJ.  L = — m — c—i  —m,  g — c = \m^, 
l'on  voit  que  l’expression  de  ^ s’accorde  avec  celle  de  Sf,  mais 
qu’il  il  y a une  différence  dans  l’expression  de  Sxsr. 

139.  D’après  cela,  il  est  aisé  de  sentir  que  l’expression  de  B, 
trouvée  au  commencement  du  n.°  ia5,  a besoin  d’être  rectifiée, 
puisque  l’on  vient  de  voir  qu’elle  a été  formée  avec  des  valeurs 
inexactes  de  Sy,  Sor.  Eu  exécutant  cette  rectification  l’on  obtient 
pour  B un  résultat  qui,  relativement  aux  termes  multipliés  par  m\ 
cesse  de  donner  B = o,  lorsque  l'on  y fait  e = t.  Comme  il  est 
important  de  ne  laisser  aucun  doute  sur  cette  assertion  ^ contraire  au 
théorème  énoncé  par  M.  de  Laplace  à l’égard  de  cette  fonction , nous 
allons  reprendre  ici  rapidement  le  calcul  qui  conduit  à la  valeur  de  B 
en  question , au  moyen  des  véritables  valeurs  de  Sâ , Sy,  Sat , Se. 

Notre  expression  de  Sr,  trouvée  dans  le  n.°  138,  devient,  en 
écrivant  Svr  au  lien  de  Sr, 


Stsr 


— f — 3C-*-  301  — a(i  — c)]£ 

— |^my*-5Î«  [3g  — 3C  — 3m  -1-  2 (i  — c)]t. 


Il  suit  de  là  que  l’on  a 
m*Z,(e***Se)’-3Swiin[amï'—  a(i-c)t]  = m*Z,eV 


^cos(2gt-2a*2nu-2mt)i 
^C0s(2gt-2CC- 3m£-^2m£')j 


au  lieu  du  résultat  correspondant  trouvé  dans  le  n.°  laS.  La  valeur 
de  Se  étant  exacte,  l'on  peut  conserver  pour 

m*L(e  •*-  Se)’ coe[2mt  — a (i  — c)  t] 

l’expression  donnée  dans  le  même  numéro;  mais  noos  l’écrirons  sous 
cette  forme 

m’L(e-^Se)*co5[amt'— 3 (i  — c)t]  = — m’Z>e’y*coi(agt— ac«-»-am«— amt'). 
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D’après  ces  changemens  l'on  obtient 
Lme'cosi^mt  — aw)  — n^Le^y* 


— ^cos(ag£  — act  amt  — uni)  ^ 


^ 64  — aa  — am£  umi)  ^ 

où  le  coefficient  — ^ . 

64  64  3i 

La  valeur  de  Sy  trouvée  dans  le  n.®  ia6  donne 

Sy  = — ^ mye^  cos[2g  — 2c  am  — a ( i — g)]  £ 

-*•  mye^  cos[2g  — ac  — am  -♦>  a ( 1 — g)]  £. 

L’on  peut  retenir  pour  (Sy)’  la  valeur  donnée  dans  le  n.°  ia4, 
c’est-à-dire 

(S y)’  = — |L'meV|coi[ag  -2C-t‘2m-2(l-g)]c*C0s[ag-“2C-2m*2(l-g)]t^‘ 

Alors  l'on  trouve 

L'm’(y-*-Sy)’=Z>'’m^e’y’|ocoî[2g-ac+am-a(i-g)]£-YCo^[2g—2c-am4.a(t'-g)]t^, 
en  observant  que  o = ^ — -1  et  — — = — s-  — ü • 

* 00  a O O 

Dans  le  même  n.°  1 26  l’on  a trouvé 

Sâ  ^ me’ tin[2g  — 2c  -*•  2m  — 2 (i  — g)] c 

l^me’itnfag  — ac  — am  -^2(1  — g)]t- 

D'après  cela , il  est  facile  de  former  ces  deux  équations  : 

Z-'m’(y-f-Sy)’coi[am£'— 2(1— g)t]  = |^L'mVy’co5(ag£—  act  — am£  am^  • - 

\ ^cos(2gc-2ct—2mt*2mc)'} 

2Z.'m’(y-t-Sy)’Sô  Mrt[am£'-a( i-g)f]  = - L'm Vy’(  - ^ C 

- ‘^o^(2g*  “ acf  2m£-am£')\ 
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et  d’en  conclure  que  l’on  a 

( ~ cos(2gt  — 2ct  — 2mt  -t-  2mt) 

£'m“y’coj(amt'  — aô)  = ^ 

/—  ^cos(2gt — act  -»•  2mt  — amt)  I 

. 45  45  45 

ou  J-  <=!-*•  ï i-  • . 

64  3a  64 

Cela  posé  , si  l’on  fori^  la  valeur  de  R,  l’on  aura 

“ V'  j:Zc ) Pi^ey  cos(2g  — ac)  t 

rr?Lé‘y^  ^cos{2gt-2ct,*-2mt-2mty-  ‘^cos{2gt-2ct-2mc-*-2mt)^ 

^ cos(2gt-2cc-*-2mt-2mt}*-  g^co5(a^-act-amt*am£')^  • 

Actuellement,  si  l’on  fait  dans  cette  formule  t = t',  il  est  clair 
que  l’on  a 

R — ( * “ T^rrü)  (^ë  — * 

sî  ^ ^ i' ) "I*  e V «j(a^  — 2C)  t . 

partant  nous  avons 

R = O ,Pm“  e*/coi(agf  — 2c)« -4- — 2 X coi(ag’— ac)  t, 

ou  bien 

R = — e*y’cos(a^— ac)e.  ^ 

Ainsi  il  est  démontré  que  l’on  n’a  pas  R = o,  lorsque  l’on  considère 
les  termes  multipliés  par  m?  ' qui  entrent  dans  l’expression  analytique 
du  coefficient  de  l'argument  (2g—2c)t. 

1 3o.  L on  doit  maintenant  observer  que  la  fonction  prise  ici  pour  R 
est  en  réalité  la  valeur  du  produit  ~ > comme  on  le  volt  par  son 
expression  rapportée  à la  fin  du  n.°  i a i . En  conséquence , si  l’on 
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voulait  la  valeur  de  R capable  de  donner  les  résultats  fournis  par 
notre  fonction  Î2,  il  faudrait  en  outre  considérer  la  partie  variable 
de  a,  qui  peut  avoir  de  l’influence  sur  le  second  terme  du  coefficient 
de  l’argument  (ag— 2c)t. 

Il  y aurait  d'autres  objections  à faire  contre  le  procédé  que 
M-  Laplace  a suivi  pour  calculer  le  coefficient  analytique  de  l’argu- 
ment (ag— ac)t,  mais  les  discussions  précé^|ntes  démontrent  assez 
que  le  résultat  qu’il  a trouvé  à la  page  açS  de  son  Mémoire  doit 
être  inexact,  étant  fondé  sur  l’équation  ^dR  » o.  Il  est  presque 
superflu  d’ajouter  que  la  proximité  de  la  valeur  numérique  du  coef- 
ficient trouvé  par  M.  Laplace  avec  celui  donné  par  l’observation 
ne  prouve  pas,  à beaucoup  près,  que  l’intégration  a été  bien  con- 
duite. Ce  n’est  pas  par  la  différence,  mais  par  le  rapport  que  l’on 
doit  juger  de  l’approximation  que  donne  le  calcul  d’un  terme  qui 
ne  peut  être  que  très-petit , à cause  du  facteur  e*  7*  par  lequel  il 
est  multiplié.  Ce  facteur  couvre,  pour  ainsi  dire,  toutes  les  erreurs 
commises  dans  la  partie  vraiement  difficile  de  cette  théorie,  c’est-à-dire 
dans  la  recherche  du  coefficient  numérique  absolu  et  indépendant  de 
la  pâleur  parâculière  des  élément  des  orbites. 

En  général  toute  théorie  de  la  Lune  qui  ne  fournit  pas  précisément 
ces  coefficiens  numériques  absolus , doit  être  regardée  comme  incom- 
plète, puisque  ces  nombres  aussi  mathématiquement  exacts  que  ceux 
qui  entrent , par  exemple , dans  la  série  de  Taylor , sont  une  consé- 
quence necéssaire  de  la  gravitation  universelle  et  de  la  forme  des 
équations  diflférentielles  qu’il  s’agit  d’intégrer. 
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S s. 

Application  des  formules  de  la  variadon  des  constantes  arbitraires  à la 
recherche  de  quelques  termes  principaux  des  perturbations  lunaires 
dues  à la  figure  de  la  Terre. 

i3i.  Commençons  par  la  solution  de  cette  question: 

Recherche  du  premier  terme  du  coefficient  de  tinégaUté  produite  par  la 
figure  elliptique  de  la  Terre,  ayant  pour  argument  la  distance  de  la 
Lune  au  nœud  projetée  sur  Vecliptique. 

Pour  avoir  d’abord  la  première  valeur  de  y et  de  d,  il  suffit  de 
prendre , conformément  aux  formules  trouvées  dans  le  n.°  3o , 

^(1)  ~ ^ ( * “ I sin*e»)  D*u -y  sin(v  — 6) 

3e(tj/—IC^^^)siaetcosti>‘D’usin(p-*-tp), 

et  supposer  nulle  la  fonction  ^ , ce  qui  donne  ( Voyez  n.°  68  ) 

y - - sin(p-6)^;  g ==  cor(v-d)fe. 

Mais,  pour  plus  de  clarté,  il  importe  de  ne  pas  perdre  de  vue 
que  ces  valeurs  de  ^ sont,  tacitement,  censées  précédées  de 

la  partie  due  à l’action  du  Soleil;  de  sorte  que  il  faut  traiter  ces 
équations  comme  une  seconde  approximation  d’une  espèce  particulière. 
Alors  il  devient  évident  que,  d’après  les  développemens  exposés  dans  le 
paragraphe  précédent,  l’on  doit  remplacer  l’angle  (p  — ô)  par(gp— Sô), 
ce  qui  donne  '' 

dv~  “ Sâ)  ^ cos{go  — îd)  . 

St  l’on  remarque  maintenant  que,  en  prenant  « = le  pre- 
nuer  terme  de  l’expression  précédente  de  introduit  dans  la 
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valeur  de  la  partie  constante 

l'on  comprendra  aussitôt  que  la  figure  elliptique  de  la  Terre  modifie 
le  mouvement  progressif  du  nœud , et  qu’il  faut  en  conséquence  re- 
garder cette  partie  comme  comprise  dans  la  valeur  de_  i —g  définie 
dans  le  n.°  8o. 

Cela  posé,  nous  supprimerons  de  l’expression  de  fî(,j  la  première 
partie , et  nous  ferons  pour  plus  de  simplicité 

A = Z?’  (i)/  — ZiQ,))  sin  ai  cos  m. 

En  outre , pour  simplifier  l’écriture  des  argumens , nous  poserons 
v-t-  (p  ii>,  en  nous  rappelant  que  la  lettre  t représente  une  quan- 
tité très-peu  différente  de  l’unité , puisque  Ç>  désigne  le  mouvement 
du  point  équinoxial  sur  l’écliptique  fixe  (Voyez  n.°  9). 

11  suit  de  là  que  nous  avons 

rffl  iirAu  . . . / ÎA, 

— Sô), 

Sô  désignant  la  partie  composée  de  termes  périodiques  qui  entre 
dans  la  valeur  de  6,  Nous  poserons  dans  la  première  approxi- 
mation Sô  ==  O , ce  qui  -réduit  ces  équations  à celles-ci 

lin  a(rAu  . . 

dy  xtrAu  . . 

-j^sinivcosgv. 

i3a.  Maintenant,  si  l’on  fait  h = h et  u = il  est  évident 

' ", 

que  l’on  a 
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En  intégrant  la  seconde  de  ces  équations,  et  traitant  i comme 
quantité  constante  (ce  qui  est  permis  par  les  mêmes  raisons  qui  éta- 
blissent le  théorème  démontré  dans  le  n.®  Si),  il  viendra 

<r*A  ( cos  le  — î)v  cos  (g-*-  i)v) 

y ■=  \ — —■ — > ■> 

' V ( g — ‘ i 

où , rigoureusement  parlant , la  quantité  i tient , hors  des  argumens  , 
la  place  de  la  quantité  variable  i ^ • 

Il  est  évident  que  pour  avoir  la  valeur  correspondante  de  ô,  il 
suffit  de  faire  y — y,  dans  celle  de  •>  ce  qui  donne  en  intégrant 


(t‘A  I 

-I-.  — , 

î (g  — »■)  *' 

sin  [g  •*•1)0 

r.V( 

1 g — i 

g-i 

Donc,  en  nommant  à l’ordinaire  $/,  ces  parties  périodiques  de  y 
et  â , l’on  obtiendra  la  perturbation  qui  en  résulte  sur  la  latitude  s 
au  moyen  de  l’équation  s = y«n(v  — ô)  mise  sous  la  forme 


d’où  l’on  conclut 
ou  bien 


s = Sy  singe  — y^lôcosgv, 

<r'A  / I I \ . . 

S = 1 : -.tsinie, 

V \s-‘  g-^‘/ 


2<r‘iA  . . 


La  grandeur  de  cette  inégalité  en  latitude  est  due  à la  petitesse 
du  diviseur  g^  — i*  né  de  l’intégration.  Sans  cette  circonstance,  elle 
serait  insensible , en  vertu  de  la  petitesse  du  coefficient  ^ • 

i33.  Il  est  aisé  d’avoir  la  perturbation  correspondante  dans  la  valeur 
de  U.  Pour  cela  nous  réduirons  d’abord  l’équation  ^ à celle-ci 


Aus  • cos  IV , 


ce  qui  est  évident  par  les  formules  du  n.“  3o.  Cela  posé,  si  l’on  fait 

• • (T  * 1* 

ICI  U = — 1 5 = 

fl  ^ = 2s^Ày,^sin(g  — i)*'"*"  ^(g 
Tome  I.  » 9 
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d’où  l’on  tire , en  intégrant , 

et  en  extrayant  la  racine  carrée 

,»  ,,  3<r'Af,Scos(g  — f)i>  . coi(g-t-i)vi 

h =A, g-T---"  l 

En  formant  avec  cette  valeur  et  la  précédente  de  y la  fonction 
/i’(  I yy)  » l’on  voit  que  le  terme  affecté  de  l’argument  (g  — i)» 
disparaît,  et  que  l’on  a 

71/  \ cosQi-*‘t)p 

A ( I -t-  yy)  = — • • - • 

V " / /j  • s -•-  * 

Donc,  pour  avoir  seulement  le  terme  divisé  par  g—it  l’on  peut 
réduire  la  valeur  elliptique  de  u à 

<r\/  {i->-ss)  _ g’(i  j-jQ  _ 


U = 


et  faire 

ce  qui  donnera 


. 3<r'iA 

s = y,singv 


Lon  peut  ici  remarquer  que  Ion  a r = - — - — 1 et  que  par  con- 
séquent ce  terme  n’entre  pas  dane  la  perturbation  du  rayon  vecteur  r. 

134.  Passons  maintenant  à la  recherche  de  la  valeur  de  e au 
moyen  de  ces  deux  équations  (Voyez  n,®*  63  et  68); 

■-/= ■’ 

D’après  les  formules  du  n.°  3o , nous  ferons  ici 

= SAa-su^siniv, 


= ^Aa-usiniv  \ 


“(i) 


da> 


dû.” 


dû" 


ds 


et  comme  l’intégrale  de  la  différentielle  complète  dp  — du  ^ 
est , par  le  n.°  29 , la  fonction  même  désignée  par  SI",  nous  pose- 
rons l’équation 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  SECOND. 


J 47 

fd'Sl  = 
où  il  faut  foire 

sin\  = sinai- sini(>  s-cos  a. 

Nous  avons  en  conséquence 

, — ^eAu^s-  siniv. 

Donc,  en  posant  u = s — y^singv , et  considérant  seulement 
l’argument  (g  -~i)v,  il  viendra 

yî/'£i  = ^pcos{g-i)v 
et 

df  i3  Ay,  , .V 

d’où  l’on  tire  / = T ' 

Ainsi , en  réduisant  l’expression  précédente  de  t >«•  / à 
t ^/ = ^y3p(i -H 


l’on  aura 


h' 


Vte— ‘J 

En  faisant , comme  dans  le  n.°  i o8 , a = i et  substituant  pour  / 
sa  valeur  précédente,  il  viendra 


Observons  maintenant  que , en  posant  g = i b -t- b',  où  b re- 
présente la  partie  de  g qui  dépend  de  l’action  du  Soleil , et  b'  la 
partie,  beaucoup  plus  petite,  qui  dépend  de  la  figure  de  la  Terre, 
l’on  a g — i=s  i-t-b-*- b'  — i,  ou  bien  g—  i = b b'  — en 

se  rappelant  qu’ici  (Voy.  n.“  il 5)  i = i -f-  Or  la  fraction  f> 
étant  considérablement  plus  petite  que  la  fraction  6,  il  en  résulte 


Digitized  by  Google 


148 


THÉORIE  DD  MOmTnMENT  DE  LA  LUNE. 


que  cette  inégalité  serait  beaucoup  plus  grande  dans  le  cas  pare- 
ment hypothétique  où  l'on  ferait  abstraction  de  l'action  du  Soleil , 
puisqu’ alors  l étant  nul , l’on  aurait  = — '—jg  • L’on  peut  donc 

■ ^ dv 

considérer  l’expression  précédente  de  t comme  celle  qui , relative- 
ment à cet  argument,  donne  Yejfce  direct  dû  à la  figure  de  la  Terre. 

Mais  en  ayant  égard  à l’action  du  Soleil  et  considérant  que  cette 
perturbation  est  multipliée  par  1 et  par  conséquent  par  le 

rapport  des  coefficiens  qui  multiplient  ces  deux  forces  perturba- 
trices, l’on  conçoit  qu’il  devient  indispensable  d’avoir  égard  aussi  à Veffèc 
indirect-,  c’est-à-dire  aux  termes  produits  par  le  développement  de  la  fonc- 
tion qui  représente  l’action  du  Soleil , lorsque  l’on  y substitue  la  partie 
variable  de  y,  ô,  que  l’on  vient  de  trouver  pour  l’eflfet  direct  H 
est  aisé  de  sentir  que  cette  seconde  partie  doit  être  du  même  ordre 
que  la  première,  puisqu’en  intégrant  les  fonctions  ^J^dv,  dvJ'd'Si, 
elles  acquièrent  le  diviseur  g~-t,  qui  détruit  le  facteur  m*  de  la 
force  perturbatrice  du  Soleil. 

i35.  Réduisons  l’expression  de  trouvée  dans  le  n.°  68  à ces  termes 
et  les  valeurs  de  données  dans  le  n.®  ay  à 


3 Af'u'5 


'(I) 


= - 


J/'u’» 

* 


nous  aurons 


-*-^/-;/co5(av-aâ)); 


<r 

K' 


où  il  suffit  de  faire  dans  le  premier  terme  u 
second 


et  dans  le 
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II  suit  de  là  (]uê  l’on  a 


U, 

di> 


M'h}  / 
\ * 


»7. 


8 ' - ^/coi(ap-aô)^. 

En  substituant  dans  cette  expression  à la  place  de  7 et  é les 
valeurs  trouvées  dans  le  n.°  i3a,  l’on  voit  aussitôt  que,  en  posant 
7*co5(av— a ô)  = ay^Sy  coia^t» -H  2y  “ Sôiin  agf , 
il  ne  peut  en  résulter  aucun  terme  qui  soit  à la  fois  dépendant  de 
l’argument  {g — i)t>,  et  divisé  par  g — i-  Donc  il  est  permis  de 
supprimer  la  fonction  7*  coi(av—  aô)  et  de  poser 

d»  ~ V,  8 ^ / 

Mais  nous  avons,  d’après  les  formules  des  n.°*  i3a  et  i33, 
y‘  = 0*’;  h?  = ~^J^cos(g-i)v, 

ainsi  il  est  clair  que  l’on  a 

df  9 srh^A  y,  cos  {g — t)f . 
dv  4 <r^a'*  g — i ’ 

d’où  l’on  tire,  en  intégrant, 

/ = ~ — i)  v . 

1 36.  Cherchons  maintenant  les  termes  donnés  par  la  fonction  fàO>. 
Pour  procéder  avec  plus  d’ordre,  réduisons  d’abord  la  valeur  de  d'Sh 
donnée  an  commencement  du  n.”  108  à son  premier  terme,  et  po- 
sons l’équation 

S = ysin(y  — 6),  cette  expression  donne 


En  faisant  u = 


fia  = 

Mais  ici  l’on  peut,  comme  dans  le  numéro  précédent,  supprimer  le 
terme  7’ cos(at>— aô).  En  outre  l’on  a vu  dans  le  n.“  i33  que  la 
fonction  ne  doime  aucun  terme  dans  le  cas  actuel 


P 
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Donc  il  est  permis  de  réduire  cette  valeur  de  JaSi  à 

Mais  la  valeur  de  y trouvée  dans  le  n.°  i3a  donne 


partant  l’on  a 


fd'Çl  = - 1 cos{g-t)i>. 


137.  En  prenant  seulement  le  troisième  terme  qui  entre  dans  la 
valeur  de  rfÛ  rapportée  dans  le  n.°  108 , nous  avons 

J'd'Si  =ï  — ^M^'^sin{iv  — 2p')di>'. 

Donc,  en  faisant  dv  = mdv\  iv  — t.v  = nEv,  u = -V»  et 

Ck 

ce  qui  démontre  la  nécessité  de  chercher  le  terme  affecté  de  l’argu- 
ment (2,E—i)v  qui  entre  dans  la  valeur  de  s.  Pour  cela  re- 
marquons avant  tout  que  les  valeurs  de  posées  dans  les 

n.®'  yS  et  81  donnent,  en  conservant  seulement  l’argument  av'  — 2Ô, 

-J-  f=  -m  cos(2w  -2â);  = --m  y sin{2t>  - aô). 

Donc,  en  faisant  2v— 2Ô  = — (a  j?— 2")  v— aSô,  y = y-*-Sy,  et 
développant,  nous  aurons 

% = -^m*SÔ5irt(2^— 2g)v, 

^ = ^m’  %ysin{p.E — i.g)  t>  -4- 1 m*  y^Sô  cos(2.E—  2g)  v. 

Maintenant,  si  l’on  fait 


s. 
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il  viendra 


dâ  3 c'Âia'  J 

dp  ~ 4 ‘ h*(g  — i)  ^ 


cos{7.E—g  — i)ç  — 


tL 


du 


3 

4 


a'A  tn* 

Vte-0 


E—g  — i)u  — 


cos(iE — 3^  H-  i)  P ^ , 
^sin{p,E—  3g-*-  i)p|; 


d’où  l’on  tire  en  intégrant  et  prenant  iE  — g — i = — am, 
2E  — 3g -t-  i = —2m-, 


8’m'Vte-o)  sin(2E-g-i)i,—  iw(af:-3g-*-i)p|. 

i38.  Cela  posé,  pour  avoir  en  s Finégalité  ayant*  pour  argu- 
ment (2E—i)v,  il  faudra  considérer  l’équation 

* = (y,  ■*■  h)^iin(gv  — S6), 
laquelle  en  développant  le  sinus  devient 

* = (/,■’■  5y) ^ singu  — Sô  cosgv  — ^ (Sô)*fûi  gu ^ , 

ou  bien 

I 

s = Syfirtgp— y,Sôcoigp  — iy  (Sô)*«rtgp  — SySdcofgp. 

Or , en  retenant  seulement  l’argument  {2E  — i)  v > les  expressions 
précédentes  de  Sy,  ytd  donnent 


h^n'gu-yUcosgv  - ,i„(a£: _ i) 


SySôcosgu  = 0; 
partant  nous  avons 


3 m*  tr‘A  ■ / c -\ 
* - ïï’m 


C est , comme  l’on  voit , une  espèce  d’éveciioa  en  latitude  due  à la 
figure  de  la  Terre. 
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Maintenant , 


*,V  - O 


sut  IV 


TirÉORlÊ  DO  MOUVEMENT  DE  LA.  LUNE, 
si  l’on  ajoute  à cette  valeur  de  s le 
trouvé  dans  le  n.°  iSa,  et  les  deux  termes 

y,  4m  gp 1 • ^ sin(a  £ — g) 


terme 


trouvés  dans  le  n.®  8 r , l’on  formera  une  valeur  de  s , qui  étant 
élevée  an  carré  donnera 


3 ^ 
B m 


— • \cos(2E-*-  g — i)v-*-  -^cos{2E—g-*~ï)vl  • 

m h*  [g  — 1)(  ' " ■'  g -t-i  ' ° ) 

Comme  ici  l’on  peut  faire  = 1— ^ = i , il  est  clair 

* g"*”*  2 1- -J m H- etc. 

que,  en  formant  le  produit  4^  sin  lEv,  l’on  a 

••  s' sin^Ev  = O — • »n(g  — i)v. 

m A/  (g  — i)  'O  ' 

Ainsi,  en  ayant  seulement  égard  au  premier  terme,  il  est  prouvé 
par-là  que  l’on  a 

Jid'Sl  — ~ - Jmdv{  I — 44)  sin  2 Ev  = o. 


Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  ce  calcul  n’entraîne  nul- 
lement la  conséquence,  que  l’on  doit  avoir  aussi  zéro  pour  le  coefE- 
cient  numérique  qui  aâècte  le  second  terme  de  la  même  intégrale, 
relativement  au  même  argument  Nous  pourrions  faire  voir  le  con- 
traire en  poursuivant  l’approximation  jusqu’au  point  qu’il  est  nécessaire 
pour  avoir  effectivement  ce  second  terme;  mais  cela  rendrait  trop 
prolixe  l’exposition  de  ces  applications , uniquement  dirigées  à déve- 
lopper l’esprit  de  cette  métliode  et  à rendre  plus  sensible  la  vérité 
de  la  réflexion  déjà  faite  au  sujet  de  l’argument  analogue  (ag— 2c)p, 
à la  fin  du  n.“  106. 

iSq.  Enfin  considérons  le  second  terme  de  la  valeur  de  d'Si  rap- 
portée au  commencement  du  n.°  io8,  c’est-à-dire  l’équation 

Jda  = -._^C04(2P-  2p). 

En  y faisant  2v  — 2v  = 2Ev,  u'  ==  ^;  « = Pon  a 

fd'Çl  (i  - ss)cos2Ev. 
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L’expression  de  s*  trouvée  dans  le  numéro  précédent  donne 

» r"  3 m*  , .. 

s COSS.EV  = — Q-  — tt, — ^cojfg  — t)o, 

% m (S  — i)  ’ 

et  il  est  aisé  de  voir  qu’il  ne  peut  en  résulter  aucun  terme  semblable 
dans  le  produit  A’(i  yyf  cos  nE , puisque  dans  A’  et  dans  Sÿ 

m*  A * 

l’argument  multiplié  par  ^‘^37  — §“0*' 

iEv  ± {g  — i)v.  Donc  nous  avons 


fd  a - i 


M't\ 


a^m  g 


. . A^,  cos(g  ■ 


ï)v. 


c’est-à-dire  un  terme  qui  n’appartient  pas  à cette  approximation, 
puisqu’il  est  d’un  ordre  plus  grand  d’une  unité  que  celui  trouvé 
dans  le  n.“  i36.  Il  suffit  en  conséquence  d’avoir  égard  au  seul  terme 
trouvé  dans  ce  dernier  numéro,  et  de  prendre 


fdofd'Si  = 


En  substituant  cette  valeur  et  celle  de  / trouvée  à la  fin  du  n.°  i35 
dans  l’équation 

l’on  aura 

_ 9 ^ ) fin  (g  — t)f  _ 

4 a’’  (g—iŸ  ’ 

• A* 

ou  bien,  en  faisant  ici,  comme  dans  le  n.°  i34,  “ = 


9 M’A  y,  ^ sin{g  — i)e  _ 
a ' a' V*  (g  — i)* 


Si  l’on  se  rappelle  actuellement  que  dans  le  n.°  76  l’on  a fait 

, Jl/V  11  - ■ 

m = I on  écrira 

9 m’Ay,  «n(g— «)p 
h,  ' (g-i)* 


Telle  est  la  véritable  expression  analytique  de  ïeffet  indirect.  En 
réunissant  ce  résultat  avec  celui  trouvé  dons  le  n.°  1 34,  la  solution 
Tme  I.  »o 
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complète  du  problème  proposé  au  commencement  de  ce  paragraphe 
sera  renfermée  dans  cette  formule  remarquable 


A,(«-0  ^ B- ^ J ' 


Eu  y faisant  g — i = g— i = 5 na*,  les  deux  parties  se  confondent 
en  une  seule,  et  l’on  obtient 


ce  qui  s’accorde  avec  le  résultat  rapporté  à la  page  aSS  du  troisième 
volume  de  la  Mécanique  céleste.  Mais  l’analyse  que  l’on  vient  d’exposer 
a l’avantage  de  faire  voir  clairement  que  le  rapport  entre  l’effet  direct 
et  indirect  est  éffal  à celui  de  2^2.  . ou  bien  ( eu  posant 

g — i = ^ m’)  à celui  des  nombres  7 et  la. 

140.  Remarquons  en  outre  qu’en  réunissant  les  deux  parties  de 
Jci'Sl  trouvées  dans  les  n."  184  et  i36,  l’on  a 

fdCi 

ou  bien  (en  observant  que  m = 

fd'O.  = (i  - ; • cosis  - i>- 

Donc,  en  réduisant  la  valeur  de  g-i  <i  f on  premier  terme,  c’est-à-dire, 
en  posant  g — i = | m“ , l’on  a 

\ 

J'd'Sl  ==  O — ^ cos{g  - i)  V. 

Mais  en  prenant  pour  g — i les  deux  premiers  termes , c’est-à-dire , 
en  faisant  d'après  le  n.“  80 

. 3 a O m* 

g~i  = -m  — , 

la  même  expression  de  donnerait 

fd'a  cosis  - ï)f>; 

! 8 m J ' 
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et  par  conséquent 


fd'a  = 

lorsque  l’on  prend  i | ^ • 


8 m 


Nous  venons  de  voir  (Voyez  n.°  iSq)  que  cette  intégrale  renferme 
comme  une  de  ses  parties  la  suivante 


8- 

I II  . 3 , AT  m'a*  , . . 

laquelle , en  posant  g — i = -mi  -,  = -rj- 1 devient 

4 ® 


fd'Sl  = ^.'^."^Lcos(g-i)i>. 


Donc , en  réunissant  cette  partie  avec  la  précédente , l’on  a 
fd'Q  = o^‘^pcos(g~i)o. 


Il  suit  de  là  que  pour  avoir  le  terme  de  cec  ordre  qui  entre  dans 
l’expression  complète  de  il  reste  à considérer  la  fonction 

posée  au  commencement  du  n.°  1 3y , c’est-à-dire  l’intégrale 


3 M’  /'dv' sin{iv — ap*) 

â'âV  ^ ’ 

Jlff 

laquelle , en  y substituant  pour  ^ la  valeur  rapportée  plus  haut , 


devient 


fd'a 


3 m'a*  /'di/ sin{ie  — ap') 

i? 


141.  Nous  avons  déjà  dit  dans  le  n.°  i38  que  rien  n’établit  la 
nullité  du  coefficient  numérique  du  terme  dont  il  est  question  j mais 
afin  d’établir  le  contraire  par  un  procédé  expéditif,  nous  placerons 
ici  par  anticipation  les  résultats  suivans  dont  on  peut  voir  la 
démonstration  dans  le  chapitre  où  ces  perturbations  sont  reprises  et 
traitées  avec  beaucoup  plus  d’étendue  par  la  métliode  générale  que  nous 
avons  suivie  pour  trouver  les  coefficiens  de  toutes  les  inégalités  lunaires. 
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Suivant  cette  méthode,  l’on  a 

A*  1 ! V 

-‘-a  = 1 -*-m  coi  a£v+ - • -T-r  » coj(ff-i)  P 

rr  6 n^^/n  ' 

- * ï)  g)  C05(a£-g ..  i)p  ; 

^ I ) sifi{iE-^g-iy>*  -*■  ^)«n(2Z:-g * t)P  -, 

où  Snt  désigne  la  perturbation  du  moyen  mouvement  nt  de  la  Lune. 
Donc,  en  posant  p'  =s  mv  , il  viendra 

dv  sin{2v-  3.v)  = mdv{siti2Ev  — 2mlnt-co$2Ev-*-^^^^  sm2Ev)\ 

en  posant  u = i-^Su,  l’on  a ^ = i - aSu •*.  3(Su)*,  d’où  l’on  conclut 

‘ 1^-hk  s ’*■  ^y.  ■*■  S ■*■ 

ou  bien 

/fi?  = * ■*■  f i)p4.  )c05(2f^g-^i)p. 

L’expression  de  hn  donne 

~2m^mcos  2Ev  = — ^ •^^sîn(g  — sin(g—i)t>  = o; 

* ^)co5(a£:*5-i)p*  g)co5(a£-^^i)  p i 

d-9nt  . _ Aa'yJja  ii 

—r~sin  iEv  = i i — — 


de 


Cela  posé,  si  l’on  fait  m*  = m*,  il  est  clair  que  l’on  a 
3 mV' /\/p'fm(at>-îp’)  3 / i iq  i 143  3\. 


ou  bien 


fia  _ 

Donc,  en  faisant  g-i  = lm\  nous  aurons 

fd'a  = - I • cos(g  - i)  p. 
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D’après  cela,  l’on  doit  regarder  comme  clairement  prouvé  que  l’on 
ne  peut  pas  supposer  = o , lorsque  l’on  a pour  but  de  trouver 

le  terme  qui , relativement  à cet  argument , suit  le  premier  dans  la 
valeur  de  £ à laquelle  nous  sommes  parvenus  dans  le  n.°  122.  En 
conséquence  nous  ne  pouvons  pas  passer  sous  silence , que  l’analyse 
relative  à cette  inégalité,  exposée  par  M.  de  Laplace  dans  la  Con- 
naissance des  tems  pour  l’année  1824  (page  Soi  et  suivantes)  ne 
pouvait  pas  lui  fournir  le  second  terme  qu’il  avait  intention  d’obtenir, 
parce  que  son  calcul  suppose  que  l’on  a l’équation  J'd'^  = o , à 
l'égard  du  second  terme,  ce  qui  ne  se  vérifie  pas.  Mais  il  y a plus. 
Cette  même  analyse,  et  celle  qui  a paru  plusieurs  années  auparavant 
dans  la  Mécanique  céleste,  sont  imparfaites  dans  leurs  parties  consti- 
tuantes même  à l’égard  du  premier  terme. 

142.  En  effet  nous  avons  démontré  dans  le  n.®  122  que  le  véri- 
table rapport  entre  l’eflfet  direct  et  indirect  est  celui  des  nombres 
7 et  12.  Dans  la  Mécanique  céleste  (tome  III,  page  253-25-5)  ce  même 
rapport  se  trouve  exprimé  par  celui  des  nombres  — 3 * J et  — 7, 
ou  bien  par  celui  de  5 à 14.  Car  il  est  clair  que  l’on  doit  com- 
prendre dans  l’effet  direct  la  partie  qui  a J pour  coefficient  numérique, 
puisqu’elle  résulte  de  la  perturbation  directe  de  la  latitude  s ( Voyez 
la  page  255  ).  Donc  l’analyse  de  la  Mécanique  céleste  donnerait  une 
solution  fautive  pour  le  cas  mathématique  dans  lequel  l’on  voudrait  faire 
abstraction  de  l’action  du  Soleil,  puisque  suivant  cette  analyse,  l’on  a 

tandis  que  nous  avons  trouvé  ( n.®  1 34  ) 


t 


Actuellement,  pour  rapprocher  davantage  notre  analyse  de  celle  exposée 
dans  la  Connaissance  des  tems  citée  plus  haut,  remarquons  que,  pour 
trouver  le  premier  terme  dans  la  valeur  de  t,  l’on  aurait  pu  établir 
d’abord  l’équation  yèf’il  = o , et  ensuite  considérer  seulement  les 
parties  données  par  la  fonction  f.  En  opérant  ainsi , l’on  obtient 


i58 
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9 »»*  \ ^ y, 

4 g — — 0 


sin(g-i)v 


( Voy.  n.“*  184  et  i35  ),  ce  qui  donne  le  même  coefficient  nmnérique  ^ 
en  faisant , dans  le  premier  facteur,  g — i z=  ^ m*. 

En  présentant  ainsi  cette  expression  de  t,  l’on  pourrait  être  induit 
en  erreur  et  croire  l’effet  direct  plus  grand  que  l’effet  indirect  dans 
le  rapport  de  1 3 à 6 ; mais  l’on  évite  cette  méprise  en  se  rappelant 
le  mode  de  son  existence. 

Cela  posé , remarquons  qu’en  employant  les  lettres  de  M.  de  Laplace 
(Voyez  page  3oa  de  la  Connaissance  des  tems  pour  l’année  1824), 
son  analyse  revient  à dire  que  l’on  a 


Et  comme  l'équation  qu’il  désigne  par  S£l  = o revient  à X-*-l  r*Çf  = o 
( ce  qui  s’accorde  avec  notre  équation  ycl'îi  = o ) , il  faut  en  con- 
clure que  l'effet  indirect  est  ici  e.xprimé  par  4S  r’0'  = — 4X.  Donc, 
en  ajoutant  à la  quantité  \X , pour  avoir  cette  inégalité 

projetée  sur  le  plan  fixe  de  l’écliptique.  Ton  aura,  conformément  à 
cette  analyse, 

~6X  J AT  par  l’effet  direct , 

— 4V  par  l’effet  indirect; 

c’est-à-dire  que  ces  deux  effets  sont  entr’eux  comme  les  nombres 
Il  et  8.  Le  premier  de  ces  effets  surpassant  le  second,  il  faut  néces- 
sairement comparer  cette  analyse  avec  celle  où  l’on  tiendrait  compte 
seulement  des  perturbations  de  l’époque,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
de  la  partie  variable  de  la  constante  arbitraire  /.  Or  nous  venons 
de  faire  voir  qu’en  voulant  envisager  la  question  sous  ce  point 
de  vue , l’on  doit  avoir  ^ an  Heu  de  V pouf  e.xpression  de  ce  rapport. 
11  est  par-là  établi  qu’il  y a un  vice,  soit  dans  l’analyse  exposée 
dans  la  Mécanique  céleste,  soit  dans  l’analyse  exposée  dans  la  Con- 
naissance des  tems  au  sujet  de  cette  inégalité.  L'une  et  l’autre 
conduisent  cependant  au  véritable  coefficient  mimique  ^ qui  entre 
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dans  la  valeur  de*  t en  fonction  de  p,  en  vertu  d’une  exacte  coin* 
pensation  entre  les  erreurs  existantes  dans  les  parties  qui  concourent  à 
la  formation  de  ce  nombre  remarquable.  De  pareilles  réflexions  n’offrent 
aucun  intérêt , ou , pour  parler  avec  plus  de  justesse , elles  restent 
inaperçues  par  les  astronomes  qui  comparent  seulement  le  résultat 
de  la  théorie  avec  l’observation;  mais  on  ne  saurait  en  méconnaître 
l'importance  réelle  dans  une  théorie  approfondie  de  la  Lune. 

Par  la  même  raison  l’on  verra  avec  satisfaction  que  pour  établir 
incontestablement  le  coefficient  nous  avons  exposé  dans  le  n.°  i38 
Tanalyse  propre  à rendre  évidente  la  nullité  d’un  terme  qui  fait  partie 
de  l’intégrale  ' Il  est  vrai  que  tous  ces  détails  rendent  notre 

démonstration  prolixe;  mais  il  nous  parait  impossible  de  les  éviter 
sans  tomber  dans  une  obscurité  fatigante.  C’est  surtout  dans  un  sujet 
aussi  compliqué  qu’il  importe  de  viser  à ce  degré  de  rigueur , que 
l’on  voit  souvent  conservé  avec  beaucoup  moins  de  nécessité  dans  la 
démonstflation  des  vérités  élémentaires  de  la  science. 


Recherchs  de  l’enjrresàon  analytique  du  premier  ternie  du  coefficient  de 
rinégalité  à longue  période,  ayant  pour  argument  (3i  — 2g—c)v, 
due  à la  différence  des  deux  hémisphères  terrestres. 

143.  Reprenons  les  équations 
dd 


dy  ( f.  dSX  \ cos  BV 


que  l’on  déduit  de  celles  posées  dans  le  n.°  68,  en  raisonnant  comme 
dans  le  n.®  i3j.  En  faisant  pour  plus  de  simplicité  B = K^y^E^sinia  , 
les  formules  posées  dans  le  n.®  3o  donnent  pour  l’objet  actuel 


a 


'(1) 


jeB-i^ssin3î(si  --eB-u‘cos  3it> . 

4 U av  4 
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Maiiitenanl,  si  l’on  fait  s = ysingv,  l’on  aura 

3 (■  1 ■ • /O  ■ \ \ 

rfii  = 8 ■ 3 " *'^(3 » - 2g)  (- j » 

■”  co«(3i  - 2g)  • 

En  réduisant  la  valeur  elliptique  de  u à 

= An.lyv(^ 

et  considérant  seulement  les  trois  argumens  3tp,  (3i — 2g)(>, 
(3t  — 2g  — c)v  , il  viendra 

[ ^ fin  3 1 V — «’/i  (3 1 — 2g)  V — e iin(3 i — 2g  — c)  P ^ i 

Donc  en  intégrant  ces  expressions  et  posant  3^  — âg  ~ 

(i  -»-y“)*  = I , h = h^,  nous  aurons 

ç.*  3 ( I ,0.  \ e,cos(,3i—ig  — c)v} 

^^=8-  Tf  \--^cosSiu*cos(Zi~2g)u^  ‘ 3i~2g~c  j’ 

e,sin(Zi—ag  — c)v} 


M 


~dv  8 /»'■(!  -t-  ' 

dy  3 a^By 


Sy=|-^6^]  |««3ip-«-«rt(3i  — 2g)p- 


3i  — ig  — c 


En  substituant  ces  valeurs  dans  Féquation  s = ysin{v—6),  après 
l’avoir  réduite  à la  forme  a = Sy  singv  — y^^ôcosgv , l’on  trouvera 

3 e,y,cos{3i  — g — c)v  i /o-  \ ? 

* = Ârj-8-  3i-ag-c  -;y.<^°^(3*-g)»j^ 

OÙ  il  importe  de  remarquer  que  le  premier  terme  de  cette  expression 
a pour  diviseur  la  petite  fraction  3i  — 2g—c. 

144.  Considérons  maintenant  l'équadon 

d-A‘  a dû  3 <rBu.'cot  3iv 

dv  ^ u*dp  a * 

En  y faisant 


(I -*-»»)■ 


w*  = -*-5f-^2ecoicvp'i-f 
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nous  aurons 

^ COJ  3ÎP  3«  • £0«  CP  * COJ  3 f p\ 

di>  ~ A'(i-h/)*V  (•  / 

Comme  nous  conservons  seulement  les  argumens  (3t— 2^)v, 
(3i—2g  — c)v,  il  suffit  de  prendre  (i -•- » = i -|«  = Jy’cos  agp; 
(i  I— 3-55  ==  |/*co4  2gp,  ce  qui  donne 

\d'h  . /3*  \ /O*  \? 

^p:;:yïjî^-8ey  C04(3i-2g-c)p--^y  co4 (3t - ag) p | • 


dp  0 y'] 

En  posant  (i  /)*  = i , et  intégrant  l’on  obtient 
d’où  l’on  conclut 

L’expression  de  $/  trouvée  dans  le  numéro  précédent  donne 
V = ay,Sy  = ^j  3^^*  ~~!f  7 ~ ^ y,*  fin  (3i  - ag)  p j ; 

partant  la  variation  de  la  fonction  k‘(  1 ■*-  y*)  sera 

,J,  a.  3 e.y^  s'mlVi  — ig — c)  P 3 a • /q-  _ \ ? 

^(«-*-y)=^j-  8-  3.-ag-c  -76^» 

145.  A l’aide  de  ces  résultats  il  est  facile  d’obtenir  le  terme  affecté 

de  l’argument  (3t  — ag — c)p  et  divisé  par  3i— ag— c,  qui  entre 

dans  la  valeur  de  u.  Pour  cela  remarquons  que  la  fonction  eco4(p  — or) 

ne  peut  donner  des  termes  de  cette  espèce  et  que  par  conséquent  il 

suffit  de  prendre  u = rrr— — n 
‘ n (i  y ) 

En  prenant  V i^ss  = i -►Jy*  et  en  substituant  pour  y*  et  ft’(i-.-y’) 
les  valeurs  précédentes , l’on  obtient 

„ — ^ t,y,*4m(3t  — ag  — e)p 

16  A,*  3i  — ag  — c ’ 

OÙ  le  coefficient  numérique  ^ | ' 

7«n«  I.  ai 
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146.  Gela  posé,  cherchons  les  termes  affectés  du  même  argument 
qui  entrent  dans  les  valeurs  de  e et  de  cr. 

Réduisons  les  expressions  de  rapportées  dans  le  n.°  68 

à celles-ci  : 

^ j \y cosis -c)v^\ycos(g-^c)v\^^^ 

et  faisons  d’après  les  formules  du  n.°  3o 

iljij  = B • s sinZiv -, 

r\  Jd  (— s ss)u^  sialiv  . 

% = oB 

dù  ^ 3 M*  cos  3 i P 

iT^  4 

Comme  il  suffit  ici  de  prendre  u = nous  poserons 


a. 


<r*B 


'(»)  A'’(i -t- 

dû  3 (r’jJ  cos  iiv 


4 /«n.-yT 

Maintenant,  si  l’on  fait  = i— 3i5;  (i -4-si)“â=  i — |.jj, 

il  viendra 

îï,  = , (—  I • S5^  iÛl  3t  K , 

dû  3 ar'B  y 5 \ a- 

U du  4 /r(>-+-y  ) \ a / 


Mais 


ysingv,  s’  = — Jy“cos2gp;  partant  nous  avons 
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a 


<r^j? 

A“(iH-yy)^ 


‘’^V 


|(_  1 4.  -^-y‘)sin  3i^  - ~y^w(3i-2ÿ)p-  ^/«n(3i  - 2-)pJ; 

dû  _ 3 <r’5  5 IV  5 , ■;  . 3 

u‘dp  Â’AHi+yy)'^^  )C0i3iP4.jy  c05(3t-2g^)p-«.  -y’c05(3j  + 2g)p5- 

En  substituant  ces  valeurs  dans  celles  de  ÿ , e l’on  trouvera 

au  au 

de  3 

dp  “ Ï6  • - 2g  - c) P . 

,dw  3 • /O.  . 

(3t-2g-c)p, 


A''(i-*-yy) 

où  l’on  a .4-  ^ - H — ; 

i6  3a  3a  3a  3a’ 


1.  l5_  3 

l6  3a  3a  3a  3a 


En  intégrant  ces  expressions , et  posant  ( i -*-  7)’  = i , l’on  obtient 

s - 3 tr^By'  sût  (3i  — ag  — c)  p 

~ i6’  V 37^'ag-c  ■’ 

eStv  = 3 _(r^By‘  coe  (3i  — ag  - e)  p 

' 16  h**  3i  — 3^  ^ c 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  l’équation 

ecoj(p  — w)  = Se  cos  cif -*•  e Sur  sincv , 
il  en  résulte  • 

ecor(p  - UT)  = 4 • ~P-  ■ ■ 

En  réunissant  le  ternie  de  la  valeur  de  it  donné  par  la  fonc- 
tion  ^ec04(p  — tv)  avec  celui  trouvé  dans  le  numéro  précédent,  l’on  a 

“ ==  h*(Zi-2g-c)  I h ^ - 25  - c)  ^ «n(3i  - ag’)  p | ■ 

147’  L expression  de  ü trouvée  dans  le  n.°  29  donne 

fd'Q,  = a = 1 uBitUiniiv 

^ ( I -*-  < j)  a 
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En  y faisant 

= Â"(i  1 cos{v-ia)j  = A«(,  1 yy)t((  5)V4(  côs  cv)  1 

et  remarquant  que  nous  retenons  seulement  l’argument  {3i  — ^g  — c)v, 
il  suffira  de  prendre 

<r^Be  cot  cv  sinZiif 

J A*  ( I -4- y (!-♦-«)• 

Maintenant,  si  l'on  fait  dans  cette  expression  (i+m)“*=  i-a-M  =y^cos%gv, 
il  viendra 

= - k • (3i  - ag  - e)  V ; 

et  par  conséquent , en  posant  ( i y “)“  = i , 

J J 4 A,‘(3*-3g-c) 

Mais  a = — , ainsi  nous  avons 
' <r  ' 

f/tA,,  _ 3 e,Y'cos(3i--;ig  — c)f 

4 ' A,*  ‘ (,3i  — ag  — c) 

148.  Réduisons  la  valeur  de  ^ rapportée  dans  le  n.“  68  à ces 


termes  : 


t- 


/3.  11  .y  Aûfij 

-yH'ïgv-t-— eyiw(g'-cc)v^ 


/ 3 I > 

( a-- e coi  CP— -y  C05  a^p  1 ■ 


( r • la-  \ h dix 

5ei«CP  -y  iinagP 

En  prenant 

fî(,)  e=  ^ i iùi  3tp  = ^^-^^imgpsin3ip(i  -«-aecoicp) 


a. 


(a) 


= g)p*|ecoi(3i— g — c)p^i 

= ■*-  sinSiv  |(i  -♦•  ii)“-*-3ecoicp(i 
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= I 3in  1 1 •^-  3(i  -*-  Ji)e  coici'^ 

= — I 3-H  ^5i)cc05cp| 

= ^ sin  liv  1 ■♦•yy'-^/cos  2gt>««-(-3'4*  ^/)e  cosct>-^c/cos(2g-w:)| 
“ ^ “ tI  - 2g)«  — ^ e 5in(3t  - c)  P — c sin  (5t-2g-c)K^  ; 

jpjjr  *=  ----j^C04  3t*>(l  - ^44)  I I -H  44  -*-  2eC0iCt»J 

3 o^D  *>  • / 5 \ 

= — - *-77- cos  3ip(l  — -55-*-  %ecoscv) 

^ fr  'a  ' 

=s  — - --^co5  3ip(i  "**4^  cos%gs?  -*•  ae  COJ  C(^) 

e - ^|-^/co«(3i  — ag)‘’-^eco4(3i-c)o|» 

l’on  obtiendra 

~{^y$mgi>*jeysin{^c)^  ^ ^ (^*^)^ey^sin(3i'-2g-c)ui 

(2-^ec04CK-i/c04  2g:j»^  ^5^'  t=  ^ ^J^ey^sinÇSi- 2g-cy, 

le-  la.  \Atiû  / /S  3\<rBa./9-  » 

(^-Se4wCP^-y  sm{^3i~2g- c)v. 

Ainsi  il  est  clair  que  l’on  a 

/O  33  Si  45  3 7S  S\trB  2 . /o.  ■> 

si  = (^-"6;--i6-"§ï'^8ri‘*’'i6)-F«r  ^«(3.-2g-c)., 

OU  bien 

rf/  147  <rB  a . /O-  \ 

si  = “ 67  • • 

Donca  en  intégrant,  nous  aurons 

f = làZ  . ‘‘  y * — 7g  — c)  g . 

■f  64  A,’  3»  — ag  — e 


149.  En  réduisant  la  valeur  de  t -*- f donnée  dans  le  n.°  63  à 
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t -)-f  a fA'dv  — ^ e sin(t>  — cr)  , 

J’on  aura,  en  y substituant  pour  / et  J'A'dv  les  valeurs  que  l’on 
vient  de  calculer , 


64  A/  3i  — %g  — c a ' ' ’ 


M7 

64 


Le  second  terme  de  cette  expression  de  t renferme  la  fonction  • 


e «rt  c 


P — e S 


tsrco5CP 


)- 


•SV(i 


En  y substituant  pour  Se,  e^S®  les  valeurs  trouvées  dans  le  n.®  J46, 
nous  aurons 


esin  c{f 


*—  e S 


crcoicpi 


3 oB  y'  cos  (3i  — og)  v 
8 hj  3«  — ag  — c 


Les  valeurs  de  A’  et  y*  produisent  dans  la  fonction  — 
un  terme  affecté  de  l’argument  (3i  — ag  — c)  f ; mais  on  doit  le 
négliger  dans  cette  approximation,  à cause  qu’il  ne  se  trouve  pas  ' 
divisé  par  3i  — 2g  — c. 

11  suit  de  là  que  nous  avons 

99  (tB  g,  y, 'cos  (3i  — ag  — c)  (>  3 oB  y ‘cos  (3t  — ag)  p 

* 64  ' A,5(3i  — 3g  — c)  ‘*'8  A/(3i  — 3g  — c) 

Tel  est  le  résultat  de  l’effet  direct  produit  par  la  différence  des  deux 
hémisphères  terrestres.  Maintenant  nous  allons  calculer  la  partie 
correspondante , produite  par  la  réaction , c’est-à-dire  par  la  fonction 
qui  représente  la  force  perturbatrice  du  Soleil 

] 5o.  Pour  cela  développons  d’abord  les  termes  donnés  par  cette 
partie  de  l’intégrale  J'd'ü;  savoir 

(Voyez  n.°  108).  En  y faisant 
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nous  aurons 


~ ■►«)"'  — 2(1  f si)"Tecoi(.7-07)^|e’|, 


ou  bien 


— 2(1— 2i5)ecoi(p  — 07)|. 

Donc,  en  négligeant  le  terme  multiplié  par  e cos(y - w) , qui  ne 
peut  rien  donner  ici,  il  viendra 

Cela  posé , si  Ton  écrit  pour  plus  de  simplicité 
4“'V*'®  aa'V^'  ; 

Ion  trouvera,  à l’aide  des  formules  précédentes, 

iA  = 8A'*^aA‘'S/^-A'’Se*  ==  9 \ 0-*^ <,y,’ ««(B^ - ag - c) c» 

=»  ' V 4 a V(3i-a£T-c) 

SG  = A^(Se  cos  cv  e Sor  sin  cv)  = -^  • *'  ; 

SC  = -h‘'W  — 3 . y;  sin  (3t  — ag  — e)  p 

a < ' 8 tr^i-^g-c)  ■ 

Donc,  en  réunissant  ces  parties,  l’on  aura 

r^'Cs = ! . *, r'siniZi  — ig—c)v  3 M'(rB  y,’ sin (3i  — arW 

64  • 3i-îg-c  'ST-ag-c  ’ 

où  l’on  a — 


31  3 9 


64 


64  3a 


Maintenant,  si  l’on  remarque  que  l’on  en  conclura  que 

cette  expression  peut  être  mise  sous'  cette  forme 

fd'Si  = - — . *"'^"**  . -ig-  c)  „ 

64  A • Zi  — 3g  — c 


-3g. 

^ m*  y,* tûi (3t  — ag)  p 

3a  A,*  3»  — 3g  — e 
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i5i;  En  considérant  le  terme  affecté  du  signe  intégral  qui  se  trouve 
dans  l’expression  de  — donnée  dans  le  n.®  io8,  l’on  en  déduit 

J'd'Sl  = — ^ - ^dvh\\  yyf  sin  -*■  e coi (v  — or)  | . 

Pour  l’objet  dont  il  est  ici  question  il  faut  calculer  les  termes  aflfectés 
des  argumens  aE  3i  — 2g  — c , 2E  — 3t  -t-  ag  c qui  entrent 

dans  le  facteur  j/i  ecos(v  — • Or  il  est  facile  de  voir 

que  ces  termes , dans  l’ordre  que  nous  considérons , ne  peuvent  ré- 
sulter que  du  développement  de  la  fonction  5“.  Donc  en  réduisant  la 
fonction  sous  le  signe  intégral  à dnïEv,  il  est  nécessaire  de 

chercher  le  terme  affecté  de  l’argument  (a£— 3t-t-g-t*c)v  qui  entre 
dans  l’expression  de  s. 

iSa.  Pour  cela  reprenons  les  équations 

^ e=  -^m*y4w(av  — aô), 

3 3 / « 

— = _ _ m C05(2t>  — 26) 

trouvées  dans  les  n."  yS  et  81.  Ces  équations  donnent 

^ = I m’ y,Sôcoi(aJ?— ag)  ^ 5În(aZ— ag)  V , 

g*  t=  — ^ m’Sô  sin(2E—  ag)  v. 

Donc  en  y faisant  (Voyez  n.°  148) 

S-  _ 3 e,J',sini3i  — 2g  — c)v 

- ü h,o  ■ 3i-2g-c ’ 

3 e^cos{Zi  — ag  — c)p 

3i  — ag  — c ’ 

l’on  aura 

/ 9 , . 9 \ m*  g,  y,  cos  (ag  — 3t  e)  n 

dv  \3a  64/  h/'  3i  — ag  — c ’ 

dô  _ 9 <r’7?  m’  r,  sin{aE  — 3»  ->•  c)  e 

dv  ~ 3a  " 3i — 2g  — c 
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En  intégrant  ces  expressions,  et  observant  qn’il  suffit  ici  de  faire 
—T — r ~ — ’ l’on  obtient 

3-t  — il  -*•  C 3OT 

J ^ ^ e*Be^Y,sin(2E—3i-*- c) 

‘ ^ ia8  m A, ''(3»  — 3g  — c)  ’ 

^ 9 m’  (r^B  «,  cos  (lE  — 3i  c)  P 

64  m ^ — '^) 

Or  nous  avons  s = (y,-*- S7) — Sô),  et  en  développant 
s = {^ysingo  — y^^ôcos go)  singv-~iy  Sdcos gi> . 

Donc,  en  substituant  pour  Sy  et  Sâ  les  valeurs  précédentes,  il  viendra 

• h singo-.yîiArnspi.  ^ ^ ^ cos^3E-3i^ c)o 

En  ajoutant  à ces  mêmes  valeurs  de  Sy  et  8â  le  terme  affecté  de 
l’argument  (2E—2.g)v,  dû  à l’action  du  Soleil  (Voyez  n.“*8oet  81), 
et  posant  les  équations 


8y  = 

3 

^y^cos(2£'— 

\ 3 

<r^Be,r, 

8 ■ 

A,‘(3i  -3g- 

11 

3 

— sin(2E — 
m ' 

2g)i>*l 

o'Be,r, 

8' 

A,*(3i  — ag  - 

-c) 

*on  en 

tirera 

— y 

a '* 


partant  il  est  clair  que  l’on  a ' , . 

, \ 

9 ni  y 

V.  f ~ 64,:  m ’ <:0s(2E-  3i  -^g  c)  P , 


OÙ  le  coefficient  numérique  = -ÎZ. _ _2_  . 

, . , . . *4  aS6  ta8  aS6 

Oette  inégalité  en  latitude  est  analogue  à celles  dont  les  argumens 
sont  (2E  — g)i>,  (2E  — ï)v. 

Tome  /. 
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i53.  Actuellement  si  l’on  forme  cette  valeur  de  s,  savoir 

3 m*  • / r \ 
s = y^singv-i-  ^•  — y^sin(2,E  — g)i> 

- j i -g-  c)  - ^ co5(aÆ-  3i  -«.g  ^ c) . j 

(Voyez  n.“  142  et  81),  l’on  en  conclut 

= ~ éV  ^ ' h}Çi-*i-c)  j^^(2g-*-3t-ag-c)p-fm(ag-3iH-2g-.-c)t>  j • 
Donc , en  multipliant  cette  fonction  par  $in  lEv , nous  aurons 

/ sin  q.Ev  = o — • i ^ — - CQslii  —2g  — c), 

ce  qui  est  analogue  au  résultat  trouvé  dans  le  n.°  i38,  à l’égard 
de  l’argument  (g  — ï)v. 

n est  inutile  ici  de  considérer  la  fonction  - • ~ ?*'  \ qui 

4a’  U ^ 

constitue  le  second  terme  de  l’intégrale  (Voyez  n.®  108), 

parce  que  le  terme  qu’elle  donne  n’appartieut  pas  à cette  première 
approximation.  ’ 

Concluons  de  là  que  l’on  a 

3 m arh*  /’,  1 . „ E.  _ 

T-rri  dv  s siniEv  = o, 

a <r  a'^  J 

et  que  par  conséquent  la  valeur  complète  de  l’intégrale  J'd^Q>  donnée 
par  la  réaction  est  fournie  par  le  résultat  trouvé  dans  le  n.°  iSo;  de 
sorte  que  l’on  a ( ! 

63  in*  ffB  « y ■ , g . . O m*  vB  y ’e<w  (3«  — ae)  v 

= Ô;  • - ag - c) . ^ ^ ,„4i—ë-c)  • 


1 54.  Considérons  maintenant  les  termes  donnés  par  l’expression  sui- 


vante de 


dv' 
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df  3 h / |I3  Il  • . - \ \l  > 

di  = - Z-  ■ 

--•-JJ--—,  -+•-)'  — -eco4(p— cr)— -y  cos  2gv  j 

{ Voyez  n.“*  68  et  27),  . t(  . û-  ' 

En  y faisant  s = ysin^v,  l’on  comprendra  sans  peine  que  pour 
l’objet  actuel  il  suffit  de  prendre  > v - . , 

df  9 ,r«”  Av*  1 vifa'i  A>  / /:  > 9 a 3 , ,\ 

■**  ' f \ 

Dans  Je  premier  terme  de  cette  expression  l’on  peut  faire  « = ^ > 
et  dans,  le  second  l’ou  posera  ^ ; j, , . „ 

_t_  _ A‘(i 


— j/i^-«-*'ecor(p— ty)|  ■ = - f ~ I co4(t>- a? )^ • 

Alors  l’on  aura 

~ 9 M'u'Vy'  . -“-.i  .-  V ■ ' ■ , ■* 

rfp  8 <r’ 

_ _ U A^I — 211^2*6e*-<-5/_|ec04(K-tsr)^^i-^y  *3e’-3eco4(p-s;)^, 
ou  bien 

rf/_9  AfViA^»  , , , a./,  O,  57  a .5  A 

rfp  “ 8 — ?»  ~â  3y  - - e cos{v  - ^)y 

Maintenant,  si  l’on  fait  u = ^,1  -rr^  = ”,t-  •>  nous  aurons 

4h  Ot  fl* 

df  m'h?  / S7  a 37  a l5  , A 

dv  - --eco4(p-®)j. 

Les  valeurs  précédentes  de  h',  Sy,  Se,  e Sw  donnent 

' l <’ 

?2  A >, Sy  = sin (Si- îg-c)v, 

-^A>Se  = ^ • W-4-C  --  ag  - c)  V , 


iS 


— h'^ecos(v — tb)  = 
4 ' ' 


45  <T'Bhfrf  . 
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Donc , en  substituant  ces  valeurs , il  viendra 


t/v 


/8i  81  i/iX  (r5m’e,y,*  . . 

U - 3i  - 6^)A,\3i-ue-c)  - 0 ' 


45 


* ’•  t I I V.  • V. 

En  intégrant  cette  expression  et  posant  t ~ = j , l’on  a 

, _ 333  vB  •y‘cài(3i  — 3g~c)v  48  aB  m*  y,*  cos  (3t  — ag)  v 

^ 64  A,’  (3»  — — e)*  64  lï^  Zi  — ag  — c 

Cette  valeur  de  / ‘ et  celle  de  J'A'dv  trouvée  dans  le  n.“  i53 
étant  substituées  dans  l’équation  t-*-f  ~ J'A'dv^'^  W en  résulte 

— , „ aB^  e^Y‘cos  \Zi  — ag  — e)  v , 

~ 3a  À,’  (3*  — 3g—  c)* 

• • I ■ 

63  trB  m*  y,*  cos  (3i  — ag)  v 
"*'64  A,’  " Zi  — 3g  — e ’ 

. |,  i35  63  333  63  n 48 

ou  Ion  a = 

Telle  esc  la  valeur  de  i donnée  par  la  réaction.  En  la  comparant 
avec  celle  trouvée  dans  le  n.°  149,  l’on  voit  que  l’effet  direct  donne, 
à l’égard  de  l’argument  (3i  — 25) v,  un  coefficient  d’un  ordre  infé- 
rieur de  deux  unités.  Il  faut  en  conséquence  supprimer  le  terme  affecté 
de  cet  argument  qui  entre  dans  la  valeur  de  t produite  par  la  réac- 
tion. Alors  en  réunissant  cette  dernière  valeur  de  t avec  celle  donnée 
à la  fin  du  n.°  149,  l’on  a » 

‘ = j “ 64  • 3l  -7g-c  - • 3(^  - ag  - cÿ  S V - 2g  - c)  V 


3 a-B  y'  cos  (3*  — ag)  v 
8 A,’  Zi  — 3g  — c 


En  multipliant  cette  valeur  de  t par  n = ’ et  remarquant  que 

l’o't  8ura  en  substituant  pour  B sa  valeur  (Voyez 
n.°  143)  et  posant  pour  plus  de  simplicité 
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//  = - 


59  . « . 

64  3i  — 3g  — c 


>35 

3a 


(3*— ag  — «)* 


H'=.  tr- 


nt  = 


8 3i  — 3g—c 

j H e^y  * cos(3i  — ag'  — c)v  H' y*  cos  (3i  — ag) 


Ifisin^o 


(3) 


• ' • ï -D’  3 

En  réduisant  en  nombres  le  coefficient  K^^^^sini»,  on  le  trouve 

au-dessous  d’un  centième  de  seconde.  Mais  il  importe  de  ne  pas  perdre 
de  vue  que  l’analyse  qui  nous  a conduit  à ce  premier  terme  ne  suffit 
pas  pour  décider  si  cette  inégalité  est  réellement  sensible  ou  non.  Les 
termes  suivans  pourraient  dévoiler  une  série  divergente,  propre  à faire 
voir  que  l’on  s’éloigne  beaucoup  de  la  vérité  en  voulant  juger  de  sa 
valeur  absolue  d’après  la  connaissance  du  premier  terme  seulement. 
En  conséquence  nous  renvoyons  l’examen  ultérieur  de  cette  question 
au  chapitre  où  ces  inégalités  sont  reprises  et  développées  par  une 
antre  méthode. 


Réflexions  sur  Us  méthodes  employées  par  M.  de  Laplace  pour  calculer 
le  coefficient  de  V argument  dépendant  de  la  différence  des  deux  hémis- 
phères terrestres. 


iSS.  Observons  d’abord  qu’en  réunissant  la  valeur  de  J'd'ü,  trouvée 
dans  le  n.°  147  avec  celle  obtenue  dans  le  n.®  iSa,  l’on  a,  en  vertu 
de  l'action  et  de  la  réaction , 


Or  en  faisant  ici  g = i J m* , c = 1 — | m’  et  i = i , il  en  résulte 

^ • ~ 1/  (3t  — ag  — c)  V . 

On  voit  par-là  que  le  coefficient  numérique  qui  affecte  ce  premier 
terme  ne  se  réduit  pas  à zéro,  comme  cela  est  arrivé  dans  le  n.®  140 


Digitized  by  Google 


1"4  THÉORIE  DU  MOUVEIHENT  DE  LA  LUNE. 

h l’egard  du  premier  terme  du  coefficient  qui,  dans  la  même  intégrale, 

affecte  l’argument  i)p.  Il  est  vrai  que  dans  ce  cas  l’on  s’écarte 

beaucoup  de  la  valeur  véritable  du  coefficient  — ~ ■— — en 

* ■ 04  3l  — 3g  — c 

prenant  seulement  le  premier  terme  de  son  développement  ; mais  il 

est  évident  que  même  en  prenant  pour  ff  et  c leur  valeur  totale 

(ce  qui  revient  à faire  3i  — *- c = o,  00040998),  l’on  n’aurait 

pas  zéro  pour  la  somme  des  deux  termes  — i — ^ . — — !5 Donc 

r r 4 6^  li—^g—e 

il  n’est  pas  permis  de  supposer  l’équation  jdü  — c,  à l’égard  de 

l’argument  (3t  — 2g  — c)v.  Ce  cas  particulier  confirme  ce  que  nous 

avons  déjà  avancé  dans  le  n.°  ia5,  contre  la  Vérité  de  la  proposition 

générale  émise  par  M.  de  Laplace  au  sujet  dos  àrgumens  à longue 

période.  Cette  remarque  suffit  pour  démontrer  que  le  calcul  exposé 

dans  la  Connaissance  des  Tems  pour  l’année  1824  (pag.  804  et  807) 

ne  peut  pas  donner  ni  le  premier  ni  le  second  terme  que  M.  de  Laplace 

s’était  proposé  de  trouver,  puisque  dans  son  calcul  il  suppose  l'équa> 

tion  ^d'Çl  = O. 

i56.  L’expression  du  premier  terme  du  coefficient  de  ce  même  ar- 
gument publiée  dans  la  Connaissance  des  Tems  pour  l’année  1828 
(page  287)  mérite  un  examen  plus  détaillé. 

Remarquons  avant  tout  qu’il  manque  un  terme  dans  le  calcul 

de  la  fonction  çQ-çj  ^ gj  l’on  élimine  r'dv  au 

moyen  de  l’équation  ^ 1 comme  M.  de  Laplace  le  prescrit 

dans  la  page  286,  et  si  l’on  observe  qu’ici  l’on  peut  supposer  = i, 
l’on  aura , en  nommant  X la  fonction  précédente  , 


X 


^ <U> 


!■ 


11  sera  démontré  ci-après  (n.°  161)  que  l’équation 


r = donne 

U 


i-e  cos co)  - 3 ^ 

tr\  * / h/'  ^10  3*  — 2g 16  3i  — 2^— c ^ 

tir  H*  c 

Donc  en  prenant  ^ = —e^sinev,  il  est  évident  que  le  produit  de 
ce  terme  par  Sr  donne 
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rfrj  3 <tBc  g,  y,*  sincv  x (3i  — ag)  k 

dv^’’  ” 16  I h'  3i—3g  — c 

_ 3 (tBc  e,  y,*  cos  (~3t  — 3g  — c)t>  ^ 

~ 3a  " h'  ’ Zi  — 3g  — c 

En  faisant  le  carré  de  la  valeur  précédente  de  r-*-îr,  et  conservant 
seulement  les  ternies  multipliés  par  B,  l'on  obtient 

J J _ vB\  Z «,y,*  w(3t  — ag  — e)p  3 y,‘>M(3t  — ag)  p > 

A,*  ^ 16  ii—3g  — c 8 3i  — ag  — e 

Donc , en  différentiant  cette  expression , le  diviseur  3i  — — c qui 

affecte  l’argument  (3i — 7.g  — c)v  disparaîtra,  et  il  suffira  de  prendre 


dv  sV  ^)K  ii  — 3g-c 

11  suit  de  là  que  si  l’on  fait  u*  = ^ ae^ coi  cv) ^ l’on  a 

I ,*coi(3i  — 2g  — c)v—  I (3i-ag)  y/coî(3t-aê)v^ 


tr^B (i -t- 3e,cos cv)^  3 

h,\3i-3g-c) 

d’où  l’on  conclut , en  retenant  seulement  l’argument  (3t  — 2g  — c)v, 
X = 

En  faisant  B = — 4/f,  cette  expression  devient 
‘ X = 


<r’B{^c — b{3‘  — ae)}  a /o-  . \ 

— A,n3i-ag-c)  ".y.  C05(3t-2g-c)v. 


{ 8 — 2 (3i  — 2g) } A / 3 * \ 

e r,  co^ (3. -2g-c).. 


Ainsi  il  est  évident  que  M.  de  Laplace  a omis  le  terme  plus  con- 
sidérable, c’est-à-dire  celui  multiplié  par  ^(3i — 2g),  puisque  sa  va- 
leur de  X donnée  dans  la  page  a37  revient  à 

— . f I f* 

Dans  le  cas  actuel  l’on  peut  supposer  dt>  = dv,  comme  l’a  fait 
M.  de  Laplace.  Pour  le  démontrer  observons  que  dv  désignant  l’éle- 
ment  de  la  longitude  par  rapport  à l’orbite  décrite  dans  l’espace, 
l’on  a l’équation  ( Voyez  n.°  24  ) 
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Donc , en  se  rappelant  que  r*  = ^ viendra 

dv 


di* dv' 

r‘ dd  h'U'r'dv' 


Alors  la  fonction  posée  dans  la  page  a36  du  volume  cité  devient 


l'-gale  à 


SHudvsinZfv  ^ ,1.  1 , . 

— 77 — j-rr  ; et  il  en  résulté  que  la  substi- 


ds 


tution  des  valeurs  elliptiques  de  u,  s,  ^ donne  le  terme 
5dt*<?  5//(7  — g*)ey*d<*  . , 

ce  qui  s’accorde  avec  le  résultat  trouvé  par  M.  de  Laplace,  lorsque 
l’on  fait  7 — g*  = 7 — I = 6,  et  = a^ 

1 57,  En  faisant  la  correction  indiquée  plus  haut , et  réunissant  tous 
les  termes  auxquels  M.  de  Laplace  a eu  égard,  son  expression  de  St' 
devient 

Sp  = N CO  s {Zi  — ag — c)p, 
où,  pour  plus  de  simplicité,  l’on  a fait 

«T  3 <r’We,  y*  Sc  * \ g(^^-g-c)-i  - O'in*  ) 

Pour  rendre  ce  coefficient  plus  conforme  à celui  de  M./  de  Laplace , 
il  suffit  d’observer  que  l’on  a ' ■ 

g(3t  — g — t)  — 1 ^ g[ii  — ag  — c)->-^  — i ^ g*— > ^ 

3i  — 3g  — c 3i  — 3g  — c ..  P 3i  — 3g  — c 

OU  bien  ( en  faisant  g = i , g’  — i = | ni’) 

g(3i  — g — t)  — » _ J , 3 m'  . 

3i — 3g — c 3 3i — 3g  — c'  , 

mais  nous  préférons  conserver  la  forme  primitive. 
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Actuellement,  si  Ton  remarque  que  l’on  obtient  le  terme  corres- 
pondant qui  entre  dans  la  valeur  de  nt,  en  changeant  le  signe  du 
coefficient  N,  l’on  a 

ne  = Mcos{ii  — 2g  — c)o , 
en  posant  B = — ^H,  et 

M = 4 ^ a (3i-  ag)  -H j. 

16  A,‘(3t- ag-c)^  a V 6/  ii-3g~c  3i-3g-c^ 

Eu  partageant  le  coefficient  Af  en  deux  parties  correspondantes  à 
l’effet  direct  et  indirect , l’on  comprendra  sans  difficulté  que  suivant 
l’analyse  de  M.  de  Laplace , l’on  a par  l’effet  direct 

• 6 a ii-ig-c  J 

et  par  l’effet  indirect  •+•  ^ . • 

* 16  rt,(3i— 3^  — c) 

1S8.  M.  de  Laplace  obtient  cette  seconde  partie  en  calculant  les 
termes  donnés  par  la  fonction 


lorsque  l’on  y fait  R = — — a-rs)  = — ^^-^r\i-—3-ss},  et  que 
l’on  développe  les  termes  qui  en  résultent  multipliés  par  B.  Pour  cela 
il  observe  que  l’on  a J^  dR  = iR,  — 4S/?;  et  par  con- 

séquent 

Or  il  évident  que  la  fonction  nommée  SR  par  M.  de  Laplace  est 
précisément  égale  à la  valeur  de  l’intégrale  — fi  ^ trouvée  précé- 
demment dans  le  n.®  1 5o  ; partant  l’on  a 

ÿn  _ <r^Æ.m*.g,y,*jin(3i — ig—c)v  ^ <r^gm*y *fM(3»  — 3^) v 

‘ "^64'  /t*(3i—3g  — c)  ■*‘3a‘  h’(3i--3g  — c)  ‘ 

Avec  une  légère  réflexion  l’on  comprend  que  le  produit  ss-arSr  ne 
Tome  /.  ■ a3 


Afu'’ 
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I>eut  rien  donner  ici.  Donc,  en  posant 
dans  le  n.®  i56, 

i — ag—c)  V 


Mu'i 

U 


Ar 


A," 


•>  et  comme 


J a _ 5 ^ g,  y,*«n(3i  — ag  — c)  v 3 y,*i«i(3»  — 2g)  v} 

^ ^”A,*^i6  ii—ag  — c "^8  3<  — — e 


il  viendra 

P — di>  3\e,Y,'sin{3i  — ag  — c)p  /ai  3 \Y'sin{3i  — ag)v} 

A,*  AV^\64  64/  ii—ag  — c \3a  3a/  ii  — ag  — c ^ 

Si  l’on  remarque  maintenant  qu’il  sulEt  de  prendre 


j-ï=-L(i  — 2e  coscv  ) 
U <r  ' ' ' 


coscv  1 1 


l’on  en  conclura  que,  en  conservant  seulement  l’argument  (ii  — 2g  — c)v , 
l’on  a 


„ a'B-m'-dv  /147  3 ai  3\  , . ,3.  . 

^ = A>(3i  - 6i  - 3^  * y.  - ag  - c)  I 


a7  <r  M-m  •av  » • /o-  \ 

= -ï'Tzrr- ; « y sin(6i~- 2B  — c)v\ 

16  h*(il  — 3g—c)  ' O / ’ 


A/(3i  — ag— c)  ■ 

c’est-à-dire  le  terme  donné  par  M.  de  Laplace. 

Or,  en  comparant  chacune  de  ces  deux  parties  avec  notre  expres- 
sion de  ne  trouvée  à la  fin  du  n.°  164,  l’on  est  forcé  d’en  conclure 
qu’elles  sont  l'une  et  l’autre  fautives,  puisque  nous  avons  démontré 
que  l’effet  direct  donne 


-g  au  lieu  de  - 2 (3i~  2g)  * ‘j 

et  l’effet  indirect 


i35 


3a 


au  lieu  de 


16 


iSq.  La  différence  entre  ces  deux  derniers  coefiiciens  ne  disparaît 
pas,  même  en  rectifiant  le  calcul  de  la  fonction  P-,  ce  qui  est  né- 
cessaire , comme  nous  allons  le  faire  voir.  D’après  la  remarque  faite 
dans  le  u.®  1S6,  il  est  clair  que  dans  l’expression  de  la  fonction  P l’on 


doit  poser 


dp 


- — ^rr  au  lieu  du  facteur  et  de  plus 
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remplacer  /»“  par  Alors  l’on  aura  substitué  au  lieu 

de  dt  sa  valeur  complète,  telle  qu’elle  est  donnée  par  l’équation 

dv 


dt  =3 


En  outre  il  est  essentiel  d’observer  que  pour  avoir  la  totalité  des 
termes  fournis  par  la  fonction  P,  il  est  nécessaire  d’y  changer 
ySi?  en  y(/?  -t-  Si?),  ce  qui  introduit  dans  cette  fonction  le  terme 
constant 

7 _ _ 7 M’h*  ^ 7 

4 U*  “ 4 4 h* 


Donc  il  reste  à développer  une  autre  partie  de  la  valeur  de  P,  c’est-à- 
dire  celle  que  l’on  obtient  en  prenant 


P 


7 m’<r  * du 


et  considérant  A*  comme  quantité  variable 
Or  nous  avons  (Voyez  n.®  144)-.  , 


9 (T^BeiY*sin{ii  — ig  — c)  v 
8 ■ h<‘(Zi  — 2g  — c) 


et  d’après  la  valeur  du  u trouvée  dans  le  n.®  146, 


3 . • * 

e y^sin(3i  — 2g  — c)  t»| 

sin(3i-2g)v  ^ 

d’où  l’on  conclut  • 


1 tr‘  <L  /3  3 \ ff^Se.y'  sih[ii  — 2g  — c)u 

“ ==  vî  ‘-‘•(s-’-Tê) {^(37-2g-c) 

partant  l’on  a 


U = ^ ^ I -t-  cos  cp^  ■ 


a‘<B 


h\li  — 2g  — c) 
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?g,y,cof(3»  — g — 
V(3i— ag  — c) 


. 3 y,  co5(3*  — F 0 1> 

s ~ r4rk~- - V •* 


et  par  consequeut 

d$ 
dv 


3/~.  \a^Bey,sin(ii  — * — 


ds' 


Donc , en  formant  la  fonction  ^ viendra 


» rfî*  . 

» _A_  ° I «fl 


dp* 


sin(ii—  2g-~c)v, 


et 


VC3«  —3g—c) 

Donc,  en  multipliant  cette  valeur  par  la  précédente  de  k* u\  nous  aurons 


d’où  l’on  conclut 


3_«h 
16  » 


A«(3<-g-c)}  3 


A,‘(3*-3g-c) 


a^B  e y “«n(3i-2g-c)i|  i 


n ai  dp{|  - 4>t(3»-<r-«ll  <r*JÎÎ  » • /o-  , 

^ = -3^’  Vr3/-a?37— 3tn(3t-2g-c)v. 

Tel  est  le  terme  qui  a été  omis  par  M.  de  Laplacc  dans  le  calcul  de 
la  functioii  P.  £n  le  rétablissant  l’on  aurait 

T6-r.(^-Zsi^i-S-c)), 


au'  lieu  de  et  par  conséquent  un  coefficient  numérique  qui  diffère 
beaucoup  du  nombre  que  nous  avons  trouvé  dans  le  n.°  1S4. 

160.  L’on  ne  saurait  donc  trouver  la  source  de  la  discordance 
déclarée  plus  haut,  que  dans  l’emploi  de  l’équation  désignée  par  (7’) 
dans  la  Mécanique  céleste  (tome  premier,  page  266  ),  laquelle  est 
appliquée  à cette  recherche  par  M.  de  Laplace  sans  avoir  égard  à 
l’influence  de  tous  les  termes  qu’elle  peut  donner. 

Ce  cas  particulier,  et  l'autre  relatif  ù l’argument  (2g— 2c)i>  sont 
propres  à mettre  en  évidence  les  dangers  auquel  l’on  s’expose  lorsque 
l’on  veut  appliquer  l'équation  (T)  dans  la  tliéorie  de  la  Lune.  Pour 
en  dériver  des  résultats  matliématiqucment  exacts  dans  les  termes  d'une 
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forme  et  d'un  ordre  déterminé,  il  faudrait  considérer  la  totalité  des  fonc- 
tions qui  entrent  dans  cette  équation  sous  sa  forme  finie.  Mais  alors 
les  termes  en  grand  nombre  de  l’ordre  du  carré  et  des  produits  des 
forces  'perturbatrices  qu’il  est  indispensable  de  développer,  rendent  à 
l’équation  (7’)  toute  la  complication,  qui  demeure  en  quelque  sorte 
cachée , lorsque  l’on  borne  son  application  au  calcul  des  termes  qui 
dépendent  de  la  première  puissance  de  la  force  perturbatrice  seule- 
ment; ou  bien  à certains  cas  singuliers  dans  lesquels  par  une  heureuse 
combinaison  il  s’opère  une  destruction  complète  entre  les  termes  du 
même  ordre  produits  par  d’autres  fonctions  qui  ne  sont  pas  explicite- 
ment renfermées  dans  l’équation  employée  par  M.  de  Laplace.  Les 
détails  exposés  dans  la  première  partie  de  ce  paragraphe  au  sujet  du 
coefficient  de  l’argument  (g  — i)i>  nous  font  penser  que  cette  ap- 
plication de  l’équation  (7’)  offre  un  exemple  de  ces  cas  singuliers. 

i6i.  L’analyse  précédente  donne  aisément  les  deux  termes  princi- 
paux affectés  des  argumens  (3t— ag)v,  (3i—  2g—  c)o  qui  entrent 
dans  l’e.xpression  du  rayon  vecteur  r.  Pour  cela  remarquons  que  l’on  a 


^ _ (/(i  -t-ss)  _ /t*(i  -4-  yy) 
U V 

ou  bien , en  développant , 


t COS  — v)  ? “ * 


A*(i- 


■rïL(,^ù_ 


e cos 


Maintenant,  si  l’on  substitue  pour  yy) . S e’,  S cco5(v  — ttr) 

les  valeurs  trouvées  dans  les  n.“*  144  et  146,  l’on  obtiendra,  en  conser- 
vant seulement  les  termes  divisés  par  (3i  — 2g  — c), 

r = «r*.g<3  t^y' sin(li—3g  — c)u  ^ 3 — 

V < *6  3i  — ag  — c 16  3i~ag  — c 


11  ne  serait  pas  aussi  facile  de  conclure  cette  valeur  de  r de  l’équa- 
tion ( Voyez  n.°  21  ) 


O 


I c d£l 

a r ^ dr 


2j'd  'Q, . 
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II  est  vrai  que  M.  de  Laplace  a employé  ce  dernier  procédé  dans  le 
troisième  volume  de  la  Mécanique  céleste  (page  a53)  pour  chercher 
le  premier  terme  de  r affecté  de  l’argument  (g  — i)v,  mais  la  facilité 
que  l'on  rencontre  dans  ce  cas  particulier  tient  à l’isolement  de  cet 
argument  ; tandis  que  l’on  ne  peut  avoir  le  coefficient  de  l'argument 
(3t  — ng  — c)v  sans  considérer  en  même  tems  l’argument  (3i  — ag)v. 
Au  reste  il  n’est  pas  inutile,  pour  la  théorie,  de  faire  observer  que 
même  pour  l’argument  (g  — i)o  le  calcul  n’est  aussi  facile  qu’on 
le  voit  dans  la  page  citée  plus  haut,  qu’en  vertu  de  l’omission  d’un 
terme  dont  il  est  nécessaire  de  tenir  compte. 

En  effet,  suivant  le  calcul  exposé  par  l'auteur  dans  cette  page,  la 
perturbation  Sr  du  rayon  vecteur  devrait  être  déterminée  par  cette 
équation 


(')• 


O = 


d'-r3r 

~dF~  ■ 


rdr  , 


3)  (jtp  — ^ sinXcos  A-y  œs{gv  ~fv—é) . 


Or  il  est  évident  que  par-là  l’on  tient  compte  seulement  de  l’effet 
direct.  Mais  avec  une  légère  attention  l’on  reconnaît  la  nécessité  de 
considérer  en  outre  les  termes  du  même  ordre  donnés  par  la  fonction 
— — (i  — 3s*)  rapportée  au  fond  de  la  même  page.  En  égalant, 
pour  un  moment , cette  fonction  à R , l’on  en  déduit 


• iR  — ^m'u^  r^sis  —^m'u^rin  = Sm'u’V’sSs — m'uVSr, 

et  par  conséquent 

iJ^-dR  = 6rriit^r^s%s  — am'u^rîr  . 

Donc,  en  faisant  ici  m'u^r’^  = m*,  s = ysin(gv  — 6),  et 

^ (ap  — iaip)  D‘  . , , . , 

ài  = — —•  -rSinKcosi^-ysinfv, 

g—t  O*  ' 

nous  aurons 

— - ^ sin\cosK-y  cos[gy—fv—é)—im^'-~  i 

ou  bien  , eu  prenant  g — i = | m’ , 
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1 rif  t 


=—  sinKcosK-ycos(gv  —fv  — é)  — 7.rr\'^- 
Il  suit  de  là  que  au  lieu  de  l’équation  (i)  l’on  doit  prendre  celle-ci 
(2).. O = ■*■(*“  int’)  -*-(2-3-4)  (ap-  ^a(p)^y-i«iXcosXcoi(gy-/V-ô)  » 


d’où  l’on  tire,  en  intégrant  et  faisant  ^ ^ * » 

rSr  = 5(ap  — ^ a(f))  7 iin  X cos  X cos(gv  — fv  — ô) . 

M.  de  Laplace  a senti  dernièrement  la  nécessité  de  cette  correction , 
car  nous  voyons  qu’il  a publié  cette  même  valeur  de  rSr  dans  la 
Connaissance  des  Tems  pour  l’année  1824  (page  3o3);  et  sans  doute 
son , intention  était  de  rectifier  ce  passage  de  la  Mécanique  céleste. 

162.  Avant  de  terminer  ce  paragraphe  il  ne  sera  pas  inutile  d’ajouter 
les  remarques  suivantes.  Nous  avons  trouvé  (Voyez  pages  i6o,  i63) 


s 


U 


<r^B  t 3 eiYiCOs(Zi  — g — c)v 
h*  ^ 8 a — 2g  — c 

e*B  ( 9 g,  Y ‘sia  (3i  — 2g  — c)p 
A,’  ^ 1 6 3*  — ag  — e 


^ y cos{3i—g)v 

3 y‘sin(3i  — 2g)v  ) 
16  3i—2g — c J 


Ces  expressions  s’accordent  avec  celles  données  à la  page  235  de  la 
Connaissance  des  Tems  pour  l’année  i823:  mais  en  examinant  de  près 
le  procédé  indiqué  par  M.  de  Laplace  pour  faire  trouver  ce  résultat, 
l’on  reconnoîtra  qu’il  ne  subsiste  qu’en  vertu  d’une  égalité  qui  n'est 
pas  parfaite.  En  effet  les  équations  (L)  rappelées  dans  ce  passage 
donnent , en  se  conformant  strictement  au  calcul  exposé  ici  par  l’auteur. 


(.)  ., 
(2)  • 


O = 


d*u  — c)p  Ztos 

jT  *"”r* — * ^ “Tî — i 

d»r  aA*  — c " 

^ cos{lf-g  - c)  v ^ cos{}f-g)v 


Or,  en  intégrant  l’équation  (2),  telle  qu’elle  est,  l’on  aurait 
* _ 3/fg7 CO»  (3/— g — e) P 3Hyau{3f—g)v 

A‘K3/-  s-cŸ-^\  a‘1(3/  - e?^\  ■ 
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M.  de  Laplace  écrit,  au  lieu  de  cela, 

K ZlIeycosQ/— g — c)o 

iAW-  k~c)  ’ 

ce  qui  revient  à changer  (3/— g — c)*— i en  a(3/— 2,g— c) ; ou  bien, 
à dire  que,  relativement  à cet  argument,  l’on  a l'équation 

a ,5, 

Probablement  M.  de  Laplace  appliquait  à ce  cas  un  raisonnement 
analogue  à celui  que  l’on  lit  dans  la  page  221  du  même  volume: 
mais  il  importe  de  remarquer  que  ce  rapprochement  cesse  d’avoir 
lieu  en  général , pour  les  argumens  semblables  à gv , au-delà  des 
quantités  d’un  ordre  supérieur  à m’.  De  sorte  que  le  véritable  coef- 
ficient de  s diffère  de  g pour  les  termes  multipliés  par  rrî’,  etc. 

D’après  le  même  principe,  M.  de  Laplace  intègre  l’équation  (i) 
comme  si  l’on  avait 

O = — ^ c'a  ^ (3/-ag-c)  ^ 

a/i®  (y  — ag  — c)  A* 

mais  dans  le  fait  le  véritable  coefficient  de  u diffère  de  c’  au-delà 
des  termes  multipliés  par  m.  Et  relativement  aux  termes  du  quatrième 
ordre  tels  que  m"*,  mV,  il  pourrait  y avoir  une  différence  dans 

les  coefficiens  numériques,  capable  de  rendre  ces  quantités  compara- 
bles à celles  de  l’ordre  précédent. 

Notre  méthode  fait  trouver  ces  valeurs  de  « et  de  u sans  donner 
lieu  à des  difficultés  de  cette  espèce , mais  les  fonctions  des  élémens 
que  l’on  obtient  ainsi  n'en  sont  pas  plus  exactes  ; et  il  faut  absolu- 
ment calculer  les  termes  dépendans  des  puissances  supérieures  des 
forces  perturbatrices,  si  l’on  veut  obtenir  la  valeur  absolue  des  coef- 
ficiens qui  affectent  ces  inégalités. 
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i63.  Ces  dernières  réflexions  ont  un  rapport  immédiat  avec  les 
nouvelles  recherches  relatives  à l’argument  (3/—  2g  — c)v , que 
M.  de  Laplace  vient  de  publier  dans  le  livre  XVI  de  sa  Mécanique 
céleste , dont  nous  avons  eu  connaissance  peu  de  jours  après  l'impres- 
sion de  cette  feuille.  Mais , afin  d’expliquer  plus  clairement  en  quoi 
consiste  l’addition  faite  par  M.  de  Laplace  à son  analyse  antérieure  , 
nous  sommes  forcés  d’entrer  dans  quelques  détails  sur  ce  dernier  écrit. 

L’auteur  déclare  à la  page  388  qu’il  assimile  l’argument  {3f—g  — c)v 
à l’argument  gv%  et  il  prémet  que  le  coefficient  qui  l’affecte  dans 
l’équation  différentielle  en  s du  second  ordre,  ne  peut  pas  être  pré- 
cisément égal  à la  quantité  — i;  il  en  est  (dit-il)  extrêmement 
peu  différent.  Après  cela , M.  de  Laplace , pour  évaluer  cette  différence 
(qu’il  suppose  très-petite),  il  se  borne  à exclure  de  la  valeur  de  — i 
le  terme  du  quatrième  ordre  — ® t]tii  s’y  trouve  introduit  par 

le  développement  de  la  fonction  — de  sorte  que  il  prend 
g’  — I ^ m’y*  pour  le  coefficient  du  nouvel  argument,  à l’égard  dn 
terme  analogue  à celui  qui  est  multiplié  par  y sin(gy  — ô)  dans  l’é- 
quation (L")  que  l’on  voit  dans  la  page  222  du  troisième  volume 
de  la  Mécanique  céleste. 

Cette  modification  de  la  quantité  g*  — i est  effectivement  néces- 
saire -,  et  nous  en  avions  déjà  clairement  indiqué  le  principe  dans  un 
Mémoire  publié  dans  le  quatrième  volume  de  la  Correspond.  Astron.  du 
Baron  de  Zach  (Voyez  page  ay^).  Mais  dans  ce  même  Mémoire  nous 
avons  en  outre  fait  remarquer  qu’en  assimilant  ainsi  à go  — 6 des  argu- 
mens  semblables , il  fallait  modifier  convenablement  le  coefficient 
si  l’on  voulait  rendre  la  correction  exacte , du  moins  pour  la  totalité 
des  termes  du  quatrième  ordre.  Donc  en  réduisant  à 

O = ji-(2-am-g)’i5,'“>-|m’ja-..g-g’-aB.<»>-4^,<»>j 

l’équation  posée  au  commencement  de  la  page  aaS  du  troisième  vo- 
lume de  la  Mécanique  céleste , nous  aurons 

n W — f m*(a  fg  — g')  — 

’ ' ’ ‘ I — 3 4g -*•  "(S  — 4g)  — f 

et  il  faudra  remplacer  g par  3/— g— c.  D’après  cela,  si  l’on  observe 
Tome  I.  ai 
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que  l’ou  a = rn  -*•  etc. , et 

if-g-c  = 

l’on  trouvera,  en  négligeant  les  quantités  du  quatrième  ordre, 

R (O)  3in(i  — ain*) 

""  8(i-A«-K^mq  ’ 

ou  bien  , en  développant , 

(4)  ■ • • - ■0/''^  = 5"*  M TlV  "*’• 

La  même  équation  (3),  si  l’on  y fait  g = donne 

„'{o)  _ 3»i(i  — ?w*) 

ou  bien  , en  développant , 

(5)  . . . . É?,">  = 2m  lïi'”* 

Donc,  dans  la  fonction  de  m, 

__  I m*(3  — am  — g)  (g  -*•  m)  _ ^ (c) 

” I — m ' ’ 


qui  fait  partie  de  l’expression  de  ^ — i , il  faudrait  changer  g 
en  I ~ m*  etc. , et  poser 

= |m*^m“H-etc. 

pour  la  rendre  applicable  à l’argument  (3/  — g — c)  v.  Or , en  con- 
sidérant seulement  les  quantités  qui  ne  passent  pas  le  quatrième  ordre, 
il  est  clair  qu’on  peut  opérer  ce  changement  en  ajoutant  à la  valeur 
de  g’*  — 1 le  terme  -A-iusi , en  réunissant 

ce  terme  à celui  qui  est  donné  par  la  fonction  — 3m“/iV,  il  en  ré- 
sulte quil  faut,  dans  le  cas  dont  il  est  ici  question,  remplacer  g’—  i par 


g - ï 


9 — > > 
4"»r  ■ 


Telle  est  la  première  correction  qu’il  convient  de  faire  au  procédé 
par  lequel  AL  de  Laplace  obtient  dans  la  page  389  du  livre  XVI 
l’expression  de  la  perturbation  en  latitude  ayant  pour  argument 
(3/_g  _ c)t>. 
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164.  Considérons  maintenant  le  terme  de  l'équation  différentielle 

en  U,  ayant  pour  argument  M.  de  Laplace  déclare  dans 

la  page  386  du  livre  XVI  qu’il  assimile  cet  argument  à l’argument  cv--ss. 
Et  d’après  des  idées  tout-à-fait  analogues  à celles  qui  se  rapportent  à 
l’équation  en  s,  il  reconnaît  la  nécessité  de  modifier  le  coefiieient 
— (i — c’)  du  terme  — (i — c“)*ecos(cp  — or),  si  l’on  veut  le  rendre 
applicable  è l’argument  La  modification  opérée  par  M.  de 

Laplace  se  réduirait,  dans  le  fond,  à exclure  de  la  valeur  de  — (t  — e“) 
le  terme  — ^mV  qui  s’y  trouve  introduit  par  le  développement 
de  la  fonction  • Mais  M.  de  Laplace , au  lieu  de  changer  sim- 
plement — (i— c*)  eu  — (1— (comme  cela  résulte  de 
son  raisonnement),  il  change  le  facteur  en  et  en- 

suite il  remplace  |m’  par  i— c*. 

Or , dans  le  cas  actuel , où  il  est  principalement  question  d’un 
effet  qui  dépend  des  modifications  qu’il  faut  faire  subir  à plusieurs 
termes  de  la  série  qui  exprime  la  fonction  des  constantes  désignée 
par  c,  il  n’est  pas  permis  de  substituer  au  seul  premier  terme 
la  valeur  totale  de  la  série  | m* etc.  sans  faire  voir 

que  le  calcul  des  termes  ultérieurs  rend  légitime  un  pareil  change- 
ment. C’est  en  cela  que  consiste  la  véritable  difficulté  dans  cette 
recherche , et  il  nous  parait  qu’elle  est  loin  d’étre  surmontée  par 
des  considérations  aussi  simples.  Et  la  phrase  II  lui  serait  même 
égal  si  etc.  émployée  par  M.  de  Laplace  dans  le  rapprochement  des 
deux  termes  dont  il  s’agit  ici  nous  semble  tellement  contraire  aux 
véritables  progrès  dans  la  théorie  des  perturbations  de  la  Lune,  qu’il 
conviendrait  de  s’en  abstenir , même  dans  le  cas  où  les  combinai- 
sons des  calculs  rendrait  cette  égalité  rigoureuse  ; puisque , par  le 
fait,  elle  n’est  point  démontrée  par  la  considération  indirecte  de 
Fauteur  au-delà  du  premier  terme.  Il  faut  absolument  s’engager  dans 
un  calcul  beaucoup  plus  épineux,  si  l’on  veut  connaître  au  juste 
l’expression  de  la  modification  qu’il  faut  faire  subir  à la  quantité  -(  i -c’). 

165.  Pour  ne  point  passer  sous  silence  tout  ce  qui  tend  à éclaircir 

cette  analyse , il  importe  aussi  d’observer  qu’à  la  rigueur  il  faudrait 
en  outre  modifier  la  valeur  du  coefficient  par  un  motif  semblable 
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à celui  qui  a rendu  nécessaire  dans  le  cas  précédent  la  correction 
du  coefficient  En  effet,  si  l’on  réduit  à 


(3-t-  4m)  _ a(t*»n)  _ ^ ^ ) 

4 a — 2m  — c a ‘J 


l’équation  qui  détermine  le  coefficient  (Voyez  page  21 5 du 

troisième  volume  de  la  Mécanique  céleste),  l’on  en  tire  (en  posant 
c = I dans  le  coefficient  de  3m^) 

^(i)  ^ 3m*(4  7m) 

‘ — 3 -t-  4e  — c*  m(8  — 4c)  — ^ m* 

Or,  en  changeant  dans  cette  expression  c en  3/— ag,  et  remar- 
quant que  l’on  a 

c = I — 3 m’ — _ etc.  ; 3f—2g^  I — h- -t- etc.  , 

il  devient  évident  que  la  valeur  de  développée  suivant  les  puis- 

sances de  m,  sera  différente  dans  ces  deux  cas  au-delà  du  premier 
terme.  Mais,  si  l’on  s’abstient  d’exécuter  ce  développement,  les  deux 
valeurs  de  approcheront  davantage  de  l’égalité , en  vertu  de  la 

circonstance  qui  rend  la  valeur  arithmétique  de  c fort  approchante 
de  I — I Ainsi  en  prenant  dans  ces  deux  cas  la  même  valeur 
pour  l’on  commet  à la  vérité  une  erreuri  mais  cette  erreur  ne 

saurait  se  faire  sentir  qu’au-delà  des  quantités  du  quatrième  ordre , 
du  moins  dans  le  sens  arithmétique. 

11  nous  paraît  inutile  de  pousser  plus  loin  cet  examen , puisque 
nous  voyons  que  M.  de  Laplace  calcule  de  nouveau  le  coefficient 
affecté  de  l’argument  (3/— ag— c)p,  qui  entre  dans  l’expression  de 
la  longitude  de  la  Lune,  en  supposant  vraie  l’équation  J^-dR  — o, 
ce  qui  est  directement  contraire  à tout  ce  que  nous  avos  démontré  à 
ce  sujet  dans  ce  paragraphe. 

Par  la  même  raison  nous  ne  discuterons  pas  l’addition  que  M.  de 
Laplace  a fait  à son  calcul  antérieur  du  coefficient  de  l’argument 
(g  — f)v  qui  dépend  de  l’aplatissement  de  la  Terre.  Nous  ferons  seu- 
lement remarquer  que  l’auteur  admet  au  moins  dans  son  nouveau 
calcul  ( Voyez  pages  399  et  400  du  livre  XVI)  l’existeuce  de  plusieurs 
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fonctions  capables  de  produire  un  coefficient  de  la  forme 
tandis  que  dans  son  Mémoire  publié  dans  la  Connaissance  des  teuis 
pour  l’année  1824  il  avait  affirmé  que  l’on  a nécessairement  II  = o 
( Voyez  page  804  de  ce  dernier  volume  ).  Cependant  nous  avons  déjà 
publié  un  résultat  contraire  dans  la  page  3i'^  du  quatrième  volume 
de  la  Correspondance  du  Baron  de  Zach , ou  nous  avons  avancé  que 
fon  a H= — M.  de  Laplace  trouve  maintenant  (Voyez 

page  400  du  livre  XVI  ) ; mais  il  sera  prouvé  dans  cette  tliéorie  de 
la  Lune , que  ce  dernier  coefficient  de  M.  Laplace  est  en  réalité  d’un 
signe  contraire  et  trois  fois  plus  petit  que  le  véritable. 

S 6. 


Variations  séculaires  des  élémens  de  C orbite  de  la  Lune 
' dues  aux  variations  séculaires  des  élémens  de  l'orbite  du  Soleil. 

166.  Considérons  toujours  les  quantités  y,  y,  e,  e'  comme  du 
premier  ordre , et  en  poussant  les  dcveloppemens  jusqu’aux  quantités 
du  second  ordre  inclusivement  à l’égard  de  ces  quatre  élémens  des  deux 
' orbites,  proposons  nous  de 'trouver  la  partie  séculaire  (c’est-à-dire  la 
partie  indépendante  des  longitudes  v et  v)  renfermée  dans  l'e.xpressioii 

générale  des  six  fonctions  ÿ ^ ^ Ce  degré 

O av  av  dv  dv  e • dv  av  ° 

d’approximation  suffit  pour  mettre  en  évidence  l’existence  de  ces  per- 
turbations, et  pour  en  calculer  le  premier  terme.  11  est  vrai  que  le 
calcul  des  termes  suivans  ne  peut  pas  être  négligé , lorsque  l’on  a 
pour  but  de  former  une  théorie  capable  de  satisfaire  aux  observations 
très-éloignées  de  l’origine  du  tems;  mais  il  ne  convient  pas  de  s’en- 
gager dans  une  telle  recherche  au  moyen  des  formules  de  la  variation 
des  constantes  arbitraires.  La  méthode  générale  par  laquelle  nous  dé- 
terminerons directement  les  trois  coordonnées  de  la  Lune  est  plus 
propre  à faire  connaître  les  termes  qui  dépendent  des  puissances  su- 
périeures de  la  force  perturbatrice.  Cependant , pour  répandre  un  plus 
grand  jour  sur  cette  méthode , il  est  utile  de  la  faire  précéder  par  ces 
recherches,  qui  ont  l’avantage  d’assigner  la  forme  de  certaines  fonctions 
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des  éléincns  sur  lesquelles  il  importe  de  diriger  particulièrement  l'at- 
tention. L’on  apprend  par-là  à connaître  le  caractère  inhérent  aux 
fonctions  qu’il  s’agit  de  déterminer,  et  l’on  sait  d’avance  ce  que  l’on 
doit  faire  pour  comprendre  dans  les  procédés  d’un  même  calcul  le 
développement  des  fonctions  des  élémens  de  l’orbite  du  Soleil  qui  sont 
susceptibles  d'être  considérablement  modifiées  par  les  intégrations  qu’il 
faut  exécuter  sur  la  partie  variable  et  séculaire  de  ces  mêmes  élémens. 
Toutefois  ne  perdons  pas  de  vue  que  dans  ce  paragraphe  il  est  seulement 
question  des  termes  séculaires  qui  dépendent  des  élémens  de  l’orbite 
du  Soleil , et  que  l’on  fait  abstraction  de  ceux  qui  dépendent  du 
mouvement  du  nœud  et  du  périgée  lunaire , quoique  ces  inégalités 
soient,  parleur  origine  analytique,  analogues  à celles  que  l’on  nomme 
séculaires. 

167.  Cela  posé,  reprenons  l’équation 

<1-  h‘  _ a</g 

dv  U*dv 


qui  détermine  la  variation  de  la  constante  arbitraire  La  valeur 
de  la  fonction  , relative  à l’action  du  Soleil , a été  donnée  dans 
le  n.®  27;  mais,  comme  il  s’agit  ici  d’avoir  seulement  les  termes  in- 
dépendans  des  angles  v et  v qui  ne  passent  pas  le  second  ordre , 
l’on  peut  réduire  son  e.xpression  à celle-ci 


rfg 

u‘dv 


3.ir«'5 

K» 


• SS  sin (w  — v) . 


Or  nous  avons  s = y sin  (v  — 6)  ; et  d’après  le  n.°  46 
s'  = y sin{v  — 6') -,  ainsi  il  est  clair  que  l’on  a 

3 M'U'  Al. 

L’expression  de  renferme  un  terme  semblable.  En  effet  nous 
avons  l’équation  ( Voyez  n.®  68  ) 

rfp  = — J % - y cos(v  _ ô).  ^ j 1 
donc  en  y faisant  ( Voyez  n.®  27  ) 

H.)  = — ïpr— ^cos(v-v). 
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et  négligeant  le  terme  du  troisième  ordre  donné  par  la  fonction 
il  est  évident  que  l’on  a . , ' 


dY  3 A'\ 


1 68.  Si  l’on  remarque  maintenant  que  l’expression  de  ^ posée  dans 
le  n.°  68  renferme  la  fonction 

l’on  en  conclura  d’abord  que  l’on  a 

Donc  en  faisant  dans  le  premier  terme  du  second  membre  de  cette 
équation  , et  dans  le  second  terme 


1 4**  , . 

— c=  — e cos(v  — w) , 


il  viendra 


ou  bien 


de  / 9 3 o\  M'u'W’  , . .. 

= (- 1 ï 3)- — — • ry  - 6) . 


de  ay  M'u'W  , . 

— = ^..^^.yyscn(â-6). 

169.  Réduisons  l’expression  de  ^ posée  dans  le  n.°  68  à 

D’après  les  formules  du  a®  27  nous  prendrons 
“(0  = —^-scosi^-v). 

Maintenant,  si  l’on  remarque  que  l’expression  de  rapportée  dans 
le  n.®  26  renferme  la  fonction 


, ,a,_i  3/V  , 

^^-^cos(v-v) 


;(i*, 

— 3^(1-*-  4'^)“  » (54  -t-  C04(»>  — t»')) 
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OU  prendra  dans  le  cas  actuel 


” S"  ( ' “ a *")  “ 2 ^ - *'')  • 

Donc,  en  faisant  i — |s'’  = i — — ô')  = 1— 

stituant  ensuite  ces  valeurs  de  et  dans  celle  de  , 


bien 


on  aura 


(//  _ / 
(T’u*  ' 


dv 


O ï 9 .a\  3 M'u'Vt^  . . 

;î'  - )-:i--7lüreco5(.-ar) 


ttuPh?  /3 


Maintenant , si  l’on  fait  dans  le  second  terme  de  cette  valeur 

I 3A«  , , 

= - —.e  cos(i>  - rs)  , 


et 


dans  les  termes  du  second  ordre 

df  iPu'Vl^  M’h'> , 9 a 

idv  ~~  <r’u’  (t'’»'*  \ 8 ® 4 ^ 


U = ^ , u'  = -^1  il  viendra 
n 0» 

9 ,a\  ai  M'IC'  , 


1 70.  Pour  développer  le  premier  terme  de  cette  expression , il  est 
indispensable  d’avoir  la  valeur  de  u en  fonction  de  la  longitude  t> 
de  la  Lune. 

Les  formules  (2)  et  (3)  trouvées  dans  les  n.“  46  et  47  donnent 
en  négligeant  les  quantités  qui  passent  le  second  ordre 

U — ^ — ^')  — ^y^cos(2v  — 2Ô')  ^ 

n'(c  -I-  /’)  = V — 2e'sin(v  — r')  - e^sin(2v'  — 2t')  - y'^sin(2v  — 26') . 

4 4 ' 

Actuellement , pour  avoir  t>  en  fonction  de  e , il  faut  éliminer  c 
de  la  dernière  de  ces  équations  au  moyen  de  l'expression  de  ^ f 
posée  au  commencement  du  11.®  63.  Cette  dernière  équation  devient 
t -*-f  = J'A'dv , en  omettant  les  termes  périodiques  qui  ne  peuvent 
rien  donner  dans  le  cas  actuel,  ainsi  qu’il  est  aisé  de  le  voir  avec 
une  légère  réflexion  sur  la  marche  même  du  calcul  que  nous  allons 
exposer.  Il  suit  de  là  qu’en  substituant  pour  J’A'dv  sa  valeur  trouvée 
dans  le  n.°  64,  et  négligeant  le  carré  de  l’intégrale  J'd’^,  l’on  a 
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d'a 


dû  J dû  , 

~rdv  -J-  du 

at>  du 


ds 


ds . 


d • A* 

La  valeur  de  trouvée  dans  le  n.®  167  nous  montre  d’abord  que 

dans  la  fonction  dv  l’on  a le  terme 

du 

Pour  avoir  le  terme  analogue  renfermé  dans  la  partie  ^du  ~ds , 


remarquons  que  les  équations 

s dü  I SS 

posées  dans  le  n.®  61  donnent 


dû 


O = ^ 

ù)  du  U ds 


ds 


• a 


- “ **(.)  i ë = ~ ")^.)  • 

Cela  posé  il  est  clair  que  d’après  les  formules  du  n.®  ay  l’on  a 
“ — • s coj(w  —v)ds  . 

Il  suit  de  là  qu’en  faisant  dans  cette  expression 

s'  = y sin{v  — ù')  , ds  = ycos(i>  — fi)  do 
l’on  obtient  dans  la  valeur  de  ^ds  le  terme 

dt 

4'“ 

Ce  terme  détruit  donc  exactement  celui  qui  se  trouve  dans  la  valeur 
, dû  , 
de  — dv. 

dv 

n est  d’ailleurs  évident  que  la  fonction 

~ us- fijjj ds  = ~ ^ • y* (a V — aô) • dv 


Tome  I. 


aS 
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ne  peut  donner  aucun  des  termes  dont  il  est  ici  question.  Et  si  l’on 
remarque  que  la  valeur  elliptique  de  u donne  (Voyez  n.®  6o) 

du  <r  ( sds  , , .} 

c=  i-n — TT r — e sin(u  — tïr)  > » 

dv  A (i yj')  ^ f «)  ' 'J 

l’on  verra  aussitôt  qu’il  est  impossible  d’avoir  des  termes  semblables 

dans  la  valeur  de  la  fonction  ^ du . Ainsi  il  est  démontré  par-là 

que  dans  l’exprcssiou  de  d'il  l’on  a 

/3  3\  M'u'^  t • /A  A)\  J 

(4  “ 4/  ■ ^ -d)dt>  = O. 

171.  Nous  avons  vu  dans  le  n.°  108  que  la  même  fonction  d'Si 
renferme  ces  deux  termes 


lesquels,  en  y supposant  u quantité  absolument  constante  et  égale 

à ~ , donnent 
a’  ’ 

_ ^ r^iç^  _ Hr a,  _ (as  — j)  ^ 

<r  J Qa'^  û* 

Donc,  en  substituant  pour  i et  u leur  valeur  elliptique,  et  prenant 


e cos 


Ton  obtient 


= I - î/* 


e. 


a J aiT  V’ 


ou  bien 


En  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  t f posée  plus  haut , 
nous  aurons 


Donc,  en  nommant  P la  partie  variable  et  séculaire  renfermée  dans 
la  fonction  ^ ~ 7*  ~ faisant  pour  plus  de  simplicité 

-W'aft''  J ' 1,0 

— = m , et  comme  dans  le  n.°  109 
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X 
n 

Ton  aura 


» 

_ \ 
ou  bien,  en  multipliant  par  re,  et  négligeant  le  terme  multiplié  par  m\ 

17a.  En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par 
et  posant  ^ = m , il  en  résulte 

n'{c -t-  'f)  = nw  i . . 

Nous  ayons  dit  plus  haut  que  l’on  a Péquation  ’ 

= i»'— af'i«i(K'— t')  ■+■  — ar')-*- aô'). 

Donc,  en  éliminant  la  variable  t éntre  ces  deux  équations , et  posant 
pour  plus  de  simplicité 

A = n'(/'  -/)  ^ ^ m’m  -fPdv , 

nous  aurons 

d = mp  A -i-  ar'jin(p'  — t')  — ^ e”«n(ap'  — ar')  — i y'^sin{id  — aô') . 

Maintenant,  si  l’on  tire  de  cette  équation  la  valeur  de  p'  à l’aide  de 
la  série  de  Lagrange,  l’on  trouvera,  en  négligeant  les  quantités  du 
troisième  ordre,  - ' 

p'  = mp  A -I-  as'rin(mp  -t-  A — r') 

+ ^ f“«n(atnp  aA  — ar')  — i ■y*tin{p.mv  .t-  aA  — aô'). 

n suit  de  là  que 

f'co4(p'  — t')  — e'cos[m(>  -*•  A — t'  2E'sin(mv  A — r*)] , 
d’où  l’on  conclut,  en  développant  le  cosinus. 
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f’coj(k''  — tcos{mv  A — r')  -*•  f'*çey(amv  •*-  aA  — ar') . 

Donc,  en  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  u'  (Voyez  d.°  170), 
et  remarquant  qu’il  suffit  ici  de  prendre 


y'’coi(ai^'  — aô')  = y'*cos(inu>  aA  — aô') , 

l’on  trouvera 

u'  = ^ A — 7')  e'*cos(2nw  ■+•  a A — ar') 

— i y'*cos(afm»  ■+■  a A — aô')  | • 


173.  Revenons  maintenant  à notre  objet,  c’est*à-dire  au  dévelop- 
pement de  la  fonction  qui  entre  dans  l’expression  de 

En  négligeant  les  quantités  périodiques , il  est  clair  que  nous  avons 


u'^  = ^ (i  I ^ y”)  ; Ik'i-H»*  f e cw(i'—  tv)|  = I -►  3e’—  ; 


et  par  conséquent 


^ = S • O («  - 3*‘-  . 


ou  bien 


ifu'W  M'h'> 


(,  a»  3 fa  9»\ 

‘ 3«  -*--y  -^^y)- 


En  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  il  viendra 

df  M'K>\  3 ,a  3 „ S7  a 9 ai  M’h’>  , 

Nous  avons  vu  dans  le  n.°  171  que  l’on  a Féquation 

* */  = j/(v)  S ^ ^ •*■  î ! «’) I • 


Donc , en  y substituant  pour  / la  valeur  que  l’on  obtient  en  intégrant 
l’expression  précédente  de  il  viendra 
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$ 

* T ' ~ *' 

Nous  reviendroDS  plus  loin  sur  cette  équation;  mais  avant  de  la  dé- 
velopper ultérieurement  il  est  nécessaire  de  former  les  expressions 

séculaires  de  ^ et 

av  a» 

174.  Observons  avant  tout  qu’en  posant  pour  un  moment  l’équa- 
tion (Voyez  n.®  68) 

« î = ^'-^^y-^Q(,)C05(t»  _ w)  j- 1 y iw(ur  - 6)  «n(av  - ô - w)  j , 

et  prenant  ensuite 
3A/V» 


^1)  = ~ 


, / ,v  9 , , n ZSTifl  I / IV  3 iTu' 

^wco5(v-p')-»-J  = -^scos{y-v)-~—^ 

eco5(v  — w);  ^ =3  - ^.eco<v— tsr). 


3A‘ 

7*" 


il  en  résulte 


Si  l’on  considère  de  nouveau  le  calcul  exposé  dans  le  n.°  77,  il  est 
facile  de  voir  qu’en  y faisant 

-L  I I-  3(i-yy-i-|e’)eco5(v-tîr)| 


l’on  obtient 

dtr  3 JtTu'W 


uv  «J  ./M  **  ■/*■  / \3  / av  iH  tt '/*’  / # V 

— ^C0î(ap  - 2W) 


i5  ilfu'Vi» 


Donc , en  réunissant  ces  deux  parties  de  l’expression  de  ^ , l’on  aura 

dv  3 JU'u'W  / , 9 ,i  5 jv  ai  M'u'^h*  , vi. 

+0-y*-|y'  -*-|e)-4.  g-.-^yycoi(ô-ô) 

-t-  -p^ — coj(2p  — ata). 
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Ainsi  il  est  nécessaire  de  calculer  les  termes  séculaires  renfermés  dans 
le  produit  u'Vof(2p'—  2w), 

La  valeur  de  u trouvée  dans  le  n.°  172  donne 

u'^  — -4j  j I ^ f **  * - y”  -*•  Ss'  cos(mv  -J-  A — O ^ f“cos(2mp  2 A — 2r’) 

— - y“cos(2mp  -*•  2A  — 2Ô')  I • 

A l’aide  de  l’équation 

v'  = mp  -t-  A 2e'sin(nu>  A — t')  -t-  5«'*5iii(2/TM»  2A  — 2/) 

— ^y'^sin(2m>  2 A — aô') 

trouvée  dans  le  même  numéro , l’on  obtient 

co5(av'  — aw)  = (i — 4f“)cos(2mv-»- aA— a®-)  — 2£'coi(mv  •<- A -t-r'— 2®) 
-*■  ^ e’*coi(2®  — 27-')  -t-  ^ y'*cos(2w  — 26') . 

Cela  posé,  il  est  clair  que  l'on  a 

u'^cos(2t>'  — 2®)  = ^ ®”coi(aw  — 2r') 

“ |)Ao*(atit-2Ô'); 

ou  bien 

u'^COs(2o'  — 2®)  = ~ ^3  ^ «"*004(2®  — 2r')  -4-  I y“c04(2®  — aô')  I • 

Donc,  en  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  ^ obtenue  plus  haut, 
et  faisant  dans  le  premier  terme 

'3  I / _ 3 Q 3 /a\ 

l’on  trouvera 

dv  3»a  3/a  a / /a  a/\  \ 

-*-0-y  *-e)  + -g  yyc04(Ô-ô)j 

AI  1 15  f3  / »»  i5  fi  / Af»  7 

cos(2w-  ar)^3^y  co«(a®  - 2Ô)|- 
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M 


1 75.  Pour  former  l’expression  analogue  de  y remarquons  d’abord 
qu’en  faisant  dans  l’équation 

n 3ü/V’(i-xj)  J , <iû  3J/V»  , . , 

“(.)  = — iii — - - •')  i = -ü4~  • (*'  " ‘'J 

(Voyez  n.“  68  et  27),  l’on  obtient 
3 3/'«'5 


M 


fin(2P-v' -é)^ 

• 4'  I sin(2i>  — v'—è)  -t-  i SOT(t>'  — ô)  I ; 


3 Jlfu^r' 
a ’ h 


mais  $'  = ysin(t>'  — 6') , partant  nous  avons 

>'  £ = V - Îî'")  “ ^') “ "*(“*'  - ô - â')  - coi(av'-  ô - â’)j . 

D’après  le  calcul  exposé  dans  le  n.®  7$ , la  valeur  de  y ^ doit  aussi 
renfermer  la  fonction 


— ^ I I “ C04(2()  — 2Ô)  — coi(av'  — 2Ô)  I i 

ainsi  il  est  clair  que  l’on  a 
rffl  3 .V'u'Sy  t , ..  / r /,.  ? 

y^  = I-C0i(2V-2Ô)-CO4(2V  -2Ô)| 

^ — ô')  — co4(av — ô— â')  — coi(2v'  — ô — 6')|- 

Il  faut  maintenant  développer  le  second  membre  de  cette  équation  en 
conservant  les  termes  séculaires  du  troisième  ordre  a8n  d’avoir , après 
la  division  par  y,  la  valeur  de  ^ exacte  juscpi’aux  quantités  du  second 
ordre  inclusivement 

176.  Pour  obtenir  les  termes  donnés  par  la  fonction 


3 

4 


^ ^ y coi(av  — 26)  — y'cos{2v  — d — ô’)  | ^ 


M'u'' 
h 
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il  suffit  d'y  faire 

± ^ ‘ yy^-(i/777; = ^$/coi(2p-2Ô)-*.Se’co5(ap-atîr)^ 

1^4  (T  ^ ^ i ' 

c/ô 

ce  qui  change  l'expression  précédente  de  y en  celle-ci 

yg  ^ ^ |y_ycos(at''-2Ô)-*-7’coi(a^'-â-Ô')-(i-i/)/co5(Ô-ô')j 

^ 3 |y3_yy»cos(ô— ô')—  5y'e*coi(aw  — ô — 6') ^ • 

Or,  en  changeant  successivement  ata-  en  aô  et  Ôi-6'  dans  la  valeur 
de  u'* coi (ai»'— aor)  trouvée  dans  le  n.°  174,  d est  évident  que  1 on  a 

u'^oi(ai-'-  aô)  = - I t“cos(aô-  ar')  -h  ^ co5(aô  - aô')  j 

u'^cos(aK'-ô-â')  = -iJe"cos(ô-.-Ô'-ar')-^V"^(^”'®'^S‘ 

Donc , eu  substituant  ces  valeurs , nous  aurons 


nrk<’ 


i r’  - (i  r’ - 1 rV)  ~*(«  - 

-Î7'’c05(aô  — aô')  — (aô—  ar')  ^y'e"cos(ô  -t-ô'—  ar') 
Cela  posé,  si  l’on  fait  dans  le  premier  terme 

1 I / 3 3 »5\ 

^ = ^(i  -//)"(»  -5e*-y“)  = ^(i  -f  3/-5e‘), 


il  viendra 


M _ 

dv~  <r’a'» 


f3/  3 fl  3, a ra  5 a\ 

.^Se  *-y) 

* 2 y'(  I * i ^ Z y'»  ^ 5e>  * ay’)  cos(ô  - ô') 
— 7 1 ^ y"*cot  (aô  — aô')  ^ e'’coj(aô  — a/)  | 
y'j  ^f”co5(ô-*-ô'— ar')  — ye’cos(atîr  — ô 
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En  rapprochant  de  cette  équation  toutes  les  autres  que  nous  avons 
obtenues  dans  ce  paragraphe  pour  calculer  les  variations  séculaires 
des  élémens  de  l'orbite  de  la  Lune,  nous  aurons  les  résultats  suivans: 


^ =, 

3 M'h!- 

dv 

4 " (T^a'* 

d h'  __ 

- 3 ^ M’h' 

“ 

a 

de 

ay 

e dv  ^ 

8 ’<r«a’» 

da 

ATAM 

"ST  =• 

a^a'^  1 

df 

AT  A’  5 

di>  ~ 

^ / i ^ 3 S a\  31  I 

~iy  -*-^e)f^r)'cos(ô-6') 
>5  « 


.177.  Actuellement,  si  l’on  compare  les  valeurs  de  avec 

celle  de  ^ , il  en  résulte  les  équations 

' <4>  e*ds>  :x  ’ dv^ 

lesquelles  étant  intégrées  donnent 

Donc,  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres,  et  retenant  seulement 
les  deux  premiers  termes  | il  viendra 

A*  = A,’(i  _ y") , e = e — 2 c/y^*  — y"). 

La  partie  séculaire  qui  entre  dans  les  deux  variables  h\  e sera  donc 
connue  lorsque  nous  aurons  déterminé  celle  qui  se  trouve  dans  l’ex- 
pression de  y’. 

Ces  expressions  de  A*  et  de  e donnent 

Tome  /.  , 

AO 
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Donc,  en  substituant  ces  valeurs,  et  posant 
3/  oa  ra  3 


,li 

’^d.= 


= m 


m\  l’on  aura 
^r'*~  — ô') 

— y I ^ y'’cos(2Ô  — 2Ô')  -I-  ^ £'’coi(aô  — ar')  | 

y'  ^ ^ e'*coj(â  -*-  ô'  — 2t')  — ^ e,’cOi  (2®  — fl  — ô')  | j 

S-=  ^mViin(fl-fl'),  . 


do 

dv 


= m 


' -*  ^ £'*C0i(2W  — 2r')  — ^y'®C0j(2®  — 2Ô') 


df  mVl.H  , 3 ,a  3 ,a  57  a 9 a . ai  1 /a  ai,  ? . 

l-H-£  -jy  + g-^c,  H-ïy,  -t--^yyco*(fl-Ô) 

et  la  valeur  de  t -*- /,  trouvée  dans  le  n.®  1 78  deviendra 


n(£  -*-/)  = v-i- m^fdv  s'‘  — ^ y"-^  | y“)  "jf  • yr'coî(fl  — ô'). 

En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  - = m,  et 
opérant  comme  dans  le  n.°  17a,  l’on  en  conclura  que  dans  l’équation 

t 

p'  = mv  A -t-  2£  àn(mv  A t')  -t-  etc. 

Pon  doit  poser 

A = «'(/'-/) 

ta'J'dv • yy' cos{é  — fl'). 

La  question  est  donc  réduite  à intégrer  les  deux  équations  qui  déter- 
minent les  valeurs  séculaires  des  variables  y et  fl.  Pour  cela  il  est 
d’abord  nécessaire  de  les  transformer  ainsi  qu’il  suie 
178.  Nous  avons  vu  dans  le  n."  48  que  Pou  a 
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22NIV'cosl(i’  -i)t  ^ fi'- J3], 
î"  = 2jW*  ^ 22MM'cos[(/  -,)t*x'-x]. 

Donc,  en  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  et  faisant  pour 

plus  de  simplicité 

C = lNN'cos[(i'  -i)[^0-fi], 

H = 2MM'cos[{i  -,)t^K'-x], 

£7  = — y'  1 1 e'cos  (acr  — ô')  — e"cos(ô'  — ar')  ^ i 
If  = — y'I  je^*im(2w  — &)  e"sin{d  — ar')|^ 

^ = — g y"* cos  aô'  — f'*co5  a/ , 

^ = — g ‘/'sin  aô'  — t'^sin  ar'i 
X = U cos  6 -t-  U'sin6  -*■  y{V  cos  aô  V'  sin  aô), 
nous  aurons  ces  deux  équations 

% = -^mysinip-&), 

^ i/i  4 ™ 1'^  — iHt-  ^ G)-*-y(B'  -1.377-*-  Z C)co  ?(ô  — ô')|- 

Cela  posé,  si  l’on  fait 

y sind  = P , y cos6  = q , 

1 on  obtient  en  dififérentiaut 

Jp  dy  . . d6  . 

dZ  = 

dq  dy  » rf®  • A 

^ = ^cosd-^ysin6. 
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Donc,  en  substituant  les  valeurs  précédentes  de  7^,  et  faisant 

pour  plus  de  simplicité 


K = 
Y = 

r = 

P = 


a a ’ 


U^{ 

rzî’-i 

■f  - Hf 

k a 

3 

ü'^\ 

( ff-i 

- H-t- 

a 

2 C ^ y'coi  ô' , 


y'cor  ô*)  (y  coi  ad  Y'sin  2Ô)  ^ (F” cos  3é*4*F'«/i  3ô) , 


Q = y ô')  + (y  iin  2Ô  - y coi  ad)  3d-  F'cor  3d) , 

il  viendra 


179.  Appliquons  à ces  deux  équations  la  méthode  d’intégration 
donnée  par  D’Alembert.  En  multipliant  la  seconde  par  un  facteur  x , 
et  l’ajoutant  ensuite  à la  première,  l’on  forme  cette  équation 


Actuellement,  si  l’on  fait 
il  en  résulte 


P = Z -qx. 


Z = P *qx  , 


et 


dp  dq 

dv  dv 


dz  dx 

dv  ^ dv 


Donc,  en  substituant  ces  valeurs,  nous  aurons 


^ V)x  ^lr\z-q\%^luYV’x-\ nY{K*(K^  V)x^)\ 

= ^m\P-Q*). 

D suit  de  là  qu’en  déterminant  le  facteur  arbitraire  x de  manière 
que  l’on  ait 
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l’on  pourra  déterminer  z en  intégrant  l’équation 

= \m\P-Qxy, 

de  sorte  que,  si  l’on  fait  pour  plus  de  simplicité 

R =.  (ÜT-f  , 


l’on  a 


où  C désigne  une  constante  arbitraire , et  e la  base  des  logarithmes 
hyperboliques. 

Remarquons  maintenant  qu’en  posant  l’équation 
K ^ V'x  * {K V)x'  r=  O , 


l’on  en  tire 


- 2(A:-h  P)  =*=  ^(ïrTT"  f(ïl  D‘) 


Or , en  différentiant  cette  expression , l’on  obtient  pour  ^ une  quan- 

f/y  dy 

tité  de  la  forme  sorte  que,  au  lieu  d’avoir 

l’équation 


l’on  aurait 


O ^%-\m^\K*V'x^{K^V)x'\. 
O = A’”  ^ ^ A"^  * A'”^, 

dv  dv  dv 


ce  qui  n’est  pas  vrai  à la  rigueur.  Mais , si  l’on  fait  attention  que  les 
fonctions  séculaires  désignées  par  V,  F',  K acquièrent  des  facteurs 
très-petits  par  la  différentiation , l’on  accordera  sans  peine  que  l’on 
peut  regarder  comme  suffisamment  exacte  la  valeur  précédente  de  x. 
i8o.  Cela  posé,  si  l’on  fait  pour  plus  de  simplicité. 


a(Jï-H  K) 
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nous  aurons,  eu  distinguant  les  deux  valeurs  de  *, 

X = a , x"  = a'  — b'i^  ; 

En  nommant  z,  z les  deux  valeurs  correspondantes  de  z et  faisant 
pour  plus  de  simplicité 

V)b'di>, 


on  aura 

2-  = J C - ^ my’(P-  Qa'-  , 

z"  = j C'V  I m/fP-  Qa'  ^ Qb'^i)e^  dv  | • 

Donc,  en  remplaçant  l’exponentielle  par  la  fonction  équivalente 

coi  (f)  • itn  <p , et  posant  pour  abréger 

m = {P  — Qa)  cos  <f)  — Qb'sin  (p  , 

/f"  = (P  — Qa')  sinip  Qb’cos  <p  , 

il  viendra 

z'  = C'(coi(f»-4-t^j«(f))-^^m’  ^co$(pfF(dv-*-sui<pfK'dv]^ 

— pJ’H'dv  — sin<pJ'R'dv  1 1 

s"  = C '(cos  ({)  — ^^  sirt  tf>)  * ^ m*  I cos  (pfHdv  sin  <pfK'dv  | 
•*‘^w?^^^cos<pJ'R'dv  — smpJ'Kdv  ^ • 


Pour  tirer  de  ces  deux  expressions  les  valeurs  cherchées  des  fonctions 
P et  q,  il  suffit  d’observer  qu'en  vertu  de  l’équation  z = p qx 
nous  avons  les  deux  équations 

z = P q(a  ■+■  b'^^)  , z"  = P q{a  — b , 


lesquelles  donnent 


et  par  conséquent 
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C'-*-r  a-(C'-C'), 

a ïb’^^î  i 


COS 


<f>  1 


19 


^ (f> J'Rdv-*'  sin  (f> J'R'di>\^  — ^ ■ ^^^cos^J'R'dv  — sin^J'jRdv^  i 

î ‘f’  ■*■  - «■«<?'-  ; ' y |co^ (^/ifî''A - iifi . 

Actuellement,  si  l’on  change  la  forme  des  constantes  arbitraires  C et  C, 


en  posant 


C'-C"  C'-*-C" 

= y, cos  ô,  ,•  = y^sin  6,  , 


il  viendra  ( . - ' 

P =>  y,  sin(6,  - <f>)  - ^ y,  coi(ô,  - <p) 


t-^Tü‘^cos<pJ'Rdv-*- sin<pj'/i''dv^—  ^ • ^^|co5  ^ J'R’dv—sin^J'Rdv^  i 

b'q  = coi(ô|  — (f))  — ^ m’I  C05  (p J'R'dv  — sinpj' R'dv  | • 

En  substituant  pour  R,  R'  leurs  valeurs,  l’on  donnera  à ces  expres- 
sions de  P et  ç la  forme  suivante  : 

b'q  = Y,co*{Pi  — (f>)  — ^ m*  I cos  (pJ'Rdv  — sin  (pJ'Qdv  ^ 

^ m*  I coi  <{) yâ'Q  sln  <p  d\>  — sin  <p Ja'Qcos  pdv^\ 

P = Y,sin(ê,  - <f>)  - ^ coi(ô,  - (p) 

3 ^ J 

f-m’  \sinpJ'Rdv cospJ'Qdv  i 

— ^ m’  j «n  (f) JnQ sin  p dv  cos  p JaQ  cos  pdv^ 

— ^ m’  ^ ^ coi  (f)  J'P'dv  — sin  p J'Q'dv  | 

^ m’  ^ I coi  ({) JaQ  sinpdv  — sinp Ja'Q  cos  pdv^'-> 
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où  l’on  a fait  pour  plug  de  simplicité 

P'  = P sinp  Q b'cot  <f>  ; ' Q*  = /*  cos  — Q b'sin  (f . 

i8i.  Observons  maintenant  que  la  quantité  o'  = — est  par 

elle  même  très-petite,  puisque  le  numérateur 

r J -^y'^sinzb'  -s'\iniT', 

et  qu’en  outre  la  quantité  K est  très-peu  différente  de  l’unité.  L’on  peut 
en  conséquence  négliger  d’abord  le  carré  de  a',  ce  qui  réduit  l’équation 

- |/(x^7  - “'■)  ‘ = |/(ï^)  • '■ 

<f>  = F)b'dt>  = ^my'dvÿK(K -f  V). 

Donc,  en  substituant  pour  K sa  valeur  (Voyez  n.®  178)  et  faisant 
pour  plus  de  simplicité 

À B*  SH-^-G, 

* a 

nous  aurons 

^ <f>  = -^m'fdvV{A-\V) 

n suit  de  là  qu’en  négligeant  la  quantité  du  quatrième  ordre  donnée 
par  le  carré  de  la  fonction 

V — — g /’cot  2Ô'  — £**coi  ar' , 

l’on  a <f>  = - vc^J’Adv , ou  bien 

(f)  = * 3H-f.^C)dv; 

et  eu  substituant  pour  B sa  valeur , nous  aurons 

a?  = -m*(i  3/,-  5e*--2di*-.--2/V> 

— I m^Jydv  f I •*-  C)dv, 


\ 
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Au  reste  il  est  dair  qu’en  imaginant  développée  nltérieurement  l’équation 


'■yru 


ii:i,  ..1  Y 


-m 


3 


7(B  m.  4-,-  C)  -h.  /(B‘ 


Z C)  cos 


(Ô-Ô')J, 

l’on  trouverait  dans  la  partie  constante  du  coefficient  jm’(5-*-3H-*-3  C) 
la  quantité  <qui  a été  désignée  par  g — i dans  le  n ° 8o  : ainsi  rieu 
n’empêche  de  poser  ^ ^ * ' ' ' . 

’ <P  = (g  — ï)i>  — |my^Vp  I ujy^C  2H)dv. 


Alors  toute 'la  partie  proportibhnelle  à p qui  doit  entrer  dans  l’êx- 
pression  de  (pi’séra  censée  “cbraprisè * dans'le  terme  (g  ^ i)p,  ‘ét'il 
faudra  avoir  seulement  égard  à la  quantité  périodique  et  séculaire  qui 
naît  des  termes  affectés  du  signe  intégral.^  > / „ > ’ ■ 

t8a.  Cela  posé,  si  l’on  suppose  ô ==  (i  — g)v  = — ^m^p-i-etc. 
dans  les  fonctions  désignées  par  P et  Q,  on  comprendra  que  ces 
fonctions  renfermant  l’arc  -aô  et  l’arc  3ô,  il  est  impossible  d’avoir 
dans  les  produits 


des  termes  périodiques  dont  l’argument  ne  soit  pas  associé  avec  un 
multiple  de  l’arc  ^ mV  Mais  les  intégrations  qu’il  faut  exécuter  pour 
avoir  les  valeurs  de  p , q ne  peuvent  donner  que  ^ des  diviseurs  de 
la  forme 

dp  , dt  dp  l 

dv  dv  dv  n.  , 

dans  lesquels  la  quantité  ^ est  excessivement  petite  par  rapport  à 

^ = ^m’-*-etc.,  puisqu’elle  est  formée  par  une  combinaison  linéaire  des 
argumens  i ou  i qui  entrent  dans  les  fonctions  y'cosô',  y'sinô',  e'cosr',  s'sinr'. 
Donc  on  peut,  sans  crainte  d’erreur  sensible,  réduire  tous  les  divi- 
seurs ^ ^ il  la  quantité  ^ i ce  qui  démontre  que  l’intégration 

dont  il  est  ici  question  n’est  pas  de  nature  à produire  une  augmen- 
mtion  d’uu  ordre  supérieur  à celle  qui  résulte  du  diviseur  | m*.  , 
Tome  J.  >7 
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D’aprèt  c«8  considérations  on  peat  simplifier  les  valeurs' de  p tt  q 
trouvées  dans  le  numéro  précédent  en  y faisant  b'  = i et  en  sup- 
primant tous  les  termes  multipliés  par  a',  lesquels  sont  nécessairement 
beaucoup  plus  petits  que  les  autres  termes  qui  n’ont  pas  ce  facteur; 
on  obtient  par-là 

P = Y^sin(6^ — -t-^Ta^^sin(pJ'P'dv  cos<pJ'(^dçi^i  . ^ 

q = 7,cu5(Ôj — (f)  — ^ m*  |coî  (^JlP^dv  — sin  <pf(^dv^  • 

i83.  n suffit  maintenant  de  jeter  un  coup  d'œil  sur  la  forme  des 

fonctions  P,  Q posées  dans  le  n.°  178  pour  voir  qu’on  obtiendra 
la  partie  principale  de  ces  expressions  de  p,  q en  faisant 

P = y'cosé'  = 2A^coi(it  fi)  ; Q — •/sind  = 2Nsin{ie  fi)  ; 
et  par  conséquent 

yPdi>  =t  J'dv'^N dn(p  it  fi)  = — 2 ’ 

df  "*"  * <fo 

/Qfd.  = fd.mcos{<p  ^ fi)  = 2 • 

, dv  an 

Donc , en  profitant  de  la  circonstance  que  la  quantité  < ^ ~ 

très-petite  par  rapport  à on  en  conclura  qu’on  a 

^Jpdv  = — 2iVcos((f  ic  fi), 

ÿ/Q'd^=  msia(^*it-^fi)i 

et  en  remarquant  qu’il  suffit  ici  de  prendre  ^ ^ m* , nous  aurons 

enfin 

P = 7^in{éj  — «P)  2JVsin(ic  fi)  , 

q = r,cor(ô,  — If ) -^  2A^eof  (it  J3) . 

Afin  de  prévenir  une  objection  qu’on  pourrait  faire  en  examinant 
de  près  l’analyse  qui  nous  a conduit  à ces  deux  dernières  formules , il 
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importe  de  remarquer  que,  daus  le  fond,  elles  sont  iadépendantes 
des  termes  du  troisième  ordre  qui  entrent  dans  les  fonctions  désignées 
par  P et  Q { Voyez  n.°  178);  de  sorte  que  l’on  aurait  obtenu  le 
même  résultat  en  supprimant  d’abord  la  fonction  du  troisième  ordre 

I * 3H  - ^ C | /cos(â  - 6') , 

qu’on  voit  dans  l’expression  de  rapportée  dans  le  n.”  178.  Et  il 

est  aisé  de  voir  que,  par  des  considérations  analogues,  on  serait 
parvenu  aux  mêmes  expressions  de  p et  q , en  ayant  égard  aux 
termes  du  troisième  ordre  qui  font  partie  du  second  membre  de 
l’équation 

D’après  cela , si  l’on  objectait  que  pour  former  les  équations  différen- 
tielles en  P et  q , à l’aide  des  équations  ' 


ÿ = ÿsinô 

0.9 


d9 


ao  A 

^y^cos». 


on  ne  peut,  à la  rigueur,  avoir  égard  aux  termes  du  troisième  ordre 
qui  entrent  dans  la  valeur  de  y~  sans  considérer  en  même  tems 
les  termes  du  même  ordre  qui  se  trouvent  dans  celle  de  on 

ferait  tomber  l’objection  en  faisant  observer  que  l’uniformité  du  calcul 
dans  la  recherche  des  coefficiens  différentiels  des  élémens  nous  a dé- 
terminé à nous  arrêter  pour  tous  au  second  ordre;  mais  qu’en  tenant 
compte  des  termes  du  troisième  ordre  qui  entrent  dans  la  valeur  de 
on  aurait,  rendu  les  formules  primitives  plus  compliquées , sans  rien 
ajouter  à la  partie  principale  des  fonctions  />  et  9 qu’il  s’agissait  ici 
de  déterminer. 

184.  Analysons  maintenant  les  conséquences  qui  dérivent  des  deux 
valeurs  précédentes  de  p et  q.  Puisque  p = y tinû , q — y cos  6 , 
il  est  d’abord  évident  que  l’on  a q^  = y\  et  par  conséquent 

y*  = y‘  aC  iy^Ncos  (fl,  — ^ — if  — )3). 
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Donc , en  substituant  cette  valeur  de  dans  l'équatioa.  ' ‘ ■ 

= (g  — — â mfy'dv  ^H)dv  , ' ; = 

trouvée  dans  le  n.°  1 8 1 , et  supprimant  la  partie  proportionnelle  à v ; 
I m'(y,’ 2/V“)v , il  viendra 


. (J)  = _ i)p  2 la'J'Hdv  -t-  g raJ'Qdv 

3 a — P — U — P). 

4 dp  tdt 
dv  dv 

et  en  faisant,  comme  précédemment,  aurons 

(J)  — (g  — I )v  ^ xaJ'Hdv  I mJ'Cdv  y^2Nsin(6,  — <f»  — if  — .0) . 

Alais  d'après  le  théorème  de  Lagrange  l'on  sait  que  toute  équation 
de  la  forme 

^ = O -f-  y^Ntinif»  — (f) 

donne 

■ /L  X r,'  d[ZN$in(b--à)Y 
(p  = a-*-y,lNsm{b-a)  h-  ^ — ^ ecc. 

Donc,  en  négligeant  les  très-petits  termes  multipliés  par  y*,  etc. , 
nous  aurons 

(p  t=  -t-^Tti‘J'Hdç -*-^aYj'Gdv  '•  ■ 

y^N  sin^è~[g—  \ y—it—fi—'^iaJ'Hdv  — ^vnJCdv^' 

Telle  est  la  valeur  de  <p  qu'il  faudra  regarder  comme  substituée  dans 
les  équations 

ysiné  = y^sin  (ô,  — (p)  -4-  SJYsin  (if  , 

ycosê  = y,cof(ô^  — ip)  h-  SAFcos(it  fi) , 

y*  = y/  -4-  2A^“  ^ 2C  -f  2y2JVcos(â^  — <p  — ic  — fi). 
i8S.  Reprenons  l'équation 

= v-^myc?v0t'’-^y'*  — 2y’^*^myivy/cof(ô  — ô') 
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trouvée  dans  le  n.®  177,  et  remarquons  que  l’on  a i 

sin(it  p£)  = •ysind'  , 2JVcos(it-  -t-  fi)  = y’cos  6' , 
et  par  conséquent 

• / = y*  y'* ay,2A^ cos(ê^ -~(p  — ii  — fi), 

Y/cos(é  — 6')  = y"  y^Ncos{6i  — <p  — it  — fi)  . ■ 

Donc , en  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  n(t  f^) , et  suppri- 
mant les  termes  proportionnels  à v multipliés  par  la  quantité  con- 
stante m’y^*, , il  viendra 


= *>-^1  myvu 1 _ I my/vv 
-4-  (3  - A ^ mv  2 ^ ^ 

\ 2/4  ''  dp  idt 


OU  bien 


dv  dv 


n(t  -f f)  = t>  -t-  ^my'e'^dif  o a^J'y'dv  — ^ y^lNsiniè^  — $ — ir  — fi)-, 
et  en  faisant,  conunc  dans  le  n.®  178 , t"  = 2df*  2//,  nous  aurons 


n(t  -*-/,)  = V imy'Hdv  — ^ ySJVsin(ô^—  (p  — U — fi).  ■ 

l 

Il  est  démontré  par  là  que  la  totalité  des  termes  qui  semblairoient 
devoir  produire  une  équation  séculaire  de  la  forme  Am^Jy’^dv , et 
par  conséquent  dépendante  de  la  variation  séculaire  de  l'obliquité  de 
l’écliptique  se  détruit  exactement. 

Ainsi  la  longitude  moyenne  de  la  Lune  exprimée  par  sa  longitude 
vraie  , mesurée  sur  une  écliptique  fixe , renferme  deux  équations  séculaires 
seulement  La  première  dépend  de  l’intégrale  de  la  variation  séculaire 
du  carré  de  l'excentricité  du  Soleil  ; lu  seconde  (absolument  insensible 
en  vertu  de  la  petitesse  des  coefficiens  représentés  par  y^N)  est 
composée  de  termes  ayant  une  période  excessivement  plus  courte , 
car  la  période  des  arcs 

6^  — tp  — it  — fi  — d—  (i  — g)v  — it  — fi  — etc. 
diffère  fort  peu  de  celle  du  nœud  de  l'orbite  de  la  Lune. 
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i86.  An  reste  il  n’est  pas  difficile  de  démontrer  que  l’équatiiKi 
séculaire  — (p  — û — ^)  diyaraîi  dans  l’expression  de 

la  longitude  de  la  Lune  mesurée  sur  l’écliptique  vraie. 

Nommons  la  longitude  de  la  Lune  sur  l'écliptique  vraie,  comptée 
depuis  un  point  équinoxial  fixe;  et  soit  l’angle  dont  la  tangente 
est  y , c’est-à-dire  l’angle  formé  par  l’écliptique  vraie  avec  l’écliptique 
fixe,  n est  clair  que  — 6'  et  p — ô'  expriment  les  distances  au 
nœud  formé  par  l'intersection  de  ces  deux  plans.  Donc,  en  désignant 
par  la  tangente  de  la  latitude  de  la  Lune  par  rapport  à l’écliptique 
vraie , l’on  aura , d’après  les  formules  connues  pour  déterminer  les 
ascensions  droites  et  les  déclinaisons  par  les  longitudes  et  les  latitudes , 


tan^v—6) 


ttini,-*-  cosiiSin(v  — 9') 
au{t>  — fl') 


S 

|/(i  -*-5S) 


s cos  »,  — sin  »,  xtn(p  — fl') 

/(>H-».) 


La  première  de  ces  deux  équations  donne 

tang(p,  - &)  - ta«ÿ(p  - â')  = - a sin’  ^ i,tang(»  - 6')  . 

ou  bien 

sin(p,  — p)  = i sin  i,  cos(p,  — A)  — a lin’  | i,  sin(is  — ô')  tong(p,  — 6') . 

La  petitesse  des  facteurs  qui  entrent  dans  le  second  membre  de  cette 
équation  permet  d’y  feire  p^  = p ; et  alors  on  a 

5În(Pj  — p)  = i sin i,  coi(p  — ô')  — «re* | »,  »m(ap  — aô')  ; 

d’où  l’on  conclut,  en  négligeant  le  cube  de  jint, , 


P,  = P ssini^cos(y  — ô')  — ««’i», itrt(ap  — aô')  ; 
et  en  faisant  «ni,  =»  teuigi^  = y'-,  sin^i^  = J y'*,  non  aurons 
P,  = P sy' cos{v  — 6')  — j/’5Îft(ap  — aô') . 

Mais 

/ coi(p  — ô')  = cosp2^cos(ic  J3)  sinp2Nsin(ic  , 
ou  bien 

y'  cos(p  — ô')  = 2N ooi(p  — »t  — j8)  ; 
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partant  on  a 

= P 5 2 iVcoj(p  — it  — fi)  — I y'*  «n(ap  — aô') , 

Cela  posé,  si  l'on  observe  qu’en  substitnant  dans  l’équation 
s = sinv-ycos6  — cos  v-y  sinô 

les  valeurs  de  y sût  6,  y^cosà  trouvées  dans  le  n.®  184,' on  obtient 

s = y^  sût  (i>  — 6^  -t-  <p)  SArsin(i>  — it  fi)  -, 

on  en  conclura  qu’en  négligeant  les  termes  de  l’ordre  de  7“  l’on  a 

•p^  = P — ly^2Nàn(é,  —p  — it-~  fi) 

•*-\y,  2A^itn(ap—  é,  — it  — fi). 

Donc , en  négligeant  la  partie  périodique  et  insensible  représentée 
par  |yj2A'’«/»(ap — — i^~~fi)t  et  rapprochant  cette  équation 
de  celle  qui  détermine  la  valeur  séculaire  de  n(c  il  viendra 


n(t  /J  = P|  ZtaJ^dv  ^ de  , 

ce  qui  est  conforme  à la  proposition  énoncée  an  commencement 
de  ce  n.® 

187.  En  continuant  de  considérer  le  mouvement  de  la  Lune  par 
rapport  à l'écliptique  vraie  Ton  en  tire  une  autre  conséquence  digne 
de  remarque.  Voici  en  quoi  elle  consiste. 

Nommons  / l'angle  qui  mesure  à chaque  instant  Tinclinaison  du 
plan  de  l’orbite  de  la  Lune  avec  l’écliptique  vraie.  En  imaginant  le 
triangle  sphérique  formé  par  ces  deux  plans  et  le  plan  fixe,  et  posant 
pour  un  moment  y o teuiga,  l’on  a l’équation 


cos  I ’=  cos  a cos  i^-*-  sût  a sût  i^  eos{6  — tf)  , 
laquelle , en  se  rappelant  que  tang  i,  ^ , donne 

r > * 7Ÿ  eo»  (fl  — ô") 

— /LU  ♦ r*)  y")i 

Donc,  en  y substituant  pour  yy' cos (6  — 6')  la  valeur  trouvée  dans 
le  n.®  186,  nous  aurons 
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développant  le  radical  et  négligeant  les  quantités  d’un  ordre  supérieur 
au  quatrième , nous  aurons 

cos  / = I — 2 ^ y"  y,(  I,  — î y “ î y")2iy  cos(d  _ (f  _ u - fi) 

* I “ g >’  ■ ‘ " 

Mais  nous  avons  vu  dans  le  n.®  184  qu’on  a ' . ’ ■ 

y‘  = y*  2y^iVcos(6^ — (p  — it  — fi); 
donc,  en  substituant  cette  valeur,  il  viendra- 

cosl  = * ~ ^ y*  ~ ^ y/y*  y”)2A^ cos(ô,  ~ (p  -it-~  fi) 

3 4 1 ^4  I a ri 

et  en  négligeant  les  quantités  qui  passent  le  second  ordre 

^ - îr,’  * iy,“  j2.Vcos(ô/-  (f,  _ û _ ^)  J’  4 ■ 


cos 

d’où  l’on  conclut 


tang  I = y^  — y^  | IN  cos  (d^  — (p  — it  — ^ • 

En  comparant  cette  expression  de  tangl'&yec  la  précédente  de 
tangua  — y’,  on  voit  que  le  terme  séculaire  y™  n’ehtre  pas  dans  la 
valeur  de  tang^I,  et  que  même  la  partie  variable 

— 2A^cos(ô|  — (f)— ic  — J3)  j’  I 
est  beaucoup  plus  petite  que  la  partie  correspondante 
2y^  2 Ncos(ô^  — ^ — it  — fi)  i 

renfermée  dans  y’.  De  sorte  que  l’on  peut  considérer  l’angle  I comme 
une  quantité  sensiblement  constante,  et  établir  l’équation  tang’^I  = y*  ; 
ou  bien  en  conclure  qu’en  vertu  des  valeurs  de  y“  et  yy'cos{6  — 6') 
trouvées  dans  le  n.°  i85,  on  a l’équation 

tang^l  = (y  cos (t  — y cos Ô’)“  -*■  {y  sin6  — y'  sin ô')*. 
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Tel  est  le  véritable  fondement  sur  lequel  repose  cette  vérité  con- 
firmée par  l’observation,  savoir,  que  l’inclinaison  moyenne  de  l’orbite 
vraie  de  la  Lune  à l'égard  de  l’écliptique  vraie  demeure  invariable. 
Ce  théorème  est  analogue  à celui  qui  a lieu  lorsqu’on  considère  l’ac- 
tion réciproque  de  deux  plauètes  seulementj  mais  il  importe  d’observer 
que  c’est  en  vertu  d’une  cause  bien  différente.  Car  Faction  réciproque 
du  Soleil  et  de  la  Lune  n’entre  pour  rien  ici,  où  l’invariabilité  d’in- 
clinaison dont  il  est  question  dépend  entièrement  de  l’action  que  les 
planètes  exercent  sur  la  Terre , et  de  la  réaction  qui  en  résulte  sur 
l’orbite  de  la  Lune. 

188.  C’est  en  vertu  de  la  même  proposition  que  la  latitude  proie 
de  la  Lune  est  indépendante  du  mouvement  séculaire  du  plan  de 
l’écliptique.  En  effet  l’équation 

S _ tcosi,  — tin  il  — fl') 

y'U’*'  ») 

(Voyez  n.°  i83)  donne,  en  négligeant  les  termes  multipliés  par  /'S 

S s — "Z  N sin.{v  — it  — f)  . 

mais  nous  avons  vu  dans  le  même  numéro  que  l’on  a 
S = 7,iMj(p  — 6^-^  (fl)  ^Nsin(o’-it  — j8)  ; 

partant 

S — 9,  -»•  ÿ) 

d’où  l’on  tire 

S = y,«n(p  — fl,-*-(fi)  — ly*2A^«n(p  — it  — ^). 

Le  second  terme  de  cette  expression  est  insensible. 

189.  Reprenons  actuellement  l’expression  de  ^ trouvée  dans  le 
n.“  177.  En  y substituant  au  lieu  de  y*  et  -yy'cosiô —6')  leurs  valeurs 
données  dans  le  n.°  1 85 , nous  aurons 

- (t  " I)  - W 

— ^ m’ ï"  co<(aw  — ar')  — m’ y"  cos(atB^  — ad')  ; 

Tome  I.  aS 
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OU  bien  ' ' ’ 

— ^ m’  *"  cos(2BT  — ar')  — ^ m’  coi(2cr  — atf) . 

Or,  en  imaginant  cette  équation  développée  ultérieurement,  il  est  évi- 
dent que  la  partie  constante  serait  égale  à celle  désignée  par  t — c 
dans  le  n.®  8o;  donc  en  intégrant  et  remplaçant  par  (i  — c)i>  le 
terme  proportionnel  à v,  l’on  aura 

•as  = -H  ( I — c)p -t- 1 — | sr^J'y'^dv  sin(é^  — <f»  — il  — 

— ^ myf'*cos(aw  — ar')dv  — mJy"cos(2,as  — 2Ô')dt> . 

Cela  posé , si  l’on  applique  aux  deux  intégrales 

— ~ mJt"cos (aaT  — 2r')dv  , — ||  mjy'cos(2os  — aô')di> 

un  raisonnement  analogue  à celui  qui  a été  exposé  dans  le  n.®  1 8a , 
l’on  en  conclura  que  tous  les  argumens  donnés  par  les  fonctions 
cos(2os  — 2t')  , y“coi(2tsr — 26)  se  trouvent  associés  avec  l’arc 
a(  I — c)v  = I mV  etc. , et  qu’en  conséquence  il  n’en  peut  résulter 
aucun  terme  sensible,  même  après  révanouissemeiit  du  facteur  m* 
qui  multiplie  ces  deux  intégrales.  D’après  cela  nous  pouvons  réduire 
l’expression  précédente  de  cr  à celle-ci 

as  - - oTj.4- (i  — c)»-*-|m^“A'— — ({)  — il  — ^). 

Pour  rapprocher  de  ce  résultat  celui  qui  se  rapporte  à la  variable  e , 
il  suffit  de  substituer  dans  l’éqUadon 

« = 

(Voyez  n.®  177)  la  valeur  de  y’  trouvée  dans  le  n.®  i85;  alors 
l’on  obtient 

* = e,j  I -*-5/*-f|y2ATcoi(ô^  — ({)  — il  — 

190.  On  voit  par  cette  dernière  formule  que  la  constante  arbitraire 
désignée  par  e renferme  des  termes  séculaires,  qui  sont  fonction  des 
variations  séculaires  du  plan  de  l’écliptique.  La  même  propriété  subsiste 
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aussi  ù l’égard  de  la  constante  correspondante  s,  qui  représente 
l’excentricité  de  l’orbite  de  la  Lune 'mesurée  sur  son  propre  plan. 
Car,  en  réduisant  à f s=  e(i — valeur  de  e donnée  dans 
le  ii.°  127  et  élittiinant  « au  moyen  de  l’équation  c = 
on  eu  tire  s = «,(*  — fr,* -*■  ly’)  = donc,  en  remplaçant  y’  par  sa 
valeur  trouvée  dans  le  n.®  i85,  on  aura 


Il  est  vrai  que  ces  termes  variables  et  séculaires  qui  entrent  dans 
l’expression  de  e et  s,  étant  délivrés  du  signe  intégral  et  de  plus 
multipliés  par  la  fraction  e, , sont  physiquement  insensibles  dans  les 
observations  propres  à déterminer  l’excentricité  de  l’orbite  de  la  Lune. 
Mais,  sous  le  rapport  de  la  théorie,  il  est  très-important  de  remarquer 
qu’il  faudrait  recourir  à des  termes  d’un  ordre  supérieur  à ceux  que 
nous  avons  considérés  dans  ce  paragraphe  pour  voir  naître  dans  l’ex- 
pression analytique  et  séculaire  de  e des  termes  dépendans  de  l’ex- 
centricité du  Soleil.  Ainsi  il  résulte  de  notre  analyse  qu’il  est  impossible 
qu’il  y ait  dans  la  partie  variable  et  séculaire  de  e ou  de  e un  terme 
du  quatrième  ordre  de  la  forme  A m’ 

191.  Le  grand  axe  a de  l’orbite  de  la  Lune  jouit  d’une  propriété 
analogue.  En  effet  les  variations  séculaires  de  cet  élément  doivent 
être  déterminées  d’après  l’équation  (Voyez  n.°  64). 

Mais  nous  avons  trouvé  ( n.“  171  et  177) 


partant  il  est  clair  qu’on  a 


8 ' 


3 e’ 
8® 


);  A’ = vo-y.’-y’); 


et  par  conséquent 

<T  ff  <rni*  / a a 3\ 

a a,  aa,  V '.g  » 8 / ^ 

n suit  de  là  qu’en  négligeant  les  termes  multipliés  par  m^,  on  a 
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a 


-0 

2 ' 


O- 


Maintenant , si  l’on  néglige  les  quantités  d’un  orde  supérieur  au  second 
qui  multiplient  m*,  on  peut  réduire  c“  à sa  partie  constante  e^\ 
Alors,  en  substituant  au  lieu  de  / sa  valeur  trouvée  dans  le  n.°  i85, 
on  aura 


a 

», 


— I m’ 2 Ncos{ôi  — (p  — it  — j3)  ; 


c’est-à-dire  une  expression  où  la  partie  séculaire  est  insensible,  mais 
indépendante  d’an  terme  du  quatrième  ordre  de  la  forme  A m“ 

19a.  Cette  dernière  conséquence  paraîtra  au  premier  coup  d’œil 
contraire  an  résultat  trouvé  par  M.  de  Laplace  dans  la  page  aia  du 
troisième  volume  de  la  Mécanique  céleste  ; où  il  est  dit  qu’en  posant 

U = - [l  e’  -t-  ly*  e(l  e’)  cos{cv  — m)  etc.] 


on  doit  prendre  pour  la  quantité  représentée  par  a une  expression 

3 

telle  qui  renferme  le  terme  séculaire  du  quatrième  ordre  - • — i 


e étant  l’excentricité  de  l’orbite  du  Soleil. 

Mais , pour  la  clarté  des  idées , il  est  essentiel  de  remarquer  que 
la  condition  qui  sert  à déterminer  dans  la  page  citée  la  partie  variable 
et  séculaire  de  a , est  fort  différente  de  celle  qui  caractérise  le  demi- 
grand  axe  de  l’orbite  de  la  Lune,  au  moyen  de  l’équation 


a,  a,  J 

On  sentira  plus  fortement  la  nécessité  de  cette  distinction  en  ré- 
fléchissant que  le  terme  principal  ^m’‘Je”dv  de  l’équation  séculaire, 
qui,  d’après  notre  analyse,  résulte  de  la  variation  séculaire  de  Vépoque, 
a dans  la  Mécanique  céleste  une  origine  telle  qui,  sans  une  connais- 
sance intime  du  sujet , porte  à attribuer  son  existence  à une  variation 
séculaire  inhérente  au  moyen  mouvement.  En  effet  il  est  dit  à la 
page  a 16  du  volume  cité  que  le  terme  ^vaje^dv  naît  de  l’inté- 

. J a'dv 

gration  du  terme 


V», 


3 

en  vertu  de  la  fonction  séculaire 

4 a. 
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renfermée  dans  la  valeur  de  i.  Or  cela  est  sans  doute  e.xact,  lors- 

a 

qu’on  a uniquement  pour  but  d’intégrer  les  équations  différentielles  du 
second  ordre  et  d’arriver  à l’expression  du  tems  en  fonction  de  la 
longitude  vraie  de  la  Lune.  Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue 
qu’une  telle  conception  entraîne  le  mélange  des  variations  séculaires 
appartenantes  à différens  élémens , et  qu’on  ne  peut  ensuite  les 
séparer  sans  une  analyse  précise,  qui  n’ait  en  elle  même  rien  de 
contraire  aux  formules  propres  à la  détermination  de  la  partie  variable 
de  chacun  des  élémens  du  mouvement  elliptique. 

Pour  mieux  prouver  la  justesse  de  ces  réflexions,  nous  allons  faire 
voir  que  le  terme  dépendant  du  carré  de  l’e.xcentricité  du  Soleil, 
analogue  à celui  que  M.  de  Laplace  obtient  dans  sa  valeur  de  a, 
dérive  du  développement  de  la  fonction  e cos(t>  — w) , en  vertu  de 
la  combinaison  des  termes  à courte  période  renfermés  dans  la  partie 
variable  de  l’excentricité  et  du  périgée  de  la  Lune.  Cela  achèvera  de 
démontrer  que,  analytiquement  parlant,  il  y a,  même  dans  la  seule 
partie  séculaire , une  différence  absolue  entre  la  fonction  qui  représente 
le  demi-grand  axe  de  l’orbite  de  la  Lune,  et  la  fonction  représentée 
par  a dans  la  Mécanique  céleste,  et  nommé  plus  expressément  demi- 
grand  axe  de  f orbite  dans  la  page  i5a  du  second  volume  des  Mé- 
moires de  l’Institut  de  France. 

iqS.  Réduisons  les  expressions  de  ^ •<  données  dans  le  n.°  68 

à celles-ci 

^ |ycoi(or-â)  + lycoi(2t<-ô-t!r)j 


^ ■=  COs(o  - ut)  * I y - ô)  * 1 y 5in(2t»  - ô - w)  j ^ . 

En  faisant 

3 M'u'^  3 » • / A» 

y = = “i"  rrm(p-ô), 

on  a d’abord 

% = - %) ” ®)  " f - ®)  t 

^ t=  --’y  ^ û^)C05(v  -w)-*-  |m’y*co4(v  - tst) . 
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MainteDant,  si  l’on  fait  (Voyez  n.®  169) 


n _ 


j 1 — 6-«'coi(t»  — v')î , 

au*  i X ’ 

;"  = 1 y'*  ; w'  = I yy' <»«(«’  — v'  —d  d)  , 


il  viendra 


a 


'(» 


Mais,  d’après  les  résultats  trouvés  dans  les  n.”’  lyS  et  i85,  nous  avons 


IA*  ' 


3 ^ 3 n 9 »' 


/)- 


rt 


'cos(d—  6')  = y'*-4-  y,2iVco5(ô,—  — ic  — ; 


partant 


«(.)  = 


j»rA‘ 


< O 1 ^ 3 a ^ 9 » ^ /3  _ 9 . 3\  '»  I 


Cela  posé,  si  l’on  substitue  au  lieu  de  }t  sa  valeur  = A*(i‘^3y’-3y*), 
il  viendra 

= -|mXi‘^3e**|e'*^ly*)-|mV,2iVco5(ô,-<p-it-^). 
Il  suit  de  là  qu’on  a 

|m’[i4.3c*^|c'*-fy*-|y,2iVcor(ô,-(()-«-^)]sin(v-®), 

^ = -|m’[iT3eV|€'*-|/-|y,2ATcof(d,-(p-it-/3)]co4(v-®)  . 

En  éliminant  y*  au  moyeu  de  l’équation 

y*  = y * -H  y*  ay  2 N cos(6^  — — — 

et  posant  pour  plus  de  simplicité 

on  obtient 

^ — |m'*£5w(p  — or)  — m\SJV sin(o  — or  — ^ — it  6,  — ^) 

— m*y,  ^Nsin(y  — w -t-  ^ it  — >•-  )3) , 
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= — i m’5  cos(f>  — Vf)  -t-  m'yj  2 A^coî(t>  — -a  — <f>  — it  6^  — fi) 
-*■  Ncos(y  — vr  -t-  <p  -*■  ie  — -+-  J3) . 


Actuellement,  si  l’on  conçoit  que  dans  le  second  membre  de  ces 
équations  on  ait  substitué  au  lieu  de  tir  la  valeur  donnée  dans  le 
n.®  189,  on  trouvera,  en  intégrant  ces  expressions  conformément  au 
théorème  démontré  dans  le  n.°  6i , 


Se 


I 

a 


Jer 

‘-ST 


V — Vf 


i dv\  dB  } 

' dv  ' B'di/\ 


, 2 6,) 

'>  _ ^ 

d»  du  dv 


1-  2 Ncos{y—vr-*.qi->-it-*-^—6) 
'•  dv  d-0  idt 


I — 


dv  dv  dv 


îSor  = 


I m*5  . ^ /. 

“ï ïïïjfiTÂT 

^ dv  ^ ' 

a ^ N sin(v  • 
m y,  2 


-4-  m r 


r — (fi  — U — <?  -*-  9,) 

da  dp  idt 

dv  dv  dv 

_ N tin{v  — V'*-p-^it-v-^  — flj 
da  dp  i de 


! — 


dv  dv  dv 


Cela  posé , si  avec  ces  valeurs  on  forme  la  fonction 
Se  coi(v  — t?)  eSvfsin(v  vr) , 

qui  représente  la  partie  principale  du  développement  du  terme  e cos(v-xv), 
on  obtiendra 


Se  cos(v  — Vf)  -t-  eSxv  sin(v  — vr)  — 
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- _ lVcos((p-*-it-*-^-ô,)  , _ N eosjp it  P — 6,) 

^ do  d'il  idt  '<  ^ do  d'i  idt 


dv  dv  du  du  dv  dv 

L’expression  de  B posée  plus  haut  donne 

dB  f de  s idy  o t de' 

-r-  = 6e T y -ir'*-  j-’ 

du  du  du  du 

Ainsi  il  est  évident  que  les  arcs  exprimés  par  les  fonctions 

di^ 


( do\  dB  ( _dw\“\e 

V du)  B -du'  du)  du 


sont  réductibles  à une  suite  de  termes  séculaires  d’une  petitesse  exces- 
sive , et  que  par  conséquent  on  peut  ici  supposer  sans  erreur  sensible 

d(^ 


Kdo\  dB  } \ / do\  \e)^ 

Donc , en  négligeant  les  très-petits  termes  compris  sous  le  signe  som- 
matoire  2,  il  viendra 

Se  cos(v  — nr)  eStsr  fin(<f  — w)  = — -- 


I — 


do 

* 


La  valeur  de  ta  trouvée  dans  le  n.°  189  donne 

du 

dt* 


= (ï  — c)  I — i “V*  • 


etc. 


3 _a 
4“ 


etc. 


Donc,  en  substituant  pour  B sa  valeur  et  négligeant  les  quantités 
d’un  ordre  supérieur  au  quatrième,  on  aura 

Se  coi(i>  — ur)  c S®  sin(u  — ®)  = - 1 m*  | i | f”  * | m*  “ f ~ 4 • 

Si  l’on  observe  maintenant  que  l’équation  A*  = h)(  1 -*-y^  — y’)  donne 
= h)(i  y on  en  conclura  qu’en  considérant  seu- 

lement le  terme  principal  de  la  partie  constante  et  séculaire,  on  a 

tre  œs(u  — o)  I m*<r  ( oa  <5a  <:»a) 

- V(. V y*)  ° " r j » -a*”  - 3g.  -fr, 

La  seule  inspection  des  valeurs  générales  de  ^ ^ suffit  pour 
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démontrer  qn’il  est  impossible  d’obtenir  dans  cette  même  fonction 
d’autres  termes  semblables  du  quatrième  ordre  en  ayant  égard  à la 
combinaison  des  termes  à courte  période  renfermés  dans  les  expres- 
sions complètes  de  tk  et  y*. 

Concluons  de  là  que  la  valeur  elliptique  de  u fournie  par  l’équation 
donne  par  son  développement 


U = 


a\/(i-t-ss)  <rm' 


A*(i- 
• etc. 


y*) 


3e 


et  qu’en  conséquence  la  valeur  complète  de  u doit  effectivement 
renfermer  le  terme  séculaire  — mais  que  ce  terme  ne 

saurait,  par  son  origine,  faire  partie  du  demi-grand  axe  de  l’orbite 
de  la  Lune. 

Cependant , pour  nous  conformer  à la  division  analytique  des  quan- 
tités , il  faudra  regarder  comme  terme  principal  de  la  valeur  séculaire 
de  u le  terme  du  second  ordre  qui  naît  du  développement  de  la 


fonction 


<r(/(i  ss) 


h'y*y‘) 

En  effet  il  est  évident  que  l’on  a 


<r/(i  -I-  ss) 


<T  / a 


1 ^ 
b 


etc.  ) 


Donc,  en  substituant  pour  sa  valeur  séculaire,  et  retenant  seu- 
lement les  quantités  qui  ne  passent  pas  le  second  ordre,  on  aura 


-4-  JX)  _ (T  ^ 


4/,  ^4/ 


ly,2Ncos{6,—  ({)  — ie  — ^)|- 


Mais  il  est  clair  que  cette  dernière  partie  séculaire  disparaît  dans 
l’expression  de  la  parallaxe  de  la  Lune;  puisque  le  sinus  de  cette 
coordonnée  est  proportionnel  à la  fonction 


» aie  eos(v  — v)) 

/t*(i  -4-y*)  ; ‘ /(I  -►f»)  ) 

Tome  J. 


2<) 
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L’observation  immédiate  de  la  parallaxe  de  la  Lune,  même  en  la 
supposant  susceptible  du  plus  haut  degré  de  précision , ne  pourrait 
donc  rien  nous  apprendre  sur  l’existence  de  ce  terme  séculaire  du 
second  ordre.  En  général  l'observation  des  phénomènes  donne  des 
effets  composés , et  on  ne  peut  déterminer  les  véritables  lois  qui  les 
régissent  qu’en  étudiant  les  détails  qui  paraissent  minutieux  et  sans 
importance  réelle.  Le  seul  phénomène  sensible  qui  a signalé  jusqu’à 
présent  l’existence  de  la  variable  y'  dans  le  mouvement  de  la  Lune 
est  l’invariabilité  de  l’inclinaison  de  son  orbite  par  rapport  à l’éclip- 
tique vraie.  Mais  la  théorie  seule  peut  expliquer  la  véritable  cause 
de  cet  effet,  et  faire  voir  les  autres  conséquences  qui  ont  été  déve- 
loppées dans  ce  paragraphe. 

194.  En  continuant  de  considérer  uniquement  la  valeur  de  u,  on 
voit  que  si  l’on  ajoute  la  partie  séculaire  du  second  ordre  avec  l’autre 
du  quatrième  ordre  trouvée  dans  le  numéro  précédent,  on  obtient  le 

terme  séculaire  ^ | j Mais  il  est  essentiel  d’observer  que 

ce  coefficient  de  y'^  ne  peut  être  exact,  du  moins  jusqu’aux  quantités 
du  second  ordre  inclusivement.  Eu  effet  l’intégration  exécutée  dans 
le  11.°  i83  pour  obtenir  les  valeurs  de  p — y sinô  et  q = ycosô 
a abaissé  de  deux  unités  l’ordre  des  coefficiens.  Ainsi,  pour  avoir 

avec  précision  le  coefficient  qui  tient  la  place  de  ^ ( 1 f > ** 

aurait  fallu  considérer  les  puissances  supérieures  de  la  force  pertur- 
batrice , afin  d’obtenir  une  valeur  séculaire  de  y*,  où  le  cofficient 
de  y'^  eût  été  exact  jusqu’aux  quantités  du  second  ordre  inclusive- 
ment. Cette  circonstance  rend  beaucoup  plus  difficile  le  calcul  des 
termes  séculaires  multipliés  par  y^  lorsqu’il  s’agit  de  développer 
( au-delà  du  premier  terme  ) des  fonctions  qui  n’ont  pas  explicitement 
le  facteur  du  second  ordre  m*. 

Si  Ton  voulait,  par  exemple,  en  s’appuyant  directement  sur  l’équation 
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démontrer  le  résultat  trouvé  dans  le  n.°  i85,  savoir  que  l’équation 
séculaire  de  la  forme  AmJ'y'^dv  est  absolument  nulle  dans  l’expres- 
sion de  la  longitude  moyenne  de  la  Lune;  il  faudrait  tenir  compte 
dans  la  valeur  de  u’  de  tous  les  termes  de  la  forme 
ce  qui  exigerait  un  calcul  très-pénible. 

Jusqu’à  présent  on  a éludé  cette  difficulté  en  faisant  y’  = o avant 
d’intégrer  le  second  membre  de  l’équation  précédente.  Un  tel  artifice 
peut  être  toléré , lorsqu’on  a démontré  par  d’autres  moyens  que  le 
terme  principal  de  l’équation  séculaire  due  à la  variation  séculaire  du 
plan  de  l’écliptique  doit  se  réduire  à zéro.  Mais,  en  examinant  de 
près  la  démonstration  publiée  par  M.  de  Laplace,  relativement  à la 
destruction  mutuelle  des  termes  en  question,  on  reconnaît  que  cette 
importante  vérité  n’a  pas  été  établie  avec  la  rigueur  qu’on  est  en 
droit  d’exiger  sur  un  point  aussi  délicat  de  la  théorie  de  la  Lune. 

iqS.  C’est  sur  tout  dans  son  premier  Mémoire  sur  l’équation  sécu- 
laire de  la  Lune  (Voyez  le  volume  de  l’Académie  des  Sciences  de 
Paris  pour  l’année  1786)  que  M.  de  Laplace  a entrepris  de  résoudre 
directement  cette  difficulté.  Il  est  entré  dans  des  détails  qui  nous 
paraissent  préférables  à tout  ce  qu’on  lit  à ce  sujet  dans  les  deux 
pages  184  et  i83  du  troisième  volume  de  la  Mécanique  céleste.  Et 
nous  ignorons  pourquoi  M.  de  Laplace  n’a  pas  jugé  à propos  de 
reproduire  cette  démonstration  dans  ce  dernier  ouvrage , en  y ajou- 
tant les  développcmens  nécessaires  pour  la  mettre  à l’abri  de  toute 
objection. 

Quoiqu’il  en  soit,  revenons  au  volume  cité  plus  haut  et  remar- 
quons que  M.  de  Laplace  est  conduit  ( Voyez  page  2S2  ) à calculer 
la  partie  séculaire  renfermée  dans  l’intégrale  correspondante  à celle 
que  nous  désignons  par  Nous  avons  examiné  avec  atten- 

tion, si  son  résultat  donnait  les  termes  rapportés  plus  haut  dans  le 
n.°  191.  Voyant  que  nous  n’étions  point  d’accord  sur  ce  point,  nous 
en  avons  cherché  la  cause  radicale , et  voici  a quoi  tient  cette  discor- 
dance. M.  de  Laplace  n’a  pas  remarqué, 

i.“  Qu’en  formant  directement  la  différentielle 

d'à  = ^dv-^^du-*-~ds 

av  du  ds 
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au  moyen  de  son  expression  de  R posée  dans  la  page  24S  du  volume 
cité,  il  arrivait  que  les  deux  termes  multipliés  par  yy' sin(d  — ô')dv 
s’y  détruisent  exactement,  comme  nous  l’avons  démontré  dans  le  n.°  170. 

2°  Qu’en  vertu  de  la  destruction  de  ces  termes , la  valeur  de  J SI  • 
qu'il  suffit  de  considérer  ici  peut  être  réduite  à cette  forme 


3.°  Que  la  partie  principale  et  séculaire  dépendante  de  -y  et  y', 
qui  entre  dans  le  développement  de  la  fonction 


M'u''  /i  — 3.ss\ 
4 \ ü®  ) 


M'h*  / 


8^ 


iO(- 


n’est  par  réductible  à un  terme  de  la  forme 


3 e” 
8 


10. 


M'A  \ (y  cos  6 — y'  cos  ô')’  (y  sin  6 — y'  sin  6')’  ( ; 

c’est-à-dire  au  produit  de  M'A  par  tangl,  d’après  ce  qui  a été  dé- 
montré dans  le  n°  184. 

Cela  posé,  on  conçoit  pourquoi  M.  de  Laplace  n’obtient  aucun  terme 
séculaire  de  la  forme  A my'*  dans  son  expression  de  l’intégrale 
~iJ'<fSl.  Mais  la  vérité  est,  que  c’est  précisément  à cause  que  le 
contraire  a lieu  qu’il  existe  entre  les  coefficiens  numériques  multipliés 
par  myV'Vv  la  relation  nécessaire  pour  rendre  tout-à-fait  nulle 
leur  somme  dans  la  valeur  de  n(t -*-/,)  trouvée  dans  le  n.®  i85. 

Au  reste  il  est  impossible  de  fixer  les  idées  sur  tout  ce  qui  tient 
à la  partie  séculaire  des  élémens  elliptiques  du  mouvement  de  la  Lune 
sans  construire  et  employer  des  formules,  où  toutes  les  quantités  d’un 
ordre  déterminé  soient  conservées  et  discutées  conformément  au  but 
que  l’on  s’est  proposé.  C’est  le  principe  qu’il  nous  paraît  d’avoir  suivi 
à la  rigueur  dans  tout  ce  qui  précède.  S’il  avait  été  observé  dans  le 
Mémoire  en  question,  ou  dans  les  formules  exposées  dix  années  plus 
tard  dans  le  second  volume  des  Mémoires  de  l’Institut,  on  y verrait 
des  termes  de  la  forme  Atii‘J'y'*dv  dans  la  partie  séculaire  du  nœud 
et  du  périgée  de  la  Lune  : l’absence  de  ces  termes  suffit  pour  démon- 
trer qu’elles  sont  incomplètes.  Ainsi  il  n’est  pas  surprenant,  s’il  y a 
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une  discordance  aussi  marquée  dans  tout  ce  qui  dépend  des  termes 
nés  de  l’existence  de  la  tangente  5'  de  la  latitude  du  Soleil  par  rap- 
port à un  plan  fixe. 

Après  avoir  ainsi  analysé  les  différentes  questions  qui  ont  été 
traitées  dans  ce  paragraphe,  il  devient  nécessaire  de  considérer  le 
même  sujet  sons  un  autre  point  de  vue,  qui  a tin  rapport  plus  im- 
médiat avec  les  résultats  définitifs  consignés  dans  cet  ouvrage. 

En  dernière  analyse  on  doit  déterminer  la  partie  séculaire  ou  pro- 
gressive qui  s’ajoute  à la  partie  constante  de  chaque  élément,  au 
moyen  du  développement  des  équations  différentielles  du  second  ordre  ; 
ainsi  nous  ne  pouvons  pas  nous  dispenser  de  chercher  les  principes 
généraux  qui  doivent  être  suivis  dans  leur  intégration,  pour  que  l’effet 
de  ces  mêmes  variations  soit  compris  dans  l’expression  complexe  des 
coordonnées  de  la  Lune. 


S 7- 

Principes  généraux  pour  avoir  égard  aux  variations  séculaires  des  élément 
de  torbite  de  la  Lune  dans  le  développement  et  l’intégration  des  équa- 
tions différentielles  du  second  ordre. 

196.  AL  de  Laplace  a traité  le  premier  cette  question  dans  le  se- 
cond volume  des  Mémoires  de  l’Institut  de  France  publié  en  1797,  et 
il  a trouvé  les  premiers  termes  du  mouvement  séculaire  du  nœud , 
du  périgée  et  de  la  longitude.  Cependant  son  analyse  comprenait  aussi 
les  variations  semblables  qui  peuvent  affecter  l’excentricité  et  l’incli- 
naison de  l’orbite.  Il  n’y  a nul  doute  que  les  variations  de  ces  deux 
élémens  seront  éternellement  insensibles , si  la  gravitation  universelle 
est  l’unique  force  qui  trouble  le  mouvement  des  corps  qui  circulent 
autour  du  Soleil.  Mais  une  théorie  doit  attacher  autant  d’importance 
à la  valeur  absolue  des  quantités  qu’à  la  forme  des  expressions  algé- 
briques par  lesquelles  elles  sont  représentées.  Or,  en  considérant  sous 
ce  dernier  point  de  vue  les  formules  trouvées  par  M.  de  Laplace, 
nous  avos  remarqué  avec  surprise  qu’il  a été  conduit  à ce  principe. 
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savoir  «c  que  l’excentricité  de  l’orbe  lunaire  et  son  inclinaison  à 
» l’écliptiqae  vraie  sont  assujetties  à des  variations  séculaires  propor- 
» tionnelles  à celle  de  la  parallaxe  » ( Voyez  page  1 74  du  second 
volume  des  Mémoires  de  l’Institut).  Ce  qui  revient  à dire  qu’il  y a 
dans  l’expression  de  e et  7 un  terme  du  quatrième  ordre  de  la  forme 
A rrit^.  Nous  avons  trouvé,  au  contraire,  dans  le  paragraphe  précédent 
que  d’après  nos  équations  l’existence  d’un  tel  terme  est  inadmissible. 

En  réfléchissant  sur  les  différens  points  de  l’analyse  par  laquelle 
M.  de  Laplace  lie  les  deux  variables  y et  ô par  l’équation 


et  les  deux  variables  e et  t?  par  Féquation  semblable 


(Voyez  pages  i65  et  171  du  second  volume  des  Mémoires  de  l’Institut) 
nous  croyons  en  avoir  découvert  le  vice  dans  une  espèce  de  double 
solution  dont  est  susceptible  le  problème  suivant,  lorsqu’on  le  con- 
sidère isolément. 

197.  Supposons  d'abord  qu’il  soit  question  d’intégrer  l’équadon  unique 
^ J -t-  Pysiniy  — â)  = o , 

où  P,  y sont  deux  fonctions  de  v données  explicitement  composées 
de  quantités  constantes  et  de  termes  périodiques  qui  varient  avec  une 
excessive  lenteur;  et  que  6 contient  une  première  partie  constante, 
une  seconde  proportionnelle  à v,  et  une  troisième  composée  de  termes 
périodiques  croissant  pareillement  avec  une  excessive  lenteur. 

La  solution  directe  de  ce  problème  est  fournie  par  la  formule  géné- 
rale rapportée  dans  le  n.®  87 , de  sorte  que  l’on  a 

« = cosiJ'Pysin(v  — 6)siavdv  — sinvJ'Pysin{v  — 6)cosvdv. 

Donc , en  faisant  pour  plus  de  simplicité 
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il  est  facile  de  voir  que  noos  avons 

s=  ^cosi^Pycosèdv-*‘^dnvJ'Pysintdv 

— I cos  vJ'Pd  sinip.»  — ô)  -4-  ^sinvJ'Pd  cos{iv  — ô)  ; 
d’où  l’on  conclut  en  intégrant  par  parties 

i = — I Psin{y  — 6)  ^ cos  vJPy  cos 6dv  -*■  ^sin  vJ'Py  sin q du 

I cos  vjsin{p.v  — ô)  dP’  — | nn  vJcos{iv  — 6)  dP . 

Maintenant , si  l’on  observe  que , par  hypothèse , les  trois  quantités 
è”  ’ ^ ^ composées  de  termes  périodiques  ayant  des  fac- 

teurs très-petits,  on  accordera  que  les  intégrales  J'sin(iv  — ô)dP  , 
J'cos(2v  — 6)  dP  donnent  nécessairement  des  termes  périodiques  qui 
peuvent  être  négligés  en  comparaison  des  autres;  et  que  par  consé- 
quent la  valeur  précédente  de  s peut  être  réduite  à celle-ci  ; 

* = — I Psiniy  — à)  - cos  v/^y  cos  6 do  vJ'P  y sin6  dv . 

Mais  nous  avons 

J'Pycosèdv  = d-sinô  -J  J'Pysinédo  = — dcosé. 

Donc,  en  intégrant  par  parties,  il  viendra 

/•„  . J Pysin^dv  ^dv  sinh  , „ /'Py  sût  6 d'd  , 

fPycos6do  = J -^dPy*J  do, 

fPy  smédo^ dPy  -J  ^ do  ; 

ce  qui  donne 

_ Pyütdy  — 6) 

^ dd  ( dd\ 

do  do) 

1 fdvsûid  J n 1.  Pdo  cos  d J JJ 

1 /’Pr»m6(Tfl  , i . f'Pycosdè^d  , 

^ ^ dd^  -do-\siaoj  -L-^do. 
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Cela  posé , si  Ton  se  rappelle  que  les  fonctions  «le  p représentées 
par  ô et  Py  sont,  par  hypotlièse,  de  la  forme 
ô = K -*•  Av  "2B ân{M>  fi)  , 

Py  = jf'-t*  2/?  ji/i(a'p  fi) , 
on  en  tirera  en  diffcrentiant 

^ = A *SaBcos(av->’  fi), 

0 = ^^a^B  sin(av  fi) , 

= 2 a.'0cos  (a'v  fi)  ■ 


Donc , en  ajoutant  aux  conditions  primitives  celle  que  la  constante 
désignée  par  A,  ainsi  que  son  carré,  soit  une  quantité  très-grande 
en  comparaison  des  coefficiens  aB , a'B' , on  en  conlura  qu’il  est 
permis  de  négliger  tons  les  termes  affectés  du  signe  intégral;  ce  qui 
réduit  l’expression  précédente  de  * à celle-ci 

Py  tin{v  — fl) 

* rffl  / M\" 

dv  \ dv  / 


Il  est  évident  que  pour  avoir  l’intégrale  complète  de  l’équation  pro- 
posée , il  faut  ajouter  à cette  valeur  de  s un  terme  de  la  forme 
yjsin(y  — ô J , dans  lequel  y^  et  désignent  deux  «piantités  absolu- 
ment constantes  et  arbitraires.  11  suit  de  là  «pie  si  l’on  fait  pour  plus 
de  simplicité 


C coi  n = y^  cos  — 
G sin  n — y^sinô^  — 


P Y cos  fl 


rffl\ 

dv  \ 

dv) 

Py  sin 

fl 

‘'Va 

rffl\  ’ 

dv  \ 

dv) 

l’on  a 


s G sin(v  — H) 


pour  l’intégrale  complète  de  l’équation 

^ 4 -*-  Py  sin  (v  — 6)  = o . 
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198.  Mais  si,  au  lieu  de  considérer  le  problème  sous  le  point  de 
vue  qui  vient  d'être  exposé , on  cessait  de  regarder  comme  données  les 
deux  fonctions  de  t>  représentées  par  y et  ô , et  que  Von  deman* 
dât  de  déterminer  ces  niémes  fonctions  de  manière  que  l’équation 

^ s Pysin(i>  — 6)  = O 

soit  identiquement  satisfaite  en  prenant 

s = y sin(v  — ô) . 

Alors  - il  est  évident  que  la  question  se  réduit  à rendre  identique 
l’équadon 

résultante  de  la  substitution  de  la  valeur  de  s dans  la  proposée: 

Or  il  est  clair  que  cette  équation  sera  satisfaite,  si  l’on  égale  sé- 
parément à zéro  le  coefEcient  de  sin{v  — â)  et  celui  de  cos(i>  — 6)-, 
c’est-à-dire,  si  l’on  conçoit  les  valeurs  de  ô et  y telles  que  l’on  ait 


La  seconde  de  ces  équations  est,  comme  l’on  voit,  indépendante  de 
la  fonction  P,  et  devient  immédiatement  intégrable  en  la  multipliant 
par  y;  de  sorte  que,  c désignant  une  constante  arbitraire,  l’on  a 


Il  suit  de  là  que  la  valeur  de  y doit  satisfaire  à l'équation 


Tome  /. 


y(i 


3o 
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Mais  il  CSC  impossible  d'en  trouver  l’intégrale  complète,  sous  forme 
finie,  par  les  méthodes  conmies.  Néanmoins  on  peut  en  tirer  plusieurs 
conséquences  et  l’intégrer  par  approximation  dans  le  cas  où  P esc, 
comme  nous  le  supposons  ici,  une  fonction  de  p dont  les  coefficiens 
différentiels  sont  très-petits. 

En  la  multipliant  par  dy  et  intégrant,  on  obtient 

(£)  î'*  * P = O ; 

ou  bien , en  intégrant  par  parties , 

(2)  P) 

c'  désignant  une  constante  arbitraire. 

Il  est  évident  que  cette  équation  serait  rigoureusement  satisfaite  en  sup- 
posant y quantité  absolument  constante  et  en  faisant  y=/c,  c'=2c; 
mais  alors  l’équation  ~ 2 ) = c ne  peut  être  satisfaite  autre- 

ment qu’en  prenant  aussi  une  quantité  absolument  constante  pour  d. 
Cependant  U est  clair  que  cette  solution  est  absurde , puisque  en 
posant  s = ysin(i>  — ù)  et  regardant  y et  â comme  quantités  con- 

d‘t 

stantes,  on  aurait  toujours  = o et  jamais 

d^s 

^ s -*-  Py  sin{v  — 6)  = o . 


Ainsi , pour  faire  cesser  l’absurdité , il  faudra  dire  qu’il  est  nécessaire 
que  la  constante  arbitraire  désignée  par  c soit  égale  à zéro:  alors 
l’on  a y = O et  par  conséquent  le  problème  cesse  d’avoir  lieu. 

199.  Prenons  maintenant 

L’équation  différentielle  en  y devient  d’après  cela 


*=  c i 


ou  bien 
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Le  dernier  membre  de  cette  équation  n’est  donc  pas  une  quantité 
absolument  constante,  comme  cela  devrait  être  pour  avoir  une  solution 
rigoureuse. 

Mais  il  est  certain  qu’en  posant 

^ — /[i  — 

/(I  -fi») 

on  a 


Donc,  en  supposant  toujours  que  la  quantité  P est  donnée  par  une 
suite  dé  termes  périodiques  qui  croissent  avec  une  lenteur  excessive, 
on  pourra,  eu  raison  de  l’excessive  petitesse  des  coeiüciens  différen- 
tiels — y , regarder  la  valeur  précédente  de  s comme  une 

solution  approchée  du  problème  proposé  au  commencement  du  n.°  198. 

Mais,  d’après  ce  principe,  on  doit  aussi  considérer  comme  une  so- 
lution également  approchée  du  même  problème  celle  que  l’on  a en 
supposant  7 quantité  constante  et  en  faisant 

6 = y’(i  — /i-f p)  do. 

Car  il  est  clair  qu’en  posant 

s — y iin  I — y*(  I — /i  f p)dv  | , 


et  traitant  y comme  quantité  constate,  il  en  résulte 

^ Pi  — cof}p-/[t-l/(i-f  P)]<i.} 


c’est-à-dire  une  quantité  qu’il  est  permis  de  négliger,  eu  égard  à 
l’excessive  petitesse  du  facteur 

n y a plus:  en  prenant  de  nouveau 

6 = yi(i  — |/i  f p)dv  , 


et  se  tenant  toujours  dans  les  limites  d’une  solution  qui  permet  de 
négliger  les  quantités  multipliées  par  les  coefficiens  différentiels  de  la 
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fonction  P,  on  pourra  supposer  la  quantité  y composée  d'uue  quantité 
constante  et  d’une  suite  de  termes  périodiques,  qui,  étant  differentiés, 
deviennent  comparables  à l’expression  de  ^ • En  effet  la  fonction 

s = 7 sin  j V — y*( I — j 

donne  ( conformément  à la  dernière  définition  de  / ) 

/(I  *p)  • ’ 


c’est-à-dire  une  quantité  qu’il  est  permis  de  négliger  par  la  même 
raison  qui  a été  admise  dans  les  cas  précédens. 

Cette  solution  approchée  de  l’équation 

^ i Py  { •’  ~J'{  ' — /i->-  P)dv  j = O 

n’a  rien  de  contraire  au  principe  général  démontré  dans  le  n.°  197. 
Car  en  faisant  ^ = i — léi-*-P  dans  la  formule 


on  obtient 


Py  sin{v  — 6) 
dd  ( d6\ 

dv  V dv) 


5 = ^ 


On  voit  d’après  cela  que  pour  résoudre  rapidement  le  problème 
proposé  au  commencement  du  n.°  198,  on  aurait  pu  poser  l’équation 
^ ^2—^^  = — P,  laquelle  donne  1 ± /i  P.  Mais  nous 

avons  évité  à dessein  une  telle  solution  pour  faire  voir  en  même 
tems  les  différentes  circonstances  qui  se  rapportent  à la  variable  y. 

Il  est  surtout  essentiel  de  remarquer  que  la  solution  précédente  ne 
saurait  déterminer  la  quantité  y,  ni  même  établir  une  relation  nécessaire 
entre  P et  y. 
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Sous  ce  rapport  on  peut  dire  qu’il  y a une  différence  énorme  entre 
cette  dernière  solution  et  celle  obtenue  plus  haut,  en  faisant 

3'*=  1/(1 -H  i-)* 

200.  Pour  décider  la  question , du  moins  en  ce  qui  tient  à la  forme 
algébrique  des  quantités  cherchées,  il  est  nécessaire  d'appliquer  les 
réflexions  qui  viennent  d’étre  exposées  à la  partie  séculaire  du  nœud 
et  de  l’inclinaison  de  l’orhite  de  la  Lune,  afln  de  savoir  quelle  est 
parmi  ces  solutions  celle  qui  ne  présente  aucune  contradiction  dans 
^la  partie  principale  de  ces  deux  élémens,  déjà  connue  par  tout  ce 
qui  précède. 

Or  il  est  facile  de  prouver  qu’il  faut  exclure  la  solution  qui  donne 

1 _ c 

En  effet,  si  l’on  suppose  calculés  les  premiers  termes  de  la  fonction 
désignée  par  P,  au  moyen  du  développement  de  la  première  des 
équations  (VIII),  (Voyez  n.”  28),  on  y verra  nécessairement  un  terme 
du  quatrième  ordre  de  la  forme  A m*  s".  Cela  est  sans  doute  exact 
à l’égard  de  la  valeur  séculaire  de  ô,  mais  le  résultat  qui  en  dérive 
pour  / , en  substimant  la  même  valeur  de  P dans  la  formule 
y’  = ^ ’ est  incompatible  avec  notre  analyse  du  paragraphe 

précédent,  où  l’on  a trouvé 

y’  = y * -t-  y”  2 N cos{é^  — Ç»  — it  — J3) , 

sous  la  condition  expresse  que  l’existence  d’un  terme  de  la  forme 
Am^e'^  est  impossible  dans  la  valeur  de  cette  fonction. 

Concluons  d’apres  tout  cela  que  dans  la  théorie  de  la  Lune,  la 
seule  solution  admissible  de  l’équation 

- ^ ^ — ô)  2 Qsin{a'v  0)  = o 

(en  voulant  retenir,  comme  on  le  doit,  dans  y et  é la  partie  sécu- 
laire ) est  celle  que  l’on  obtient  en  prenant  pour  4 une  fonction  de 
cette  forme  ’ 
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S = y iirt  j P — J\  I — -t-P)di>  I 2 Q"  sin(a'i>  0) . 

n est  vrai  que  de  cette  manière  on  laisse  inconnue  la  partie  sécu- 
laire de  Y qui  dépend  de  y.  Mais  ayant  trouvé  dans  le  n.“  i86 
que  la  première  valeur  de  s est  de  la  forme 

s = y^sin(v  — (p)  2Nùn{v  — it  — fi), 

on  peut  regarder  comme  certain  que  la  véritable  forme  de  l'expression 
de  la  variable  s est 


s = y^sin\t>  —J‘{i  — 01  H- p)di>  I -+-  2 sin(y  — ic fi) 

->-2  0’  sin{3.'v  0)  ; 


la  fonction  ^Nsin{i’  — ic  — fi)  étant  celle  qui  naît  d’un  terme  de 
la  forme  R s'  qui  entre  dans  l’équation  différentielle  de  s. 

201.  L’équation  différentielle  du  second  ordre  qui  détermine  la 
variable  u donne  lieu  à des  considérations  analogues.  Mais  il  ne 
suffit  pas  d’indiquer  une  telle  analogie;  il  est  nécessaire  d’entrer  dans 
les  détails,  afin  de  mettre  eu  évidence  les  circonstances  qui  apportent 
quelques  modifications  dans  la  solution  qui  concerne  la  partie  séculaire 
de  e et  ai , et  celles  qui  e.xigent  quelque  considération  nouvelle  rela- 
tivement à la  partie  séculaire  qui  naît  du  développement  de  la  fonction 
même  désignée  par  «. 

Admettons  pour  un  moment  que  l’on  a développé  le  second  membre 
de  l'équation 


U = 


e(  I -t-  ss) 


ç.  du  dû 
do  ii'do 


A’- 


y; 


dS^ 

do 


do 


et  qu’on  obtenu  uu  résultat  de  cette  forme 

U B Q e cos{v  — vu)  2 0 cos{av  -*•  fi)  = o', 

où  5 et  Q renferment',  outre  les  quantités  ■ absolument  constantes  , 
des  termes  séculaires,  fonction  de  e'  et  y'.  D’après  cette  définition  il 
sera  permis  de  regarder  comme  très-petits  les  coefficiens  différentiels 
Cela  posé,  remarquons  que  rien  n’empêche  de  concevoir 
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la  valeur  de  u comme  composée  de  deux  parties  distinctes.  La  pre- 
mière sera  celle  qui  satisfait  à l’équation 

( I ) ....  ^ U -t-  B Qe  cos{v  w)  = o i 

et  la  seconde  sera  celle > qui  donne  ' . ' 

(i)  ^ -t-  U 2 U cos(a t>  -t- fi)  = 0. 

Les  coefficicns  U et  les  argumens  fi  sont  à la  vérité  composés  de 
quantités  constantes  et  de  termes  séculaires  qui  varient  avec  une  grande 
lenteur;  mais,  pour  ne  point  augmenter  la  difficulté  de  la  question  que 
nous  traitons  ici , nous  accorderons  que  l’équation  (a)  est  satisfaite 
en  faisant  ' , ' ' 

U = 2 ^ cos(xv  fi)  ; 

ce  qui  revient  à l’intégrer,  comme  si  U et  fi  étaient  des  quantités 
constantes. 

Nous  ferons  même  abstraction  des  cas 
coefficient  a serait  une  quantité  très-peu  différente  de  l’unité , nous 
réservant  de  développer  plus  bas  les  circonstances  qui  ont  lieu  à l’égard 
de  ces  argumens,  qui  peuvent  être  assimilés  à celui  de  l’équation 
du  centre. 

Tout  se  réduit  donc  à intégrer  convenablement  l’équation  (i).  Si 
cette  équation  était  isolée,  il  n’y  aurait  aucune  difficulté.  Mais  il  s’agit 
ici  de  satisfaire  à la  condition  que  les  deux  premiers  termes  de  la 
valeur  de  u soient  effectivement  tels  qu’ils  ont  été  présupposés, 
avant  d’entreprendre  le  développement  des  fonctions  de  la  force  per- 
turbatice.  Or,  quels  que  soient  ces  deux  premiers  termes,  ils  doivent 
être  réductibles  à la  forme  - • - .. 

\ — I 

a ^ /t  AA'e  cos(v  — tsr)  ; 

I . » ' ' 

A,  A"  étant  des  fonctions  dqs  élémens  des  deux  orbites. 

Substituons  cette  valeur  . de  u dans  l'équation  ( i ) , regardons 
toutes  les  quantités  comme  variables  et  faisons  pour  plus  de  simplicité 
E — e A A"  ; on  aura 


. ' I 

singuliers  dans  lesquels  le 
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0 = A'  B-*-  cosip  — w)  • 

|£-4-e0-£:( 

-t-  sin{o  — w)  ! 

[ / 

da\  dE  ) 

dv  ) dv\ 

Jusqu’ici  rien  ne  définit  les  facteurs  dont  se  compose  la  fonction  Q-, 
mais  il  est  évident  que  les  facteurs  du  produit  eA'À"  étant  insépa- 
rables , on  doit  regarder  Q comme  ayant  la  forme  Q'/fA".  Donc , 
en  faisant  eQ  = E,  on  satisfera  rigoureusement  à l’équation  pré- 
cédente en  la  partageant  dans  les  trois  suivantes: 


O 


A' 


B, 


dv‘  ' 


La  dernière  donne'  en  l’intégrant 


H étant  une  constante  arbitraire.  Il  suit  de  là  que  l’on  a 


fE 

dv‘ 


O ; 


c’est-à-dire  une  équation  tout-à-fait  semblable  à celle  trouvée  dans  le 
n.®  198  pour  déterminer  la  valeur  de  y.  Ainsi  nous  pouvons  en 
déduire  les  mêmes  conséquences:  savoir,  que  l’on  a une  solution 
approchée  de  l’équation  (i),  en  faisant 

^ =/(i  -/rFë')* ; 

mais  que  l’on  a une  solution  également  approchée,  soit  en  supposant  E 
quantité  absolument  constante,  soit  en  l’imaginant  composée  de  quan- 
tités constantes  et  de  termes  périodiques  qui  croissent  avec  une  exces- 
sive lenteur. 
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Cette  dernière  solation  étant  la  seule  ‘compatible  avec  les  premiers 
termes  de  e et  de  w trouvés  par  la  méthode  du  paragraphe  précé- 
dent, il  en  résulte  la  nécessité  d’excZure  la  solution  qui  donnerait 


H 

/(I  Q)  '' 


car  cette  équation  établit  un  rapport  entre  la  partie  variable  de  e 
et  celle  de  cr,  qui  introduit  dans  l’expression  séculaire  de  e un 
terme  du  quatrième  ordre , de  la  forme  A mV\  ce  qui  est  en  con- 
tradiction avec  les  résultats  fournis  par  les  formules  de  la  variation  des 
constantes  arbitraires. 

Concluons  de  là  que  pour  intégrer  l’équation  différentielle  en  u,  il 
faut  d'abord  poser  dans  les  termes  dépendans  de  la  force  perturbatrice 

U A A'A"ecos{v  — ®)  -*•  etc. 
et  la  réduire  d'après  cela  à la  forme 

O = ^ -t-  U B Q'A A"e  cos(y  — or)  2 Z7 œs(<xv  /3) . 


Lorsqu’on  aura  ainsi  découvert  les  deux  fonctions  des  élémens  dé- 
signées par  B et  Q*,  on  prendra 


w ■=  J'(i  — y dv 

et  on  déterminera  A au  moyen  de  l’équation 

O = A B . 

do 


Or,  en  supposant  la  valeur  de  B réduite  à la  forme 
B = "S,  Mcos{pv  q) , 


on  aurait 

= 2 cos(pv  q) . 

Mais,  par  hypothèse,  tous  les  coefficiens  désignés  par 
petits  par  rapport  à l’unité;  donc  on  peut  poser 

A = —1M cos{pv  q)  = — B. 

Tome  I. 


P 


sont  très- 


3i 
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Il  n’y  a rien  dans  l’easemblc  'de  ces  conditions  qui  puisse  déterminer 
le  facteur  désigné  par  A".  Et  cela  doit  être , puisque  ce  facteur  est 
par  sa  nature  inséparable  de  la  quantité  désignée  par  e. 

202.  Pour  fixer  davantage  les  idées  sur  l’équation  A'  B = o , 
à laquelle  on  doit  nécessairement  satisfaire,  il  importe  de  ne  point 
perdre  de  vue  que  la  lettre  B représente  ici  une  certaine  fonction 
de  A,  fi‘,  a,  e,  y,  t,  y.  En  la  supposant  connue  on  aura  une 
équation  dont  la  forme  explicite  est  celle-ci 

A'  fond,  j A’ , a',  e , y , y'  I = O . 

On  peut  en  conséquence  la  considérer  comme  propre  à déterminer  ti’ 
par  A,  et  réciproquement. 

Mais  au  lieu  de  laisser  à ces  deux  dernières  quantités  la  forme 
actuelle,  on  préfère  ordinairement  de  la  changer  par  un  procédé  qui 
revient  à celui  que  nous  alloua  oxposer. 

Supposons  que  l'on  ait  développé  la  valeur  complète  de  u , et  que 
l’on  a trouvé 

U = A'  AA'e  cos(p  — œ)  -H  etc.  ; 

2 /^dCX 

supposons  en  outre  que  l’on  ait  développé  l’intégrale  dp , et 

que  l’on  a trouvé 

^ ^ ^ cos{ip  1)-*-  O"’  cos(i'p  l')  etc. 

Maintenant  admettons  qu’au  moyen  de  ces  deux  suites  de  termes 
périodiques  on  a formé  le  développement  du  second  membre  de 
l’équation 


et  qu’il  en  est  résulté  cette  troisième  suite 

hÿ-  ^ H' ^ H" cosig'p  * /')  H'”œs(g"p  t- /")  -h  etc. 

. . ■ d : J 

Il  est  évident  que  la  fonction  des  élémens  représentée  par  H'  sera 

réductible  à cette  forme 
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OÙ  les  lettres  k et  G doivent  être  regardées  comme  fonctions  de  h 
et  des  autres  élémens. 

Cependant  rien  n’empêche  d’introduire  dans  le  calcul  une  autre 
quantité , que  nous  désignerons  par  , telle  que  l’on  ait 


h = » ■ et  par  conséquent 


H'  = 


h 


Alors  l’expression  de  dt  deviendra 

* X \ H"'cos(ê'’v  ^ etc.  J . 


Cela  posé,  admettons  que  l’on  a résolu  par  rapport  à h l’équation 
^ ^ *1*^®  1 on  a trouve 

h = fonce.  \A\  a,ff,  a',  e,  y,  t',  /j. 

En  substituant  cette  valeur  de  h dans  l’équation  A'  B = o , on 
pourra  ensuite  tirer  de  cette  dernière  la  valeur  de  A'  en  fonction 
de  a,  et  des  élémens  de  deux  orbites. 

3o3.  Après  avoir  ainsi  formé  l’expression  de  A',  rien  n’empêche 
de  la  décomposer  en  deux  facteurs  de  la  forme 

r). 

en  se  donnant  arbitrairement  le  facteur  <p{e,  y)  qui  représente  une 
fonction  de  e et  de  y.  Mais,  pour  se  rapprocher  davantage  des  formes 
connues  dans  la  théorie  du  mouvement  elliptique , on  pourrait  faire 

y)  = f(y)X/(ei  y) 


et  prendre  pour  F(y)  la  fonction  de  y qui  constitue  le  premier 
terme  du  développement  dn  radical  /i  — fl) , mis  sous  la 

forme 

F{y)  Ffy)cos(2v  — aÔ)  etc. 

On  obtiendra  de  cette  manière  pour  ^ une  expression  réductible  à 
cette  forme 


I 

« 


y.  4 /); 
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de  sorte  que  l’on  aura 

A = j<P'(a',  e,  y,  /) X -P’W X/(e , y). 
Mais  nous  avons  dit  plus  haut  que  l’on  a 


dt 


du 

p'(ay) 


etc. 


Donc,  en  substituant  pour  A la  valeur  précédente,  il  viendra 

i. 

dt  = dv-^  fond.  {J,  e,  y,  f',  y')  -t- etc. 

Actuellement,  pour  intégrer  ce  premier  coefficient  de  du,  il  faut 
imaginer  que  l’on  a substitué  pour  r'  et  / leurs  valeurs  séculaires , 
et  que  l’on  a partagé  ce  terme  en  deux  autres  de  la  forme 

a^  * A/dt»  ’ X fonct.  (e,  y)  dv  ; ^ 

J. 

où  a^  ’ Af  représente  une  quantité  absolument  constante  qui  peut 
être  remplacée  par  une  autre  de  la  forme  ^ • 

Alors  l’on  obtient  l’équation  , 

ndt  = dv  ^ fonct. y)dv  etc.. 


qui  étant  intégrée  donne 

nt  -t-f  = V ~ j" fonct.  (e',  y')  dv  etc.  ; 

c’est-à-dire  une  suite  de  termes  périodiques  précédée  par  une  autre 
suite  de  termes  également  périodiques;  mais  tels  que  leur  période 
est  excessivement  longue. 

Cette  dernière  circonstance  permet  d’évaluer  l’intégrale 
J'fonct.{é,  y')dv 

eu  développant  les  variables  suivant  les  puissances  de  la  longitude  v. 
Le  résultat  ainsi  trouvé  cesse  d’être  exact  après  quelques  siècles  ; mais 
il  est  facile  de  la  réformer  convenablement,  en  recalculant  la  formule 
d’après  les  élémens  s'  et  y'  fournis  par  les  observations  astronomiques 
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faites  peu  d’années  avant  et  peu  d’années  après  la  nouvelle  époque 
qui  sera  choisie  pour  point  de  départ.  Cette  espèce  d’imperfec- 
tion ne  pourra  cesser  que  dans  le  tems  où  les  masses  des  pla- 
nètes seront  assez  bien  déterminées  pour  pouvoir  construire  a priori 
les  formules  finies  qui  donnent  sans  limitation  les  variations  séculaires 
des  élémens  de  l’orbite  de  la  Teri'e. 

304.  Sans  suivre  le  procédé  qui  vient  d’être  exposé  précisément 
dans  l’ordre  qu’il  a été  indiqué,  il  est  facile  de  concevoir  que  rien 
n’empêcbe  d’en  transporter  les  conséquences  an  commencement  de 
l’intégration  des  équations  différentielles.  Âiuisi , en  présupposant  les 
formes  qui  ont  été  trouvées  à l’égard  des  premiers  termes , on  pourra 
entreprendre  le  développement  des  fonctions  de  la  force  perturbatice , 
en  faisant 


s = ysin\o  —J\  i — V \ ^ p)dv  } etc. 

“ = I F{y)  A"F{y) ecos\v  —fv  — Vi  Q)dv  | etc. | • 

On  pourrait  même  observer  que  le  facteur  A'  étant  arbitraire,  il 
convient  de  poser  A"  = 1 afin  de  simplifier  la  forme  du  coef- 

ficient de 


Alors  l’on  a 


cos  j P — y(i  — h-  Q')rfv  î" 


a 

|f(y)  ecos  j P — y(i  — /i-t-Q')dp  j etc.  | ; 

et  en 

faisant  ht 

= aa^  'K®,  y),  les  équations  (VIII)  du  n.°  a3 

deviendront 

Q ds  (£Q 

fO  dv 

æ, 

- e 

S? 

<^a,4'(e,y)-^ay^^dp 

. . 1 cTu 

- f> 

f-,  \~T  n du,  dü 

c(l*ss) 

aa,i>(e,y)-*-aJ'^dv 
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Mais  eu  opérant  ainsi , il  faut  regarder  les  deux  nowelUs  quantités 
représentées  par  les  mêmes  lettres  e et  7 comme  absolument  con- 
stantes, et  cesser  de  considérer  la  partie  variable  et  séculaire  qu’elles 
pouvaient  renfermer  implicitement,  lorsqu’on  assujettissait  les  coordon- 
nées du  mouvement  elliptique  aux  conditions  exprimées  par  les  équa- 
tions difieremiclles  du  premier  ordre  qui  déteminent  la  partie  variable 
des  élémens.  En  général,  l’effet  des  variations,  lentes  ou  rapides,  sera 
confondu  dans  l’expression  complexe  des  coordonnées,  et  on  ne  ponrra 
les  séparer  sans  une  analyse  spéciale , conforme  aux  méthodes  qui 
peuvent  être  fournies  par  les  propriétés  intrinsèques  des  formules  de 
la  variation  des  constantes  arbitraires.  En  s’écartant  de  ce  principe, 
on  risque  d’attribuer  à un  élément  ce  qui  appartient  à d’autres,  et  par 
conséquent  d’altérer  la  solution  des  problèmes  qui  pourraient  dépendre 
de  üintégration  de  la  partie  purement  séculaire  qui  affecterait  uu  élé- 
ment déterminé  parmi  les  six  qui  appartinnent  à l’orbite  de  la  Lune. 
C’est  d’après  cette  réflexion  que  nous  avons  insisté  plus  haut  sur  la 
nécessité  d’exclure  les  valeurs  séculaires  de  e et  -f,  que  M.  de  Laplace 
présent  de  calculer  au  moyen  des  équations  de  la  forme 


Q')’  ^ 

c et  c'  désignant  des  quantités  constantes.  Il  est  aisé  de  sentir  que 
l’on  tomberait  dans  des  erreurs  assez  graves , si  l’on  voulait  appliquer 
ces  deux  formules  à une  question  qui  exigerait  la  valeur  absolue  des 
deux  intégrales  doubles  j'J'edv^ , JJYdv^,  dans  lesquelles  e et  y 
représenteraient  respectivement  l’excentricité  et  l’inclinaison  de  l’orbite 
de  la  Lune  considérée  comme  une  ellipse  variable. 

20S.  Les  deu.x  fonctions  de  e et  y,  désignées  par  /(e,  y),  4'(e,y)» 
que  nous  venons  d’introduire  dans  l’expression  de  u et  les  trois  équa- 
tions {A),  sont,  dans  le  fond,  deux  facteurs  constans  fort  peu  dif- 
férens  de  l’unité  , et  on  aurait  pn  les  comprendre,  le  premier  dans  a , 
et  le  second  dans  a^.  Mais  on  a préféré  de  laisser  ces  facteurs  en 
évidence , pour  les  déterminer  ensuite  de  manière  que  les  premiers 
termes  des  coordonnées  polaires  aient  une  forme  semblable  à celle  qui 
a lieu  pour  le  cas  fort  simple,  où  l’on  suppose  nulles  les  forces 
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perturbatrices.  11  u’y  a en  cela  aucun  anvantagc  réel,  on  pourrait  même 
ajouter  que,  pour  rendre  l’intégratiou  plus  directe,  il  conviendrait 
de  s’abstenir  d’une  telle  transformation.  11  est  clair  en  effet  que  les 
quatre  quantités  /(e,  y),  \Ke , y) , a,  aa^  sont  dans  le  cas  actuel 
toujours  réductibles  à deux , puisque  les  deux  termes  de  la  fraction 
sont  inséparables  aussi  bien  que  les  deux  termes  du  produit 
y).  Cependant  nous  avons  adopté  le  principe  de  remplacer 
la  quantité  qui  tiendrait  la  place  de  ^ par  une  autre  de  la  forme 
de  substituer  <ra,\j/(e,  y)  à la  lettre  &*,  afin  de  con- 
struire des  formules  qui  soient  plus  immédiatement  comparables  avec 
celles  publiées  antérieurement  sur  cette  théorie. 

Au  reste  le  principe  fondamental  dans  cette  transformation  consiste 
dans  l’équation 

a 

analogue  à celle  qui  auparavant  était  désignée  par  A'  -*•  B = o. 
C’est  par  sou  moyen  que  l’on  détermine  a par  une  expression  de 
la  forme 

î = fX/onct(a',  e,  y,  f',  y’), 

et  que  l’on  reconnaît  aussitôt  que  l’intégrale  doit  renfermer 

une  équation  séculaire  dépendante  de  l’intégrale  du  carré  de  l'excen- 
tricité du  Soleil.  Il  est  assez  singulier  que  l’équation  Â B — o 
n’ait  pas  été  d’abord  désignée  comme  renfermant  en  elle-même  la 
véritable  cause  de  l’existence  de  l’équation  séculaire  de  la  Lune.  Si 
l’on  veut  considérer  pour  un  moment  l’importance  que  cette  circon- 
stance donne  à l’équation 

/(e.  pxF(y) 

, a 

on  excusera  la  longueur  des  détails  dans  lesquels  nous  sommes  entrés 
pour  faire  voir  clairement  à quoi  tient  son  origine  et  le  mode  de  sa 
formation. 
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206.  Reprenons  maintenant  l’équation  différentielle  du  second  ordre 
en  U pour  la  considérer  sous  un  autre  point  de  vue,  et  expliquer 
une  autre  difficulté  qui  n’a  pas  été  développée  plutôt,  parce  qu’elle  ne 
touchait  pas  le  fond  des  principes  généraux  exposés  jusqu’ici  dans 
ce  paragraphe. 

Supposons  l’équation  (1),  posée  dans  le  n.°  20 1 , satisfaite,  et  voyons 
ce  qu’on  doit  faire  à l’égard  de  l’équation  (2)  définie  dans  le  même 
numéro.  Si  cette  dernière  avait  effectivement  la  forme 


^ -*•  U cos{<w  = O , 


on  aurait  en  intégrant 


ü 


M = 2 cos  (‘M'  .P)  i 

ce  qui  revient  à dire  qu’il  suffit  de  changer  les  coefficiens  U en  - -,  • 

Il  est  clair  que  ce  changement  augmente  d’autant  plus  les  coefficiens 
désignés  par  D que  la  quantité  a diffère  peu  de  l’unité.  Et  comme 
il  y a quelques  argumens  dont  le  coefficient  a est  excessivement 
peu  différent  de  l’unité , on  pouvait  croire  que  le  coefficient  U,  cor- 
respondant à ces  argumens,  devient  fort  considérable  en  acquérant 
le  diviseur  (t  — i.  Mais  il  est  essentiel  d’observer  que  cette  cir- 
constance cesse  d’avoir  lieu , en  se  rapprochant  davantage  de  la  forme 
de  l’équation  différentielle  qu’il  s’agit  d’intégrer.  Pour  arriver  par  degrés 
à cette  dernière , considérons  un  autre  cas  hypothétique. 

Supposons  qu’il  soit  question  d’intégrer  l’équation 

^ -t-  U -+-  rnf{u)  m^'2U cos{a.v  ^ J3)  = o j 


ni  étant  un  coefficient  fort  petit. 

Il  est  censé  que  l’on  sait  d’avance  que  la  valeur  de  u qui  doit 
être  substituée  dans  /(u)  se  compose  de  deux  parties  représentées 
par  P -*■  Su , et  que  l’on  peut  supprimer  la  fonction  ^ P • 
sorte  que 

(3)  . . . Su  nifip  Su)  -*•  S U cos(a(>  fi)  = o 

est  la  véritable  équation  qu’il  s’agit  d’intégrer. 
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En  développant  la  fonction  suivant  les  puissances  de  Su, 

nous  aurons 

fip  Su)  = f(p)  -.-/'(/>)  Su  -*-/"(/>)  etc. 

Actuellement  imaginons  que  l’on  a développé  le  coefficient  f(p)  de  S» 
dans  une  suite  de  termes  périodiques,  et  que  h soit  le  premier  terme 
de  ce  développement,  c’est-à-dire  la  somme  de  tous  le  termes  non 
périodiques. 

Par  ce  moyen  l’équation  différentielle  précédente  prendra  la  forme 
(4) . . . O = (i  m’t)  Su  m’2  ü'cos{xv  J3) 

-*■  rr^  QSu  m Ç'(Su)*  -*•  etc. 

Cela  posé,  si  l’on  remarque  que  les  termes  principaux  de  la  valeur 
de  Su  sont  donnés  par  la  fonction  explicite  de  v représentée  par 
2 V cos{xv  fi) , on  en  conclura  qu’en  supprimant  d’abord  la  fonction 

inconnue  m’Q  Su  fn’0'(Su)*  etc. , on  a 

Su  = m’  2 -î — — — 5-r  cos(ou>  -*-  fi) . 

Donc,  en  supposant  le  coefficient  a réductible  à la  forme  a = i •<-  bni  , 
on  aura 

a’— I — m*k  = ^brn -t- — ni'k’. 


et  par  conséquent  l’ordre  du  coefficient  If  ne  pourra  jamais  s’abaisser 
que  de  deux  unités,  tout  au  plus,  en  acquérant  le  diviseur  a — i — mk. 
Car  le  nombre  désigné  ici  par  k est  par  sa  nature  de  l’ordre  zéro. 
Telle  est  la  cause  qui  détruit  la  possibilité  d'un  abaissement  de  l’ordre  i, 
lorsque  l’exposant  i est  plus  grand  que  deux. 

Il  n’y  aurait  que  le  cas  très-particulier  de  i = 2 et  ai  = 1; , qui 
ferait  exception , puisqu’alora  le  coefficient  U’  s’abaisserait  de  quatre 

A* 

unités  en  acquérant  le  diviseur  tt  — i — rnk  = 

Si  l’on  n’avait  pas  précisément  2b  = k,  mais  que  la  différence 
2b  — k fût  un  nombre  absolu  très-petit,  on  ne  pourrait  plus  estimer 

Tome  I.  3a 
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l’accroissement  de  rapport  à Ü',  d’après  la  simple 

considération  de  l’abaissement  de  deux  unités  dans  l’ordre  du  coef- 
ficient V. 

aoy.  Si  l’on  suppose  i plus  grand  que  a,  et  6 une  petite  fraction, 
on  pourra  négliger  2b  m par  rapport  à rr^L  Alors  le  terme  de  Su 
qui  appartient  à une  telle  valeur  de  a devient 

Su  = — y cos  (av  -H  J3)  i 

de  sorte  que , à l’égard  de  ces  argumens , on  a l’équation  identique 
m’fcSu  ü'  cos[pLv  /3)  = o. 

Voilà  pourquoi,  même  en  supposant  qu’on  a laissé  l’équation  (4) 
sons  la  forme 

O = •*-  iu  1 V cos  (as>  J3), 

il  est  permis  de  supposer  nulle  la  somme  des  termes  qui  composent 
le  coefficient  U'  dans  les  cas  particuliers  où  le  coefficient  a est 
excessivement  peu  différent  de  l’unité.  C’est  d’après  cette  remarque 
qu’on  peut  se  rendre  raison  de  l’équation 


O = _ (.8)^(4*m)^C7)_  (5  ^ 

^ O 4 * ' * 

que  l’on  voit  rapportée  dans  la  page  217  du  troisième  volume  de  la 
Mécanique  céleste. 

La  complication  du  sujet  rend  cette  explication  nécessaire  : autre- 
ment on  pourrait  penser  que  l’équation  précédente  n’est  qu’un  artifice 
de  calcul,  imaginé  pour  faire  disparaître  l’absurdité  qui  naîtrait  de 
l’intégration  directe  de  l’équation 


3m' 

O = — 

au  2a, 


etc. 


J (18)  ^ (4-^"») ^ (17)] 


— (5  m) 


^,e'cos{p—mt>-*-cnw-v) 
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d’après  le  principe  général,  qu’il  faut  diviser  le  coefficient  de  cet 
argument  par  (i — i (Voyez  pages  aoq-aii  du  troi- 
sième volume  de  la  Mécanique  céleste). 

ao8.  Considérons  maintenant  le  cas  où  il  s’agirait  d’intégrer  une 
équation  de  la  forme 

(5)  . . . -*-rri'SiU cos  (w  = O ; 

désignant  un  coefficient  beaucoup  plus  petit  que  m\  C’est  à- 
peU'près  ce  qui  a lieu  lorsqu’on  ajoute  à l’action  du  Soleil  les  termes 
dus  à la  figure  de  la  Terre.  Supposons  que  l’on  ait  d’abord  intégré 
cette  équation  en  posant  /x’  = o.  Après  cela , on  restituera  la  fonc- 
tion <p(u)  qui  avait  été  supprimée,  et  on  imaginera  que  q t-iu  soit 
la  valeur  complète  de  u,  ç étant  la  première. 

En  développant  <j>(9-4-$u),  ou  aura 

^ <^(9  Su)  = (p^q)  •(.  <f)'(9)S«  etc. 

et  l’équation  (S),  en  négligeant  les  termes  multipliés  par  prendra 

cette  forme 

^ U -*•  my{u)  ^ cos{av  -+•  ^)  = 0 . 

Donc,  en  réduisant  ^{q)  dans  une  suite  de  termes  périodiques,  et  posant 

<p(q)  = 2Jïcos(iv  l), 

on  aura 

pour  la  suite  correspondante  de  termes  qui  doivent  être  ajoutés  à la 
valeur  primitive  de  u désignée  par  9.  Voilà  le  principe  général. 
Cependant  il  y a un  cas  particulier  dans  lequel  cette  approximation 
ne  serait  pas  suffisante. 

En  effet  supposons  le  coefficient  i très-peu  différent  de  l’unité,  et 
admettons  quelle  même  argument  iv  l puisse  être  réproduit  par 

le  développement  de  la  fonction  /{«),  lorsqu’on  la  développe  en 
tenant  compte  des  termes  multipliés  par  qui  entrent  dans  l’ex- 
pression complète  de  u. 
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Représentons  par 

Su  =s  fl’  C A cos(ÎP  l) 

ce  terme  spécial  de  la  valeur  de  u,  et  regardons  C comme  un 
coefficient  inconnu,  et  X comme  le  facteur  connu  par  la  forme  même 
du  coefficient  t.  En  développant  Ç(ç),  on  aura  un  terme  de  cette  forme 

(p{q)  = G'Xcos{ii> 

C étant  un  coefficient  censé  connu.  Et  en  développant  /(u)  on  aura 
nécessairement  un  terme  de  la  forme 

/(u)  = fl’  C ilf  X cos  (iv  H- 1)  j 

où  M est  un  facteur  censé  connu. 

Cela  posé , l'équation  (5) , en  y considérant  seulement  l’argument 
iv  I dont  il  est  ici  question , donnera  un  résultat  de  cette  forme 

O = (i  tnk)  Su  {rr^^GM-*-  isG)Xcos{iv  -*•  l) . 

Mais, />ar  hypothèse,  cette  équation  doit  être  satisfaite  en  prenant 

Su  = jxG\cos{iv  •*•1) , et  par  conséquent  = -i‘fsG\cos{iv-t-l)  -, 
partant  l’on  a 

O = (i  m’Jt-  i’)  G m’CM; 

ou  bien 


Ainsi , en  faisant  i = i bm”,  nous  aurons 


G = 


& . 

ai  ni*  i’m"  — m\k  M)  ’ 


et  par  conséquent 
Su  = 


ÇX 

ai  m*  6‘m‘“  — m’(il  3/) 


Xcos(iv  /). 


Donc,  en  supposant  la  quantité  M comparable  avec  k,  il  est  pos- 
sible que  la  différence  ibm’  fb^ni"  — m\k-^M)  soit  beaucoup  plus 
petite  que  ibm”  -*-b*m*^  — m^k.  Alors  le  calcul  du  coefficient  G de 
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cet  argument,  que  l’on  aurait  fait  sans  avoir  égard  à l’existence  de 
la  quantité  désignée  par  A/,  pourrait  être  très-fautif. 

L’argument  (3/—  o.g)v  défini  dans  le  n.°  164  présente  un  exemple  de 
cas  singulier.  Mais,  pour  découvrir  à son  égard  la  quantité  désignée 
par  M,  il  faudra  ajouter  le  terme  de  la  forme 

^ ■ sin(3fi>  — 2gi>  -t-  26) 

avec  celui  de  la  forme 

ecos\v—  J'{i  — Q')  du  j , 

et  exécuter  les  développemens  qui  réprodnisent  chacun  de  ces  deux 
argumens  jusqu’aux  quantités  de  l’ordre  que  l’on  jugera  suffisant. 

Si  l’on  fait  attention  que  la  réproduction  d’un  même  argument  dans 
les  approximations  successives  dépend  principalement  de  la  qualité  des 
différentes  parties  qui  concourent  à sa  formation , on  sentira  a priori 
que  malgré  la  proximité  des  deux  quantités  3/ — 2g,  l/i-t-Q',  ü 

doit  y avoir  une  différence  entre  les  deux  facteurs  Mm  , Ç*  qui 
leurs  appartiennent  respectivement.  S’il  n’était  question  que  d’une  ap- 
proximation grossière,  on  pourrait  supposer  Mm^  = (^  ; mais  cela  ne 
suffit  pas  pour  décider  la  question  relative  à la  grandeur  absolue  de 
l’équation  ayant  pour  argument  (3/— 2g  — c)v.  Le  seul  moyen  de 
faire  cesser  les  doutes  sur  ce  point  est  de  ne  faire  aucun  cas  de  ces 
idées  qui  tendent  à abréger  des  calculs  pénibles  par  des  moyens  indi- 
rects et  incertains , et  de  s’en  tenir  strictement  aux  résultats  certains 
que  l’on  peut  obtenir  en  demeurant  fidèles  à la  méthode  des  appro- 
ximations successives. 
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TRANSFORMATIONS  PRÉPARATOIRES  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 

DD  SECOND  ORDRE, 

ET  DÉVELOPPEMENT  ULTÉRIEUR  DES  FONCTIONS 

DE  LA  FORCE  PERTURBATRICE. 


S >• 

Transformaûon  préliminaire  des  trois  équations  (À)  données  dans  le  n.°  104. 

209.  Cruelle  que  soit  la  valeur  complète  de  la  variable  s,  rieii 
n’empêche  de  la  partager  en  deux  parties  distinctes  : et  eu  considérant 
la  forme  de  son  expression  algébrique  trouvée  dans  le  n.°  200,  il 
est  assez  naturel  d'opérer  ce  partage  en  posant 

s^  = J\i—i/i-t-P)dv], 

s = s^-*-  Ss  . 

Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  la  lettre  y représente  ici  un 
coefficient  absolument  constant  du  premier  ordre,  et  que  — P désigne 
la  fonction  des  élémens  des  deux  orbites  qui  constitue  le  coefficient 
de  ysin[v  — — / t^p)di>]  dans  le  développement  du  second 

membre  de  la  première  des  équations  (^). 

Cela  posé , si  Ion  néglige  le  terme  insensible  multiplié  par  ^ > il 
est  clair  que  l’on  a 

7/i-i-P  coslo—Jli  — l^i^p)di>]. 
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^ Si  -^7  iw[y  -/(l  - K,  * i>)  tft-]  . 

Donc , en  faisant  pour  plus  de  simplicité 

P — y\i  — /it-p)de  = gv~-J'6do , 

I da 

(q 

I I (•)  u'di>  I 
y)  ) i-*-aJVdv 


U = 


/?  = 


la  première  des  équations  deviendra 


(i) ~ R Pysln{gy—f6dv). 


Et,  conformément  aux  principes  exposés  dans  le  paragraphe  précédent, 
on  déterminera  la  quantité  désignée  par  P , en  développant  la  fonc- 
tion R dans  une  série  de  termes  périodiques , et  égalant  ensuite  à 
zéro  la  totalité  des  termes  qui  multiplient  y sin(gv —J'é  dv)  dans  le 
second  membre  de  cette  équation. 

a 10.  Maintenant,  si  l’on  fait  pour  plus  de  simplicité 


R'  = 


y)  J \~^a.fÜ(h 

la  seconde  des  équations  {A)  prendra  cette  forme 


Or,  en  faisant 


d'à  (l  il)  ” 

dv  a,\H<'>y) 


= R\ 


S = s^-*-  Ss,  l’on  a 


9t(aSi-i-9s)  ) 


Donc,  en  représentant  par  i Vis  le  développement  du  second 
facteur  de  ce  produit,  nous  aurons 
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(2)-. 


«fii  (l  r’)“ 


r) 


/î"- 


y) 


Noos  avons  vu  dans  le  paragraphe  précédent  que  les  deux  premiers 
termes  de  la  valeur  de  u sont  de  cette  forme 


„ = F(r)  e cos[,> -fil  - /r:r^)d.]  -, 

où  e désigne  un  coefficient  absolument  constant  du  premier  ordre , 
et  F(y)  le  premier  terme  qui  naît  du  développement  en  termes  pé- 
riodiques du  radical  /i  ^s‘. 

D’après  cela,  et  surtout  pour  nous  rapprocher  le  plus  qu’il  est 
possible  (à  l’égard  des  premiers  termes)  des  formes  qui  ont  lieu 
dans  le  cas  fort  simple  des  forces  perturbatrices  nulles,  nous  ima- 
ginerons la  valeur  complète  de  u partagée  dans  les  trois  parties 
suivantes;  savoir 

u = e cos  (cv  — fsdv)  ^ ' 


où  l’on  a fait  pour  plus  de  simplicité 

cv  —f  cidv  = V — f(i  — /i  -t-  Q*)  dv  : 

— représente  la  fonction  des  élémens  des  deux  orbites  qui  multi- 
plie le  terme  ^^^f^ecos(cv—fadv)  dans  le  développement  en  ter- 
mes périodiques  du  second  membre  de  l’équation  (2). 

21 1.  En  négligeant  les  termes  insensibles  multipliés  par  les  coefficiens 
différentiels  de  a ou  de  Ç*,  on  trouvera  que  la  substitution  de  la  va- 
leur précédente  de  u dans  le  premier  membre  de  l’équation  (2)  donne 


(3). 


dv'  a a,;K..y)  ~ a ) ÂT‘  ■’*  »,  \\ 

/(*’ y) /I'  ! r O» 

' Ç ‘i’)  y)  - R 


Mais,  en  différentiant  deux  fois  la  fonction  l’on  obtient  l’é- 

quation identique 

Tome  I.  33 


« 
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V = (*  -^ O * (‘ 

Donc,  en  observant  que  i = y sin[v  ~J'(  dv] , il  viendra 

(l  -4-  S*)  -H  -•-  5,^^  = 

I -H  y*  ^ Py^  cos{3gv  — 3 J ôdv)  — Py'*sin*(gt>  — J'6dv)  ; 

ou  bien 

(l  -4-  -4-  5,  = 

( I -4-  y*—  I i’y"')  -4-  Py^(^  i -t- 1 y’)  co  j(a^v  — ^J'èdv^  — g Py^iin(4gv  — ^J'édv) . 

Maintenant,  si  l’on  observe  que 

(I  Vit  = (I  -4-  iî)~  ' - (I  -4-  *;)■  * , 


on  verra  que  au  lieu  de  l’équation  (3)  l’on  a celle-ci 

''■(ï)  ».  ] 

— •j~l = XI 

au  a 

•.1 

Q'e  cos{cv -fsdv)  - .1  |/(e,  y)  ( I -4-y’)  ( I *s^)~  ^ - *l*^,*'y)  * | ' 

^y“(i-*-0"'îiy’-(i*|/)coi(2gv-2/&dv).4-ly’cos(4^-^dv)j 

D’après  les  principes  exposés  dans  le  paragraphe  précédent  on  doit 
déterminer  le  rapport  - en  égalant  à zéro  la  fonction  des  élémens 
des  deux  orbites  composée  de  la  totalité  des  termes  explicitement 
indépendans  de  v,  qui  entrent  dans  le  développement,  en  termes 
périodiques,  du  second  membre  de  cette  équation  : et  la  valeur  de  Q' 
doit  être  déterminée  en  égalant  à zéro  la  fonction  semblable  qui  con- 
stitue le  coefficient  de  e cos(cv —J' vsdv)  dans  le  même  déve- 

loppement. 
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Après  avoir  satisfait  ù ces  deax  conditions,  l’équation  (4)  prendra 
cette  forme 

(5) = O, 

où  a,  A/,  j8  doivent  être  considérées,  en  général,  comme  des 
fonctions  des  élémens  des  deu.\  orbites  suceptibles  de  varier  avec  une 
lenteur  excessive. 

212.  Cependant  il  est  essentiel  de  faire  observer  que  cette  circon- 
stance n’empêchera  pas  d’intégrer  l’équation  (5) , en  prenant 

T = ï ^ • 

En  effet,  si  l’on  fait  pour  plus  de  simplicité 
„ M 


l’on  obtient,  en  différentiant  cette  expression  de  ' 

- 2 j (a  2;3)  ^ j -/W  • 

Donc,  en  supposant  que 

^ = Y-4.2Ncos{  ÛLV  -4-/0dv) 

soit  l’expression  exacte  de  ~ qui  satisfait  à l’équation  (S),  on  aura, 
pour  déterminer  Y,  l’équation  - . . 

- 2 1 * («  -*•  a^)  ân(w  . 

Mais,  par  hypothèse,  les  coefficiens  différentiels  ^ ^ 1 ^ 

sont  exprimés  par  des  quantités  très-petites , composées  de  termes 
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périodioues  dont  les  argumciis  (en  comparaison  des  argumens  avt-J'idv) 
croissent  avec  une  lenteur  excessive.  Donc  la  valeur  de  Y sera  donnée 
par  une  fonction  de  la  forme 

Y = 2 C cos  [ (a  -f-  f)v  C sin\(x  -t-f)v -t- 1 -t-J" fidv  j , 

dans  laquelle  les  coefficiens  Q et  G seront  nécessairement  insensi- 
bles. En  conséquence  il  est  inutile  d'avoir  égard  à ces  derniers  termes, 
et  il  suffit  de  prendre 

cos(av  -^/0dv)  . 


Il  suit  de  là  qu’en  multipliant  l’équation  (4)  par  a,  l’on  peut  réduire 
la  recherche  de  Su  à l’intégration  de  cette  équation 


(6) 


•^/(c , y)  <?e  cos(cv -f  srdv)  _ |/-(e , y)  ( i * /)  ( i 5^) " > - 

'||/-( i*l/)cos(a^e-2yàdp)*l/cos(4gu-4yàdv)|] 


21 3.  Considérons  maintenant  la  troisième  des  équations  {A).  En 
faisant  pour  plus  de  simplicité 

«,  = /(«.  y)  1 /ÎTÎ/  t-  ecos(cv  —fvdv) } , 


nous  avons 


Donc,  en  substituant  cette  valeur  de  u dans  celle  de  dt,  il  viendra 


J (I  a/tWv)  “ > 

/ - / 

— j 

Posons 

j /i  e cos{cv  — y sdv)  I ~ ’ = X, 

et  représentons  par  X la  fonction  des  deux  élémens  c et  y qui 
constitue  le  premier  terme  non  périodique  du  développement  de  la 
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fonction  X en  termes  périodiques;  alors  la  valeur  de  ^ sera  com- 
posée de  l'unité  suivie  par  une  série  de  termes  périodiques.  Cela  posé, 
écrivons  la  valeur  précédente  de  de  sous  cette  forme 

et  rappelons  nous  que,  conformément  à l’analyse  exposée  dans  le 
paragraphe  précédent,  on  peut  regarder  comme  arbitraires  les  deux 
constantes  représentées  par  les  fonctions  f[e  , y)  , 4/(e , y).  D’après 
cela , rien  n’empéche  de  supposer 

(8)....  [/(«»  y)  = 

ce  qui  rapproche  la  forme  de  l’expression  de  dt  de  celle  qui  a lieu 
dans  le  cas  où  l’on  suppose  nulles  les  forces  perturbatrices,  du  moins 
en  faisant  abstraction  des  deu.x  Acteurs  qui  sont  explicitement  fonction 
de  la  force  perturbatrice.  Mais  on  peut  rendre  ce  rapprochement  plus 
intime,  et  simplifier  en  même  tems  le  second  membre  de  l’équation  (6), 
en  faisant 

Alors  les  équations  (8)  et  (9)  donnent 

f(e,y)  ==  ?t^(i  tKe,y)  = 

et  il  s’agit  de  détermine^  la  valeur  de 

214.  Pour  cela  remarquons  d’abord  que  dans  le  développement 
de  la  fonction  X il  n’y  a que  les  termes  compris  dans  la  série 

(i  ■<- î, “)“*■*•  3e’(i  ■*s^)~^cos^{cv—Jwdv)-*-be\i  s^)~^ cos\cv —Jrsdt>) etc. 

qui  peuvent  donner  une  partie  non  périodique.  Ensuite  observons  que 
pour  avoir  la  valeur  cherchée  de  X il  suffit  de  prendre  la  partie  constante 
fournie  par  le  développement  des  puissances  paires  de  cos{cv  — J\adv). 
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Donc,  en  désignant  par  le  terme  non  périodique  qui  se  trouve 
dans  le  développement  de  ( i ‘ (i  étant  un  nombre  entier), 
nous  aurons 


(lo). . 


10-3 


e etc. 


Cela  posé,  si  Ton  remarque  que  roii  a 

V*  «V* 

I -e  = I H-  L-  _ L C05(agv  — ifôdv)  , 

ou  bien 

!**,*=  '*  -)  ) - |(/I^+i)(t/r;:P-i)coi(25t^-2/Ô£/i')  ; 

et  par  conséquent 

on  en  conclura  que  d’après  la  formule  (6)  donnée  dans  la  page  276 
du  second  volume  des  Exercices  de  calcul  intégral  de  M.  Legendre  l’on  a 

(. 0 ^ -î- 

Il  est  maintenant  facile  de  former  la  valeur  de  \ avec  le  degré  d'ap- 
proximation que  l’on  jugera  convenable.  11  est  d’ailleurs  évident  que 
cette  valeur  devient  fort  simple  en  supposant  y ~ o\  ce  qui  donne 
fcj  = I i et  par  conséquent  X = (i  — e“)  \ 

2 1 5.  Si  l’on  développe  les  fonctions 


l’on  aura 


(i  -►  iJ'Udv)  * •> 

en  posant  pour  plus  de  simplicité 

B - -fUd,  l(fUd.)'-i{fUd,y~  f(fUd,y- etc. 
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Maiutenant , si  Ton  représente  par  i -i-  Il  la  fonction  des  éléinens 
des  deux  orbites,  explicitement  indépendante  de  v,  qui  se  trouve  dans 

y 

le  produit  développé  dans  une  série  de  termes 

périodiques,  on  pourra  écrire  l’équation  (7)  sous  la  forme 

ou  bien  sous  la  forme 
d’où  l’on  tire 

*0  0-i-n) 

-*(:-)ys?(f>'-n).' 

en  faisant  pour  plus  de  simplicité 

Y = A — B -i-  ÀB. 

Donc , en  désignant  par  n un  coefficient  absolument  constant  tel  que 
l’on  ait 

il  viendra,  en  intégrant  les  deux  membres  de  l’équation  (ta), 

nt  = (ï  - i)d<'  -/(r^ïï)  (f 

Mais,  à cause  de  la  lenteur  excessive  avec  laquelle  varient  les  termes 
séculaires  renfermés  dans  l'expression  de  ^ , comparativement  aux  argu- 
mens  qui  naissent  du  développement  des  fonctions  { J ’ "X 
on  peut  sans  erreur  sensible  faire  sortir  du  signe  intégral  le  facteur 
— P 1 et  supposer 
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(14) ... . ™ (fÎH)/'(ï“  ■)* 

■ ■■  ■'-  ' 

Au  reste  il  est  évident  que  cela  revient  à négliger  des  termes  très-petits 
multipliés  par  ^ ou  ^ ■>  puisque  l’expression  rigoureuse  de  ne  est 

Or,  en  associant  les  argumens  de  ~ ou  avec  ceux  de  — 
ou  de  y 4 il  n’en  peut  résulter  aucun  terme  capable  de 
devenir  sensible,  même  après  l’intégration  qu’il  faut  e.xécuter. 

Pour  imiter  à l’égard  de  nt  ce  qui  a été  fait  à l’égard  des  deux 
autres  coordonnées  polaires  s et  u,  nous  partagerons  aussi  l’expres- 
sion complète  de  nt  en  posant 

(«]  _ „ ./J*  H-  - ■)*, 

ce  qui  donne 

nt  = [nt]  hnt. 

ai 6.  En  résumant  les  résultats  trouvés  dans  ce  paragraphe,  nous 
en  conclurons  qu’en  faisant 

— Y sin(£i>  — J'ùdv) 

’ (i  -t-  y*)  ^ e cos(cn  — jirdv)  j , 

et  s 

s = s ds  , « = — -►  — 1 

' a a 

l’on  a , pour  déterminer  Ss  et  Su  en  fonction  de  t> , les  deux  équa- 
tions suivantes  : 

ï.  \ _ É*rT  f \ r*  / _ . /*r»  i \ fds,  d'9s\ 


(I).. 


, (l  -».y*)7  dû  t-^st  <iQ>  I 

<ra,  du  u*  ^ 
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Udv)ecos{cv—J\idv)l 

(11)  . . <—  X »(i4-y*)-*  (i+<,')~‘  Udv—\^  | ('•♦■*,*)”*  — (•■*•«)”*  ^ | ’ 

^ I ■*•  gy'cos{!,gv—^M<f)  \j 

où  l’on  a fait 

h!h±ïî,J!L. 

Ensuite  l’on  aura  3/tt  au  moyen  de  l’équation 

(ffl)....  j«=-(^5oy'K  . I \/ i-*-i,'-^-ecos{cv—Jhdv  | -t-njrfk» 

Par  ce  procédé  on  aura  décomposé  les  trois  coordonnées  polaires 
a , at( , nt  chacune  eu  deux  parties  , dont  la  première  partie  sera 
respectivement  > 

s,  = V sin  (gt»  —Jldv)  , 

n.  =X'  (i  -t-7*)»  1 1/ 1 ■t-s~,'-^-ecos{cv—J'-ad\>')  | , 

= 1 1/ 1 ■fi^-^•ecos{cv—J'•ad^>  | — 

Et  les  deux  argumens  gv  — Idv , cv  — Ç zidv  devront  être  déter- 
minés d’après  les  équations 

gy —J' 6dv  = v—J' (i  — (/i  fP)dv  , 

w —J'  o«ù>=v — Ç (i — 1 ■*-<Jl)dv  y 

lorsque  les  fonctions  P et  Q'  des  élémens  des  deux  orbites  auront 
été  trouvées  conformément  à la  règle  enseignée  pour  cet  objet. 
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S 2- 

Développement  des  Jonctions  de  la  Jorce  perturbatrice  due  à l'action 
du  Soleil  suivant  les  puissances  de  5s , Su , Sut  , et  formation  des 
équations  différentielles  qui  déterminent  ces  trois  variables. 


a IJ.  Faisons  pour  plus  de  simplicité 

= Î = ‘'  = 7, 

et  convenons  de  supprimer  ici  les  termes  multipliés  par  la  latitude  s’ 
du  Soleil  que  l’on  voit  dans  les  formules  du  n.“  27.  Alors,  en  posant 

i Tuay* ^8  '' 


(au)' 


15 ,4(A'wVi/«'3k»  — 30 

8 — tO 

* $ 

s * (a«)‘ 

5 ; * — 7\‘) 

15  I I,  SS  («'«*)' 11*') 

8 ® (a.<,‘ 

i " (au)' 

. 85  t,(a'u')Ssm(4a — l,V) 

16  " 

3 («'»?  . 45^,[»V)»  15j.i..(»*ny 

S • (ail)*  "^16  " (a«;‘  1 “7^ 


Rt  = q 


f ^ 

{»’  tt’)*cos  (1 V — - a»'' ) , 

88 

3 

(au)* 

8 ® 

1^,  — 30 

® i*. 

j ^ 

(au)* 

1-4- 

,.i  (oiV)*fOi(aa  — ai-') 

**  b' 

^ {auf 

4 " 

\^16 

,^^a:u’fcos{/,v — 4a') 

1 ‘ 

I 9 T ((»'«’)* 

9 

I î 

(au/  ' 16  (au)* 

4 

(ail;5 


(au)» 

i')'ro*(’ 
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^5  = 7. 


î 

lîi 

8 ‘ 


(«'  w')*  cos  ( 

t,  (a'u')*(-OJ{a  — i^) 

(au/ 

^ 8 

(au)* 

(3t»—  3v') 

3 

t SS  (a  M V ^os  (i'  — 

(a“)' 

3 

(au)* 

fa'  mV  fO«  (n-»  — 

13 

SS  (a'e*')Srax(a»^— «O 

tau)' 

"T 

(au)S 

2Ôy 

t 


■b' 


35  (flt'«')ScOj(4l' — 4^*') 

’ïë" 


nous  aurons 


rfn’ 

1 ^ SS  do' 

du  ^ 

lîT 

f h-»'  W+A.). 

- if=/xy' ■■ 

et  les  équations  (I)  , (II)  trouvées  dans  le  paragraphe  précédent  de- 
viendront ( en  considérant  seulement  l’action  du  Soleil  ) 

dKts 


-is  = 


(!)'• 


— f* 7 s/n  (gv  —f  ùds>)  -+-  /t’  (i.  -t-  Js)  (7?.  -4-  R) 

! ^ - 2.'*’ ('ï-' , 


rf*  .ÎU 


•iu  = 


Cny. 


|-Q'  Z' ®'^‘’)-*-7ÎC*-»-cr‘— 

1“  2,u‘  |‘^-H^«-t-7(*  ■^K)~'^—T£^,<:os{cv—fadv)  \fR,d\> 

( -+-  f7‘cos(4gP— 
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SI  8.  La  variable  indiipeudante  étant  v,  il  est  nécessaire  d’éliminer 
de  ces  équations  la  longitude  v'  du  Soleil , et  de  l’exprimer  par  une 
luuciiou  de  la  longitude  v de  la  Lnne.  Pour  cela  il  est  facile  d’ob- 
tenir une  formule  générale  par  le  procédé  suivant. 

La  troisième  des  éipiations  (IX)  données  dans  le  n.°  55  peut  être 
mise  sous  cette  forme 

n'(/+/')  = .'_r(.’). 

Donc , en  faisant 

n*  moy’rn  motn'cment  du  Soif  il 

m = — = T“, — 7 « 

n moj  en  tuous'tmeiU  de  la  Lune  ^ 

OQ  aura 

v'=m 

Maintenant  imaginons  intégrées  les  équations  du  mouvement  de  la 
Lune , et  par  conséquent  l’équation  ( 1 4)  trouvée  dans  le  paragraphe 
précédent  réduite  à la  forme 

/(i>)  désignant  une  fonction  de  t>  composée  de  termes  périodiques. 

En  éliminant  le  tems  t entre  ces  deux  équations  et  faisant  pour 
plus  de  simplicité 

A=m;i  (/’—/) , 

il  est  clair  que  l’on  a 

v'=A-i-mv-i-mJ'  C,dv-¥- 

Donc , en  appliquant  à cette  équation  le  théorème  connu  de  La- 
grange sur  le  retour  des  suites  , on  en  pourra  tirer  la  valeur  d’une 
fonction  quelconque  de  v exprimée  par  une  fonction  du  polynôme 

Mais  il  suffit  à notre  objet  d’avoir  l’ex- 
pression de 

i et  i'  représentant  des  nombres  entiers. 
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Aiusi , en  posant 

K=w-iV^V{c'V-ri), 
on  aura  , en  vertu  dn  tbcorème  cité  , 

sin  I i (o — '(cV— x')  | =^in  A-h(/ 'c' — î)  cos  K ■ '' roj  /î.  7ÏP] 


dS' 


1 »2. 3 


219.  En  exécutant  les  opérations  indiquées  , cette  (brmule  donne 
un  résultat , dans  lequel  un  argument  quelconque  est  de  la  forme 
f(o — y'^^{V  Jrp'){d  y — x')  ; P représentant  un  nombre  entier  positif 
ou  négatif , y compris  zéro.  Donc  , en  écrivant 

co.C/’]  auUeude  (cT-x')  j , 

on  pourra  représenter  par 


^""[o],  , etc. 

COS  1-  ' 00s  l-  J ^ tos  U J ' / 


la  suite  des  termes  qui  naissent  du  développement  du  second  membre 
de  l’équation  précédente. 

Cela  posé  , si  l’on  réduit  à 

i^(  o'  ) = ut'  sin  (c'  v'  — x')  — * *"**ï  *'*  C 2*0 

-4-^  «”  ^sm(3cV — dit')— ^<'*s/»(4cV'— 4*  ) 

^-Jc’'stn(5cV-5xO 

la  valeur  de  F{y')  qui  serait  donnée  par  les  dcveloppemens  indiqués 
dans  le  $ 2 du  second  Chapitre  (en  faisant  f' — o et  négligeant 
les  puissances  de  1'  supérieures  à la  cinquième  ) , l’on  obtiendra  le 
résultat  suivant,  où  l’on  a fait  c'=i  dans  les  coeüiciens  des 
termes  périodiques  : 
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iiti  •/  . 't  f * t 

CO,  »(v-v)+l  (cw-x)j  = 


sin 

cos 


stn 

cos 


[-0 


5in 

cos 


[+1]. 


stn 

cos 


C+2]< 


-(‘•-oo'-'-i- >)  T+(‘'-X'’-'+ O'S 

(■'-0  (î+î!)-(‘’-0  (■'-■+3)  (l^-S) 
;[+3]j  + (;'-0(.’-/+3)-(Ç-«.'’)+C«--0(‘'-i+3)'i." 


sin 

cos 


sin 

cos 


lin 

cos 


stn 

cos 
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Jtn 

CQf 


[-5] 


tin 

cos 


[+5] 


m {''-‘-5)  à iM'-'X-'-'-s)-  m ■"  i 
!_(, -5)'â 

O'-O  â ."-{.'-OO'— >-5)  â ,V(.  -0(/-iV5) 


381 


3 20.  Comme  yi^i»)  représente  ici  une  fonction  périodique  de  u , il 
reste  à développer  les  fonctions  suivant  les  puissances  de  m/'(y)y 

afin  de  pouvoir  obtenir  La  valeur  de  — t'')-4-/'(cV — x')]  exprimée 

par  une  suite  de  termes  périodiques.  Oa  exécutera  cette  transforma- 
tion au  moyen  de  la  série  ^ 

Jihj  a -t-  P /n/'(i>)  I = îi’«  a -4-  P m cos  a .y(v)  — ffVï  a .yV)* 

— y^cof a./p)  -4- etc. 

après  que  Ton  aura  trouvé  la  valeur  de  y(v). 

Mais  en  cela  l’on  sera  favorisé  par  une  circonstance  qu’il  est 
important  de  remarquer.  En  effet  la  série  précédente  procède  suivant 
les  puissances  de  rnfly)  , où  m désigne  une  fraction  que  nous  re- 
gardons comme  une  quantité  du  premier  ordre.  Donc  il  suffit  que  la 
valeur  de  J^{y)  soit  développée  jusqu’aux  quantités  de  l’ordre  i — i 
pour  qu’il  soit  possible  de  développer  s/n  j a-t-p/«y(i')  | jusqu’aux 
quantités  de  l’ordre  i inclusivement.  Or  cela  est  effectivement  stif- 
lisant  dans  une  théorie  qui,  comme  rcllc-ci , donne  les  résultats  cher- 
chés par  une  suite  d’approximations  successives. 

Pour  mieux  développer  "celte  idée  , imaginons  que  l’on  .a  partagé 
J^iy)  en  deux  parties  Z'  (y)  , dont  la  seconde  est  inconnue, 

mais  d’un  ordre  supérieur  à la  première  au  moius  d’une  unité.  11 
est  clair  qu’en  laissant  y'(v')  sous  les  signes  périodiques  l’on  aurait 
sin  j a -H  m py(r')  [ = s/«  [ a -4-  p nij''  (y")  j -f-  ;h  p f (v»)  coS\  a -4-  m pf”  iy')  j 

— cos  I «-4-toP/"(i^)  I — etc. 
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Donc,  en  supposant  d'abord  et  développant  ensuite  en 

termes  périodiques  la  série  , 

sin  (v>)  cos  a — cos  cl — etc. , 

il  n’y  aura  qu’à  remplacer  a par  (vJ  dans  le  résultat  ainsi 

trouvé  , pour  en  conclure  la  valeur  de  la  série  précédente.  Parvenu 
au  point  où  ce  changement  sera  nécessaire  , l'on  connaîtra  déjà  une 
portion  de  y”  (o):  ainsi  l’on  pourra  faire  sortir  cette  portion  des  signes 
périodiques , et  continuer  indéfiuiment  ce  mode  de  développement  par 
cette  espèce  de  bissection  de  ta  fonction  représentée  par 

22  1.  D’après  l’analyse  du  paragraphe  prépédent  , l’on  a 

Donc  , en  imaginant  développées  en  termes  périodiques  les  dilTéreutcs 
fonctions  de  la  force  perturbatrice  dans  l’hypothèse  de  dnl  = o , il 
suilira  de  changer  nw  en  mv-^-mSiU  pour  tenir  compte  de  la 
fonciiou  irit  , qui  d’abord  avait  été  supprimée.  Pour  indiquer  ce 
changement  , nous  conviendrons  de  représenter  par 

(a'K')’s/’«(2t' — 2v'')-t-â[  (a'u')’s/n  (at»  — 21»')]] 
la  valeur  complète  que  doit  avoir  la  fonction  — w’')  : et 

la  même  notation  sera  employée  à l’égard  des  autres  fonctions  ana- 
logues de 

Toutefois  il  ne  faudra  pas  perdre  de  vue  que  dans  le  dévelop- 
pement de  ces  fonctions  affectées  de  la  caractéristique  o nous  tien- 
drons compte  non  seulement  de  la  première  , mais  aussi  des  autres 
puissances  de  mont  , lorsque  cela  sera  nécessaire  pour  avoir  exacte- 
ment le  coefficient  numérique  d’un  terme  dont  l’ordre  sera  déterminé. 
Il  faut  donc  se  représenter  le  simbole  ê[(a'M')’s/«(2u — af')]  comme 
tenant  lieu  d’une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  mint. 

2 2 2.  Actuellement  imaginons  que  dans  les  valeurs  Ae  ... 

posées  dans  le  n.®  216  l’on  a fait  ait  = K,-t-^M,  s=s,-t-îs  , et 
qu’en  outre  l’on  a développé  les  fonctions  de  v'  par  le  procédé  qui 
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vient  d’être  indiqué.  II  est  clair  qu’il  en  résultera  pour  chacune  de  ces 
fonctions  une  nouvelle  série  ordonnée  suivant  les  puissances  et  les 
produits  de  Su,  Ss  et  mSiic.  Donc,  en  convenant  de  représenter 
par  Ji'  la  valeur  que  prend  en  y faisant  m ■—  u^,  s = et 

$nt  =>  O , l’on  pourra  faire 

= F:  -*- SB! 

et  considérer  le  simbole  SB'  comme  tenant  lieu  de  la  totalité  des 
termes  qui  naissent  du  développement  de  B^  suivant  les  puissances 
de  Su,  Ss  et  mSnt,  Nous  ferons  de  même 


B^  = B"  f SB"  ; Tîj  = R"-*-  SR"-, 

B^  = B "'-*-  SB”  -,  B^  = R” SR". 

Cela  posé,  voici  les  termes  de  Sif , SR...  SB",  qui,  en  général, 
seront  snffisans  pour  développer  les  perturbations  de  la  Lune  dues  à 
l’action  du  Soleil  ; 


SR  = - 


(«'«')*  tin(w  ■— 


-qb 


1 (aV)*  xin(K  — 


5 du  4S  I s %9u  ^ 

<8  7i;'~  8 / a U,  i 

, I (a'u')* sin(iv  — 3v')  ( vS  du  aaS  /da\^  } 

-i''- — ? — -rs-^-TU)i  .. 

15  1 4 (a'x»V  *»n(av  — a(/)  du  loS  .^{a'u')^sin(^v  — 4»')  du 

•t  ’ «,<’  ” 8 ’ u‘  («, 

d Ha'u'y  sin^iv  — ap')]  ^3  g ^ j 5 / ^ 

,,d  [(a'u')*  iin(e  — t^)]  C3  i5  du  3 ,) 

9 V ! ^ 8 "8  ■ â^i  Ç 

d [(a'u')*iin(3i> — 3v')]  Ç i5  7$  du  f 

* 9"  V ^ 8“  ~ 8"  «.i 


-qb 


, {a'i^)*  x«n(p  — v') 


. . 35  ^^4^[(a'u')Sxin(4»  — 4»')]  . 

5"  «;■  16^  U,” 

Tomi  I,  li 
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S/f"  = 


SA'"  = 
SA"  = 
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^ (a'«V  co»(ap  — at'')  ^ ^ 3u 


;.;  (a'u’)*  eos(v  — i»')  Ju  7$  (a'u')*  cos(3v  — 3i'') 

U,  8 


1C.5  .J.Î  — *' < vu.  ,v 

8 5"  Zï  U 8 9 


^ [(ttV)’ eoj(at>  - a»-')]  5 3 g £ff  ? 

9 ^ a «,  $ 

. 33  _;i  — >’’)]  >5  I J ^ [(a'uV  ro»(3»  — SOI  . 

-8  î''  SI * T V ’ 

_ (Wn'j^  c<»(ap  — ay')  < 2 ^ Ç i 

P {a'u’)*  cos(f>  — (i*)  ( 9 £jf  _ 45 /^\’ _ g^»  ? 


-qb 


3 (aV)*tot(3p — 3p')  ^ i5  75 /Su 


|5  „ 14  (»'«')*  eot(at»  — aP*)  ^ _ 178  , , (g'u')^  cot(4»>  — 4P’)  ^ 

4 " u,‘  U,  16  ° U,*  it, 

S [(«'h')*  C04(ai>  — ap*)]  J 3 9 Su  ^ / Su\®  i 


-çfc SI i «"  ru;; 

^ 13  S [(tt'u')* cof('3p  — 3p')]  t i5  i5  Su  J 
U ,♦  ^ T “ T ■ ï;  ; 

^|,fW^':-'i|,.^8.^(S.)-|. 
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223.  Convenons  de  faire  dans  le  second  membre  de  l’équation  (II)' 
donnée  dans  le  n.°  217 

(I  T-^IT  = 

En  développant  ces  deux  fonctions  il  suffira  de  retenir  les  termes  suivaiis 
T = I — — i ^ i 

sr  = .;)  j -s, 

Donc,  en  substimanc  pour  sa  valeur  ysinÇgv— J6dv),  nous  aurons 


sr 


^ / co»(4^  — 4/è  dv)  ; 

^ / cos^ngy  — sfùdv)  j { 2s,  Si  (Si)’  j’. 


15 


105  » 

8 Zt  f 


224.  Supposons  maintenant  que  l’on  a développé  le  second  membre 
de  l’équation  (I)',  et  que  représente  le  coefficient 

constant  qui  multiplie  Si,  ou,  pour  parler  plus  exactement , la  fonc- 
tion des  élémens  des  deux  orbites  multipliée  par  Si.  11  paraîtrait 
assez  naturel  de  faire  passer  le  terme  -1- | //)Si  dans  le 

premier  membre  de  cette  équation,  et  de  l’intégrer  après  l’avoir 
réduite  à la  forme 

— <T^-(i  H-|;x’-3^’ff)Sî  = ’S.AMpv  ^ q)- 


Mais  cela  exigerait  la  connaissauce  préalable  du  coefficient  H-,  et  il 
est  facile  d’éviter  cette  difficulté , en  observant  qu’il  suffit  à notre  objet 
de  découvrir  successivement  les  différens  termes  des  quantités  cherchées. 

Si  l’on  fait  abstraction  des  cas  singuliers  définis  dans  le  n.°  208 , 
l’on  pourra , en  général , intégrer  l’équation  précédente  en  la  considé- 
rant sous  la  forme 

— d’^  — (i = l/M  Hh->-2Asin(pi>-^  q). 
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En  effet,  le  coefficient  est  par  sa  nature  d'un  ordre  supérieur 

au  principal  terme  de  la  fonction  2A sin(pv  q). 

Donc , on  peut  d’abord  supposer  //  = o , et  prendre 

Si  = 2 y sin(pv  ■*-  q); 

où  pour  plus  de  simplicité  l’on  a fait  ^ — I — 3 

Cette  première  valeur  de  h étant  substituée  dans  le  second  mem- 
bre de  l’équation  différentielle  précédente,  l’on  trouvera  en  réitérant 
l’intégration 

Si  = 2 I 9)  • 

Donc , en  faisant  servir  cette  dernière  expression  de  Si  pour  une 
nouvelle  intégration,  il  est  clair  qu’en  continuant  ce  procédé,  l’on  aura 

Si  = 2 A sin{pv-^q)^^-<-l  fi  H Hy 

ou  bien , en  sommant  la  série  infinie , 


- q). 

Or  il  est  évident  que  cette  expression  de  Si  est  conforme  à celle 
qui  serait  donnée  immédiatement  par  l’intégration  de  l'équation 

= SAsinipv -^q). 

Un  raisonnement  tout-à-fait  semblable  s’applique  à l’équation  diffé- 
rentielle en  Su.  Tel  est  le  motif  qui  nous  a déterminé  à donner 
aux  équations  différentielles  (I)',  (II)'  la  forme  suivante 

(I)"  ...  I r Sin(gv  —fôdv)  { R^)  a/xPfR^dv  — Pj 
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- ecos{a>  -fmdv)  -h  9 ( i _ ( t - 1 gf  /) 

9 / 1 ( I - î;)  (I  - ïl y’)  ' - Ir  ) ^ coi(2^  - a/ôdp) 

* Çy'* |(i  - 0 H I ( coî(4«^  - Af^M 
^ (/î^  ^ «3  ^ I Su  ) - ;.»  ( /î  _ 9 (i)  S ^ 

- 29  >t’(  « - I y’  M 7^)fRA'>  - 

■*■  — fisdv)J'R^dv 

- 2|x’9  y*  1 1 - ^ y’  * l — I y’)  j C0i(2gp  — ft/6dv)fR,di> 

aM’îy''(gf  ■*•  ^)co4(4g''  - AfAdv)fR^dv 

22S.  Pour  fixer  les  idées  à l'égard  dii  facteur  /x  qui  multiplie 
dans  les  équations  différentielles  les  fonctions  de  la  force  perturba- 
trice, il  faut  se  rappeler  que  d’après  l’équation  (i3)  du  paragraphe 
précédent  nous  avons 

et  que  dans  le  n.°  47  Ton  a fait 

Donc,  en  multipliant  ces  deux  équations  et  faisant  ensuite  le  carré, 
il  viendra 

ou  bien 
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Ainsi  il  est  évident  que  • doit  être  considéré  comme  un  facteur 
du  second  ordre,  puisque  le  premier  terme  de  son  expression  ana- 
lytique est  égal  à m“.  ^ 

Le  facteur  q doit  être  considéré  comme  une  quantité  de  {'ordre 
zéro-,  car  en  développant  sa  valeur  ou  obtient,  en  négligeant  les  quan- 
tités d’un  ordre  supérieur  au  quatrième. 

Le  facteur  6’  = ^ sera  traité  comme  une  quantité  du  second  ordre, 
d’après  le  motif  purement  arithmétique  que  la  moyenne  distance  de  la 
Lune  à la  Terre  divisée  par  la  moyenne  distance  du  Soleil  à la  Terre 
est  une  fraction  fort  peu  différente  de  et  par  conséquent  du 

même  ordre  de  grandeur  que  le  carré  du  rapport  ^ = m. 

n est  presque  superflu  d’ajouter  que  les  quantités  constantes  e et  / 
doivent  être  regardées  chacune  comme  du  premier  ordre. 

226.  Mais  il  peut  être  utile  de  faire  remarquer  dès  ce  moment  que 
le  rapport  ^ diffère  de  l’unité  d'une  quantité  du  second  ordre.  En 
effet  il  est  évident  que  | est  le  premier  terme  qui  entre  dans 
le  développement  de  la  fonction  R Donc,  en  égalant  à zéro  la 
totalité  des  termes  non  périodiques  qui  se  trouveront  dans  le  second 
membre  de  l’équation  (II)",  Ton  aura  une  équation  de  la  forme 


d’où  l’on  tirera 

* . 1 a 

— ==  1 à U 


etc. 


Avec  une  légère  réflexion  on  voit  aussi  que  la  quantité  désignée 
par  n dans  le  n.**  21 5 est  nécessairement  du  quatrième  ordre.  Car 
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cette  fonction  des  élémens  des  deux  orbites  s'obtient  en  égalant  à i Fl 
la  totalité  des  termes  non  périodiques  qui  naissent  du  développement 
du  produit 

Or  il  est  clair  qu’il  n’y  a que  les  trois  fonctions  J'RdvY, 

H^^J’R^dv , chacune  du  quatrième  ordre  au  moins,  qui  peuvent  con- 
courir à la  formation  du  premier  terme  qui  entre  dans  l’expression  de  II. 

227.  En  arrêtant  davantage  la  pensée  sur  Forigine  analytique  de 
cette  même  fonction  séculaire  des  élémens  de  l’orbite  du  Soleil , on 
ne  tarde  pas  à reconnaître  que  ce  n’est  pas  elle  qui  fournit  le  premier 
terme  de  l’équation  séculaire  de  la  Lune.  En  effet  les  trois  fonctions 
que  l’on  vient  de  nommer  ne  peuvent  introduire  dans  II  qu’un  terme 
non  périodique  du  sixième  ordre  de  la  forme  , tandis  que  l’ex- 

pression de  ^ en  renferme  un  du  quatrième  ordre  de  la  forme  Am^s". 

Ce  dernier  est  immédiatement  donné  par  le  développement  de  la 
fonction 

* etc. 


en  y faisant  q = i , au  = i , au'  = i-t-«  -i-r'cas(cp'— x')-»- etc. , 
et  se  rappelant  qu’après  l’élimination  de  v'  l’on  obtient 


(au' y = I I etc. 


(Voyez  n.°  147).  11  suit  de  là  que  l’équation  qui  doit  déterminer  - 
est  de  la  forme 

et  que  par  conséquent  l’on  a 


ou  bien 


7 = 1-^5  U* -t-5  u’ï'*  etc.  ; 


® _ la  3 a ria  3 a / /a  T^fa* 

- = \ ^ -/M  ^ ifs  E H-  4/*  (f  —£)■*■  etc.; 
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E‘  désignant  l’excentricité  de  l’orbite  du  Soleil  à une  époque  déter> 
minée.  Donc  l’intégrale  1“*  remplace  le 

moyen  mouvement  dans  le  mouvement  troublé  de  la  Lune  (Voyez 
n.®  a 1 5 ) • renfermera  le  terme 

qui  constitue  la  principale  partie  séculaire  de  la  valeur  du  tems  t 
exprimé  en  fonction  de  p (Voyez  l’équadon  (la)  du  paragraphe 
précédent). 

D’après  cela  l’on  comprend  qu’il  était  impossible  de  découvrir  la 
cause  de  l’équation  séculaire  en  se  bornant  à la  chercher  uniquement 
parmi  les  fonctions  explicites  de  la  force  perturbatrice  qui  entrent 
dans  la  différentielle  du  tems  t.  11  fallait  considérer  les  variations 
insensibles  qui  peuvent  se  trouver  dans  l'expression  analytique  du  rayon 
vecteur  de  la  Lune , et  voir  que  leur  existence  pouvait  devenir  sen- 
sible dans  l’expression  de  la  longitude , en  vertu  de  l’intégration  qu’il 
faut  exécuter  sur  le  carré  du  rayon  vecteur  pour  obtenir  cette  dernière 
coordonnée  de  la  Lune.  C’est  ainsi  que  les  très-petites  variations  de 
l’excentricité  de  l’orbite  de  la  Terre  deviennent  plus  sensibles  en  se 
transmettant  à la  Lune. 

aa8.  Si  d’autres  causes,  différentes  de  l’attraction  réciproque  des 
Planètes,  pouvaient  faire  varier  lentement  les  élémens  de  l’orbite  de 
la  Terre,  on  calculerait  d’une  manière  analogue  les  perturbations 
correspondantes  du  mouvement  de  la  Lune. 

Pour  en  donner  un  exemple  fort  simple,  admettons  l’existence  d’une 
matière  éthérée  répandue  autour  du  Soleil , et  capable  d’opposer  une 
résistance  très-petite  au  mouvement  du  globe  de  la  Terre  et  & celui 
de  la  Lune.  Mais,  pour  considérer  uniquement  les  effets  des  variations 
des  élémens  de  l’orbite  de  la  Terre,  nous  ferons  abstraction  de  l’al- 
tération que  la  matière  éthérée  peut  produire  directement  dans  le 
moyen  mouvement  de  la  Lune , quoiqu’elle  soit  la  partie  plus  consi- 
dérable de  l’effet  dù  à cette  cause. 
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Cela  posé , rappelons  nous  qu’il  est  démontré  que  la  résistance  de 
matière  étliérée  produit  une  diminution  proportionnelle  au  lems  dans  le 
demi-grand  axe  a'  et  l’excentricité  1 de  l’orbite  de  la  Terre.  Donc  , 
pour  tenir  compte  des  perturbations  que  cette  cause  peut  introduire 
dans  le  mouvement  de  la  Lune,  il  faudrait  changer  a'  eu  a'  — a Kril\ 
t’  en  «' — e'K'n't , et  déterminer  les  deux  coefliciens  K et  K'  d’après  les 
formules  publiées  dans  le  troisième  volume  de  la  Correspondance  du 
Bar.  de  Zach  (page  347):  outre  cela,  il  faudrait,  à la  rigueur, 
remplacer  n't  par  un  binôme  de  la  forme  n't  + K" n'‘t'  dans  l’équation 
n’ (t+y'')ssv'  — f'iy')-  Alors  l’élimination  du  temps  t entre  les  deux 
équations 

donnerait 

-I- A"  j mv  — j' 

Mais,  en  négligeant  les  termes  très-petits,  multipliés  par  AA'  , ou 
par  A'A"  , il  suffira  de  faire  rit  — nw,  ce  qui  donnera 

a'~’(i -t-3A /nu-t-etc.)  au  lieu  de  ; 

«"(i  — aA'/nu-t-etc.)  au  lieu  de  t"  ; 
et  par  conséquent 

fx*-t-3fi‘ A/»p-t-etc.  au  lieu  de  fi’. 

Donc  l’équation  précédente  , qui  détermine  le  rapport  ~ , donnera 

1 (Ifi’A—  |;x‘£'*A')/nu-+-etc.  ; 

ce  qui  fait  voir  que  la  distance  moyenne,  a,  delà  Lune  à la  Terre 
reçoit  une  altération  beaucoup  plus  petite  que  la  distance  moyenne  a' 
du  Soleil  à la  Terre,  puisque  les  coefficiens  A et  A'  sont  ici  multi- 
pliés par  la  fraction  m’*  Cette  valeur  de  ■—  donne 

(i  Y=  I -»-3m’(A-£'’A')v-H  etc. 

2'<mm  /.  ’ îG 
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Il  suit  de  là,  que  l’intégrale  renfermera  le  ternie 

qui  représente  rcffel  indirect  que  cette  cause  hypothétique  serait  ca- 
pable de  produire  dans  le  moyen  mouvement  de  la  Lune. 

On  a étendu  la  dénomination  à’èqualions  séculaires  aux  termes  de 
celte  forme.  Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  , que  ceux-ci  peuvent 
augmenter  à l’infini  y et  qu’en  cela  ils  sont  absolument  diflerens  des 
termes  semblables  que  l’on  forme  en  développant  des  fonctions  com- 
posées de  termes  périodiques , alin  de  pouvoir  représenter  pour  quelques 
siècles  seulement  l’effet  des  équations  séculaires  qui  sont  dues  à 
l’attraction  réciproque  des  planètes. 

229.  Parmi  les  causes  qui  peuvent  troubler  indirectement  le  mou- 
vement de  la  Lune  il  faut  aussi  admettre  les  perturbations  périodiques 
que  l’attraction  de  la  Lune  elle-même  produit  dans  le  mouvement  du 
centre  de  gravité  de  la  Terre  : car  ces  dernières  modifient  les  coor- 
données elliptiques  du  Soleil , et  deviennent , par  conséquent,  une 
espèce  de  nouvelle  cause  perturbatrice  , dont  il  est  facile  de  tenir 
compte  par  le  procédé  suivant , qu’on  doit  à D’Alembert. 

Soient  îm'  , t\>' , ts'  les  variations  de  w' , v , s'  dues  à celte  c ause. 
En  négligeant  le  carré  du  rapport  de  la  masse  de  la  Lune  à la  somme 
des  masses  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  on  démontre  que  la  pertur- 
bation de  la  Terre  due  à l’attraction  de  la  Lune  se  réduit  à donner 


M 


Donc  il  faudra  d’abord  changer  du'  en 

dans  les  valeurs  de  i?,  iî”  . . R'.  Après  cela,  si  l’on  change  m\>  en 

.£^sin{y-d') 
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dans  les  argumens  qui  naissent  du  développement  des  fonctions 
des  coordonnées  elliptiques , on  tiendra  compte , par  ce  changement, 
de  la  variation  que  ces  mêmes  développemens  subissent  par  la  per- 
turbation de  la  longitude  de  la  Lune , et  par  la  perturbation  de  la 
longitude  du  Soleil  due  à l’action  de  la  Lune.  On  verra  dans  le 
paragraphe  suivant  la  démonstration  de  celte  règle. 

A l’égard  des  termes  nés  de  la  perturbation  Ss',  il  faudrait  recourir 
au.x  formules  du  n.°  27,  où  nous  avons  conservé  les  fonctions  de  s'. 

S 3. 

Démonstration  des  formules  qui  expriment  les  perturbations  de  t orbite 
de  la  Terre  dues  à l’action  de  la  Lune. 

230.  Les  expressions  de  5u' , dd , is'  posées  dans  le  n.“  précédent 
ont  été  empruntées  du  tome  3."“  de  la  Mécanique  Céleste  ( Voyez 
p.  207  ).  Laplace  , en  suivant  D’Alembebt  ( Voyez  tome  VI  de 
ses  Opuscules  p.  3ii-324  ),  les  déduit  d'un  théorème  relatif  au 
mouvement  du  centre  commun  de  gravité  d’une  planète  cl  de  ses  sa- 
tellites qu’il  avait  démontré  dans  le  premier  volume  (Voyez  p.  i3a- 
i34),  conformément  à l’analyse  fort  élégante  publiée  par  Lagrazige 
dans  les  Mémoires  de  l’Académie  de  Berlin  (année  1777).  Mais, 
pour  faire  connoitre  avec  plus  de  précision  le  mode  d’existence  des 
formules  qui  déterminent  ainsi  les  perturbations  de  la  Terre  dues  à 
l’action  de  la  Lune , je  vais  former,  entre  les  coordonnées  orlhogo- 
n.tles  et  les  coordonnés  polaires,  les  équations,  soit  rigoureuses,  soit 
approchées  , desquelles  dépend  le  mouvement  de  la  Terre  et  celui 
de  leur  centre  commun  de  gravité  autour  du  Soleil. 

23 1.  Reprenons  les  dénominations  du  n.*  3,  d’après  lesquelles; 

X-t-x' , V -i-y  , Z-hz'  désignent  les  coordonnées  du  point  M'  par 
rapport  aux  axes  fixes  dans  l’espace  ; et  forces 

parallèles  à l’axe  des  X qui  sollicitent  ce  même  point;  de  sorte  que, 
en  affectant  ces  forces  du  signe  négatif  pour  indiquer  qu’elles  ten- 
dent à diminuer  l'abscisse  X-i-x' , on  a l’équation 
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d‘X  fi‘y_  Afjr'—x)  itfy . 
df  rf<*  û*  r'‘ 

d OU  I on  lire  , en  subsiituant  pour  sa  valeur  ■+■  -pj- , 

-*-.W  J73-t-Hi ïi  — O- 

Celle  éfiualion  coïncide  avec  la  première  des  équations  (/)  trouvées 
dans  la  page  3 , en  y changeant  x , y , z en  x"  , y , z -,  AT  en  M, 
et  réciproquement  : ce  qui  est  d’ailleurs  évident  Ainsi , en  considé- 
rant uniquement  la  Lune,  le  Soleil  et  la  Terre,  les  six  coordonnées 
X , y , Z , x' , y , Z seront  déterminées  à l’aide  des  équations  (/) 
qu’on  vient  de  citer , et  de  celles-ci 


*V(x — x')  Mx  dCV 

fÂ  ""if  X*  ^ 

A/C^— y)  My dCV 

M{  s — . s*  ) Mz  _dCï*  ^ 

A*  H dz'  * 


où  l'on  a fait , 


-AJixx"  -t-x/  ->-zz')  ^ SI 


a3a.  11  n’est  peut  être  pas  inutile  de  faire  remarquer  ici,  en  passant, 
que  , au  lieu  de  ces  équations  , on  aurait 

\d*  X*  , M'x'  3fx  d*y  MW  , My  </*x*  , M'%'  , Mz 

••  =o>  ~pr = o i 

si  le  centre  de  gravité  du  Soleil  était;  ou  absolument  immobile  dans 
l’espace  , ou  nullement  attiré  par  la  Terre  et  la  Lune  ; l’origine 
des  coordonnées  x'  , y' , z'  étant  toujours  au  centre  de  gravité  de 
la  Terre.  Mais  cette  hypothèse  qui  se  réduit  , comme  on  le  volt , 
à faire  disparoître  les  termes  divisés  par  a’ , et  à changer  M'-a-M' 
en  AT  dans  les  équations  (x)  , n’altère  point  la  forme  des  équa- 
tions (/)  qui  déterminent  le  mouvement  rélatif  de  la  Lune  autour 
de  la  Terre.  Car  , en  plaçant  d’abord  l’origine  des  coordonnées  au 
point  M' , censé  fixe  , on  a les  deux  équations 
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^^x'  .'APx'  Mx  _ rl’(x'-t-x)  . IAr(x'.«-x)  . A/"x 

;r  = o,  — 1 î-*— ;r=o; 

I (X' (y + 

qui  , par  réllmination  de  , et  le  changement  de  x' , y , z' 
eu  —x',  —y,  — z'  donneraient  précisément  la  première  des  équations 
(/)  posées  dans  la  page  3. 

Dans  le  cas  où  l’on  voudrait  supposer  le  centre  de  gravité  de  la 
Terre  ; ou  absolument  immobile  , ou  nullement  attiré  par  le  Soleil 
et  la  Lune  ; les  coordonnées  x!  , y , d du  Soleil , par  rapport  aux 
axes  menés  par  le  centre  de  la  Terre,  seraient  déterminées  par  les 
équations 

/ (f*  x"  . M"  x’  , A/fx”  — X) 
l dt*  ° » 

Px'T  ) 


rf»*'  , . U(t'  — z) 

dl' 


et  les  coordonnées  x , y , z de  la  Lune  , rélativement  aux  mêmes 
axes  , par  les  équations  / 


. A/"  X 

A/'(x'  - x) 

dp  H 

— O , 

' y 

di-  ' r» 

M'ijr' — Jr) 

A» 

= o , 

d’z  M"z 

M‘(z  — z') 

— (\ 

di^  H 

A« 

— U y 

essentiellement  di6férentes  des  trois  équations  (/). 

Le  rapprochement  de  ces  trois  diiïérens  systèmes  de  six  équations 
différentielles  offre  un  moyen  simple  pour  mieux  saisir  la  proposition 
LXVl  du  premier  Livre  des  Principes  ds  Newtoh. 

a33.  Revenons  maintenant  aux  équations  (x')  : si  l’on  y fait 


t COS  \/  t sin  V* 

""  m'  ^ ” u' 


Q'=i'*— îs.ji'— a^.cof  + , 

/r  = ^(i  ^ssy.^sin(^v (?)  * .s/«(p-p'); 
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et  si  l’on  prend  v’  pour  la  variable  indépendante , on  trouvera , 
d’après  l’analyse  exposée  dans  le  n.°  26 , que  ces  équations  sont 
équivalentes  aux  trois  suivantes , dans  lesquelles  K'  désigne  une 
constante  arbitraire  j " 

2jr/^,+  j 

/J*«'  A/  /V  J A A"(iW)‘  AMi(i-i-Q’)-  f 

Si  l’on  observe  actuellement,  qu’en  posant  i*=^,  i= , 

on  a , ; on.  en  conclura  , que  les  équations  entre  les 

coordonnées  polaires  peuvent  être  écrites  ainsi  j savoir 

IQ'  = s"-2i’.s“^'.s'-2t’^C0s(v-O  + i'(.+O(^7î 

lit*  (uuysin(v — i^)  Jb*  sin{u — v*) 

i/rw)— a ^ j s’.co  j(v  - 1'')  - s 1 1 — — — j — ; I 

(*  “ ) 

Sous  celle  forme  il  est  plus  aisé  d’estimer  l’ordre  de  petitesse  des 
facteurs  consians  qui  multiplient  les  termes  dûs  à la  force  perturba- 
trice , en  observant,  que  l’unité  est  le  principal  terme  de  au  et 
a' «’j  et  que  les  trois  quantités  1,  b',  tn,  sont  respectivement  égales 
aux  fractions  ^ ^ ^ , environ. 


Oq  trouvera  dans  le  second  vol.  l’expression  de  p : pour  le  montent  il  sufiit  de  savoir  que 
I -*-/>  = I -4- — m*  etc. 
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234.  Lorsqu’on  néglige  le  carré  de  la  force  perturbatrice , c’est-à- 
dire  le  carré  de  la  fraction  i ; et , outre  cela  , le  carré  de  b‘ , les 
équations  précédentes  deviennent  beaucoup  plus  simples.  Car  alors  , 
la  partie  elliptique  de  s' , a' u' , n't  donne 


s'  f o*a'tt  # / / . r«\  » f J. 


et  en  nommant  Ss' , iolu!,  in't  la  perturbation  de  ces  mêmes 
coordonnées , on  peut  la  détermimer  par  ces  équations  ; 


[an']... 


(au)*tin(»  — y*) 

ay  m ,,, 


d.%VLl 

“ 


235.  Au  reste  , si  l’on  accorde  qu’il  est  permis  de  négliger  le 
carré  de  la  force  perturbatrice  , on  pourra  retenir  le  temps  pour  la 
variable  indépendante,  et  intégrer  les  équations  (x')  par  les  formules 
données  dans  le  premier  volume  de  la  Mécanique  Céleste  ( Voyez 
p.  254-262  ).  Pour  cela  , on  fera  d’abord  z'  = o dans  l’expression 

de.  Û’;  ce  qui  donne  û'= — ^ ^ Q » en  posant  pour  plus  de 

simplicité  ; 

P (aMyfoi(y— i,') 

— i > 

cl'u’  (i 


— (;)  — 


COS  (v V*) 


(r)'('+0(ï=')ï 


Imaginons  maintenant  P*  et  Q exprimés  en  fonction  des  moyens 
mouvemens  nt  et  n't  de  la  Lune  et  de  la  Terre.  11  faudra  regarder 
a' «'et  P comme  quantités  indépendantes  de  a',  et  faire  par  conséquent 
^^^  = 0:  en  prenant  la  différentielle  partielle  de  Q par  rapport  à a' 
on  aura  un  résulut  de  la  forme  = U suit  de  là  que 
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Mais  M=In'a't  donc  en  posant 


r = S' Q - Q, + =/(  £ ) „■  A - . s/(  ^ „ V, , 

on  aura 


.T. 


Cela  posé  , si  l’on  néglige  les  termes  qui  seraient  multipliés  par 
le  cube  de  t , on  aura  , conformément  aux  équations  désignées  par 
(K)  et  (^')  dans  les  pages  2 58  et  261  du  premier  volume  de  la 
Mécanique  Céleste  j 


5 r = — f/  j I 2 t'eos n't 1 j'*cos  2 «'/  j , 

Sa'u'=z  i7 j 1 4-|e"+2 t'ct)sn'/-4-ç£'’coi2rt'<  j , 

Sv'  = j 3 s' sin  n't  + 5 1'*  sin  2n't\ 

./■  — 2 •4-yj'*-»-2j'C05n'i-4-|e'‘C0i  2 n't  j 

nV<(  2 2 J 


y'-'"\^ih'fqn'dt-2b'f  q^n'dt 


pourvu  que  l’expression  de  U soit  tirée  de  l’équation 

0=  — J’I  I -+•  J — «’cosn'i  — |■e'‘cO^  2 7»'t  | 

dtT(2t  sin  n't  -+- 1"  sin  2 n'i  ^ . 

Si  l’on  supprime  dans  ces  formules  les  termes  multipliés  par  b*  ^ 
elles  se  réduisent  à celles  qu’on  aurait  en  faisant  d’abord  Q = o ; 
ce  qui  est  le  cas  des  équations  désignées  par  dans  le  n.°  a3a. 
Pour  développer  la  valeur  de  P remarquons  , que , en  posant 
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^(a«)*  cosv 
J > 

(I +«)‘ 


yj  

= 


T\  n . V)  r^sùti^ 

on  a,  P— P,. — F—  -4-  P,. — 7— . 

^ * « • « 

Mais  en  nommant  6 l’anomalie  excentrique  , on  sait  que 


= cos  9 — t'  = 


= 1/737*. s/t»9  = V~^‘(0-w’O; 

J,  = n-if"  — e’^i— |«“^cosre'r— it"cos2n'/— |£"cos3n'<, 
0 = — ii'’^sinn'r-h-j£'‘5/rt 2n'<-f-|e"sm3n'<  J 

parlant  nous  avons 


P=P.t/T=7*|-|.'+( 

I cosn'f-4-ÿ  t' cos  2 i'* cos  3 rit  | 

+P.t/, 

e'sin2re'/-»-|ï'’si>»3n't  j j 

d'où  l’on  tire 

(S  )=-£>.  V— K 

iH-  J- 1'*)  sin  n't  -4- 1' sin  2 n'<  -h  | e"  sin  3 n't  | 

I — g ' * ) ^ ^ ff  ‘ 3 n't  j . 

Après  avoir  intégré  les  équations  qui  déterminent  le  mouvement 
de  la  Lune , on  pourra  exprimer  P,  et  P,  en  fonction  de  nt. 

236.  Pour  avoir  la  perturbation  9s'  de  la  latitude,  on  prendra  ] 
9s'=  — H-j«'‘+2£'cosnr-»-j£'*cos2«'< I , 

où  U"  doit  être  déterminé  à l’aide  de  l’équation 

° -H  «/" — P,  j I •+-  J t”  — t' cos  nt  — J j"  cos  2 nt  | 

P,  j 2 *'  sin  n'i  «'*  sin  2 n'<  | , 

r.  /.  • Î7 
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dans  laquelle,  P,— 

(i-4-m)* 

S’il  êlait  question  de  déterminer  le  mouvement  absolu  des  trois 
corps  M , M'  , M"  dans  l’espace  , il  f:judralt  chercher  les  coordon- 
nées X,  y,  Z au  moyeu  des  équations 

fit*  r*  r*  * r'*  * f/  f*  r*  r'*  ^ 


ce  qui  suppose  déjà  connu  le  mouvement  relatif. 

a3‘7.  Soient  X,  , Y, , Z,  les  coordonuées  Uu  centre  de  gravité  des 
deux  corps  M,  M"  , relativement  aux  axes  fixes  dans  l'espace.  Par 
la  propriété  de  ce  centre , on  a les  équations 

(d/-hdr)AT.=  , 

\m-\-M")  y,  = M"  F-f-d/(  ) , 

( M”)Z,=  M" Z + 3/( Z Z ) , 


lesquelles  donnent  -, 


X.=X-i- 


M 


M 


Mais  , en  nommant  X' , Y' , Z'  les  coordonnées  du  même  centre 
de  gravité  par  rapport  aux  axes  parallèles  aux  axes  fixes  qui  ont 
leur  origine  au  point  M'  , il  est  clair  qu’on  a 


X'  = X-i-x'-X=x' 

r=F+y-F.=y 

Z'  = Z + z'-Z.  = z' 


M 


.1/ 




et  par  conséquent 

rf* X'  rf*  X*  fi^jr  fl» y . d»y  d»z* 

dt*  * * 31»  > 1/f»  "dt*  ^ * dT»  ’ ~dl»  di* 


— / . 


d'z 

dt^' 


Donc , en  substituant  ici  pour  etc.  leurs  valeurs  , four- 

nies par  les  écpiations  désignées  plus  haut  par  (x*)  , et  par  celles 
désignées  par  ( /)  dans  la  page  3 , il  viendra 
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^ M-f  W -t- AP  \ 

lATsY 

, Af(.x'—x) 

dt' 

' Al-t-Jd"  1 

1 r'î  ^ 

' Ai 

d^Y' 

, Af-t-Hr-t-AP  { 

l«"r'  , 

. lUiy-Y) 

dt‘  ^ 

AI->-  M”  1 

! r’* 

' Al 

d^Z' 

Al-t.  Af  At" 

, Af(z'~z-) 

dl>  ^ 

M-t-  AI" 

1 r'>  ^ 

'■  A> 

Telles  sont  les  équations  rigoureuses  qui  renferment  les  circon- 
stances du  mouvement  du  centre  de  gravité  de  la  Terre  et  de  la 
Lune  autour  du  Soleil.  Il  est  facile  de  lenrs  donner  une  forme  plus 
approchante  de  celle  des  équations  (x*).  Soit  pour  plus  de  simplicité , 

M , 

^ » y ~ M-t-M"y  ’ ^ ~ » 


tf 

AI 

X = 

AI^M  -^  > 

fl/ 

AI" 

avons , 

d’après  les 

x'  = 

Jf'  + x"  , 

v'"  = - 


M » 


y-y=r^y^,  2'-z=Z'-i-s"^ 

ce  qui  revient  à dire  , que  od’ , y" , ; x'" , y"' , z"  expriment  les 

coordonnées  des  corps  M"  et  M par  rapport  à des  axes  parallèles 
aux  axes  fixes  menés  par  leur  centre  commun  de  gravité.  Cela  est 
d’ailleurs  évident,  puisque , par  la  définition  même  de  ces  coordon- 
nées on  a , identiquement  ; 

{C)...\M"jir-hMx"'=o,  M'Y + My” = o , M"  z"  -t-  Mz'" = o } . 

Maintenant , si  Ion  fait , - > "= — ’ 

A"*  =(z'  -i-x"  y-»-(z'-i-2"  y , 

A'"*=(z'  +x'"y-+-(r-i-y"y+(z'-i-z"'y  ,• 

û« 

U /i,  ^A"^A"’ 

il  est  clair  qu’on  peut  mettre  les  équations  (AT)  sous  cette  forme 
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ce  qui  fait  voir,  que  la  partie  elliptique  des  coordonnées  AT,  F*,  Z* 
est  la  même  que  la  partie  elliptique  des  coordonnées  x* , , z'  : de 

sorte  que  , la  différence , porte  uniquement  sur  la  perturbation  de 
ces  deux  mouveroens. 

a38.  Mais  il  y a cela  de  remarquable,  que  la  perturbation  des  coor- 
données JT,  Y',  Z'  du  centre  de  gravité  est  beaucoup  plus  petite  que 
celles  des  coordonnées  x',  y , z'  de  la  Terre.  C’est  ce  qu’il  est  facile  de 
démontrer  en  développant  les  radicaux  qui  entrent  dans  les  équations 
(x')  et  [AT'].  Alors,  en  négligeant  les  termes  de  l’ordre  du  cube  de 
x,y,  z on  trouve  aussitôt  que  les  équaüons  (x')  se  réduisent  à celles-ci: 

-f.^jx'r'^2x(x'x+yy^z'z)-5jc'(x.y+yX-*-z.pyj  ; 

o=  ^X(M^M'^M")^-HMz(l-^)-l^(xx'^j^y^zz') 
et  que  les  équations  [Af'j  se  réduisent  à celles-ci  ; 


o='M'+f  )/-K  ir-t-  IF”) 

)7Î?-2-  ~W-*  WTrF~ 


jtZL 

“ dt* 


3 Wir(.V^-l/>M- /!/■') 


[X'r‘- 2x(A"x-+-ry-4-z’z)i 
V'r-2y{X"x-i-¥’y-hZ'z)ï 
IZ'r'- 2z(X'x-h  Yy*-Z'z)l 
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Or,  en  mettant  le  terme  qui  entre  dans  la  première  des 
équations  précédentes  en  x' , y , z* , sous  la  forme 

il  est  clair  que  ce  terme  est  beaucoup  plus  grand  que  le  terme 


qui  mesure  l’ordre  de  grandeur  de  la  force  perturbatrice  dans  les 
équations  en  A",  V,  Z.  Et  voilà  comment  on  peut  se  former  une 
idée  claire  de  la  proposition  LXVIl  du  premier  Livre  des  Principes 
de  Newtor. 

a3g.  Pour  rendre  plus  immédiate  la  comparaison  entre  tout  ce 
qui  tient  au  mouvement  du  centre  de  gravité  de  la  Terre  et  de  la 
Lune , et  le  mouvement  de  la  Terre , il  faut  faire  d’abord 

yr  ___  cos  sitX  V tyf  S‘ 

' ^ ~~  ~1F~  » * — IF"  » ^ ^ TP 

et  transformer  les  trois  équations  dans  celles  qui  ont  lieu 

lorsqu’on  prend  V pour  la  variable  indépendante  : ensuite  il  faut 
appliquer  à ces  mêmes  équations  une  transformation  analogue  à 
celle  exposée  dans  le  n>°  aSS. 

D’après  les  équations  désignées  par  (VllI)  dans  la  page  sG  on 
a , dans  le  cas  actuel , 


((/■). 


( (■  - îA'"") 


S'il  a" 
U'  dW' 
R"dU'  ( Itr  M")  _ 


t-'s's')dn’' 


dy 


H"  1 

dS'  I > 

/I  ylÇÏ"  S'dlï"i 


U- 
A i(/n' 


(*}  La  l«Ure  A*  représeote  le  <lcmi«grand’axe  de  Vellipse  relative  an  centre  de  gravite  de  la 
Lune  et  de  U Terre  : de  sorte  que  on  peut  faire  sans  erreur  sensible 
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OU  désigne  une  constante  arbitraire,  et 
Les  équations 


I,  1 * >y*s' 

Î7i~  » 

.«I  I ii\rot(v — 

^ ~ U*  utj‘  ’ 

»»«• t-t-S'S’  , a — _ a(t — I } I coi(v — F']-*-sS’\ 

^ ~ U ‘ u>  U U'  • 


donnent 

0 

II 

dR, 

dU-~ 

(■-►yjr') 

L'>«, 

</A" 

ilA"_ 

•S' 

is 

//A"_ 

■ ut/'A'  j 

dS'~ 

<J 

b 

' U w A" 

’ rff 

dR,  _ S 
dS  R,  U“  ' 

(i-t-ss')  »lco«(v— 

A"  U ‘ uL  -'A" 


dn'' 

dîT'’^ 

Sdn 


De  là  , et  de  l’expression  de  Q" , on  tire  aisément  ; 

^,[,^S'5'+4'Ccos(o_n+*5']} 
i^.5'S'+(/_i)^'[cos(o_n-+-*-S']|  ; 

^n'  _ \iM"  , (i— sm(w  — r')  . 

rfA"  j û J ù "'*  I U U'  » 


da 

d U 


da 

dS 

da 


B 

Vi+A'A' 

^ {/  JA'  > 

M 

BS'V- 

- 1 

Li  ‘ A"«  ' 

S'  dCl" 
■ V dS' 


i-f-iS'5'rfn"  A/"* 


U' dy 


dS'  U 6'^A'»  I 


Cela  posé 


si  l’on  fait 

AB 

W»  !£' 


“ _ t 

W'  A'  > 
AM"  _i—\ 

» W‘~  A!  ’ 


on  aura 

AM_  i 
H'‘~A‘ 


d’où  on  conclura  , qu’en  faisant 

, .»  /A  V’\\cosW—y)-*-sS)  . ,/  9 \'/  i-t-ss\/^U'Y 

. /.  \ 9 / A' IT\  \ cos{v—f")-*-sS  I . /• . \ / d' ü'  \‘ 

A.=a(i-0j-(  — )}  [ + 0-0  > 
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^,  = (.  + 5'5r‘(l+A.r‘i  r^=(l+5'5T*(.  + A.)-; 

^ . , »N-ii  /•  ^»  ^'t/'  t T^,\l  I 

Li.  ('-^M  I 


\ it^S’S'y  ) 

A (5'iin"  . (r-i-5'5')rfQ'’|_a.i(i— i)!ycoi(.-— Ï ( ( ,•.  f,  . » \Tj 

wAfi<rF‘-^-ir^-ds\  = ;; — ; — — ï }Ci+M  ■ 

A'au.{i  A-SS)» 

Eu  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  {U'),  et  remarquant 
qu’on  peut,  sans  erreur  sensible,  remplacer  M'atM"  par  Ma-M" AtM”, 
il  viendra  ; 


lu[l  A- S S')' 

-0  7?(«+^-sô  I (• 

Les  valeurs  elliptiques  des  coordonnées  polaires  sont  celles  qui 
satisfont  aux  équations 

«5*  ry d}  tdf  ïj'  TT*  f C'C'N  * * J à ^ 

— ^h-5'=o,  £T-(h-5'5')  =0,  = 


Donc , en  nommant  iS  , iA  U' , irlt  la  partie  qui  constitue  la  per- 
turbation de  ces  mêmes  coordonnées  on  aura  , pour  déterminer 
cette  partie , les  équations  suivantes  ; 
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I { ■u(i+yi')T  j 

-*- -0 • («+-S'-y)  * I (• 


où  y/  U’ , représente  la  partie  elliptique  de  y/'  V. 

La  complication  de  ces  formules  tient  au  grand  degré  de  généralité 
que  nous  avons  voulu  conserver  jusqu’ici  ; mais  en  négligeant  le 
carré  de  la  force  perturbatrice;  c’est-à-dire  les  termes  multipliés  par 

**  C*»  *C*  R"  d'if 

^ > O y iS , -jpr-  on  aura  ; 


iiU'l- 


/^A,=  3,i*.^^C0S(v-Oi 

\=z-2b‘.^cos(^v-r)-hb'{i  -i-ss)  (^y  ; 


A'ü' 


d.in't 

TF-  = 


-hii’— cof(v-f^)ji-(i+A.)‘ j J 


240.  Lorsqu’on  veut;  conserver  le  temps  pour  la  variable  indépen- 
dante , négliger  le  carré  de  la  force  perturbatrice  , et  appliquer  aux 
équations  [yîT'3  une  transformation  analogue  à celle  dont  il  à été  que- 
stion dans  le  n.°  235,  on  fera  pour  plus  de  simplicité; 
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=»  (-  ■)■(;)■(■  +<')(ïr')‘ . 

ce  qni  donne,  en  supposant  Z’=o}  àii=AU'-,  R,=r' •, 

û"=-?+"(i+vr+^(«+o% 

d’où  l’on  tire  A0!'=  — ^ Q' , en  posant 

Q'=«'«'  j . -z(i  -t-A/f -(I  -..)(«  + I- 

Donc  en  faisant  (^-)  = j:Q/j  nous  aurons 

Mais  M' M"  = n"  d' I donc  en  faisant 

ib-r=,f{i^,)n'dt-<i*b-Q: 

on  aura 

Avant  d’aller  plus  loin  , - remarquons , qu’en  développant  l’expression 
de  Q’  , et  négligeant  le  cube  de  A,' , A," , on  a ; 


Mais  ; 


Q'  = «'«' j i A>1(  I -0  A."-|/ A/*-|(l -0  V*  j • 

ZA/  +(l  -0  A,"  = - Z (.•-  I )(i  )•(.  } 

,A ."  + ( I - z)  A.”  = - 4z  (,_  1 ) (|,  )*  ( cos  {y-v'))'  -, 


partant 


{ î - î*-+-îcoî  (au-  au')  } ; 

d’où  l’on  tire 

Q/=_z-(z_  { L-s-+;-cos(au-  au') } . 


Tonu  / 


38 
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Il  suit  de  là  que  si  l’on  fait  j j — ï‘+|coî (av— 2t>') j 

nous  avons  , ' 

Cela  posé  , si  l’on  détemaine  la  fonction  U"’  par  l’équation 
O = ^ C/-»'  _ r ( I + J «'*  - 1' cos  n't  - J cos  a n't  ) 

— y»'  sin  n't  •+•  t'  sin  a n't  ) 


on  aura 

o/f,  = — j 1*4- a f' cos «'<■+•  I»" cor  an't|  ; 
UU=  {yfU')'.ib'U"'\i-^\t''Jhit'coST^t-¥'\i''coS2n't\  ; 
i 3 «'  sin  rit  ■+•  5 »'*  St»  a n't  | 


On  voit  par  ces  formules,  que  les  perturbations  SB,,  et  exprimées 
en  fonction  du  temps  sont  de  l’ordre  de  ii‘;  ce  qui  est  conforme 
à .la  conséquence  tirée  plus  haut  par  le  simple  développement  des 
radicaux  qui  entrent  dans  les  équations  (x")  et  (A"). 

Pour  déterminer  la  perturbation  SS'  remarquons  , qu’en  faisant 
Z'  = o,  aj>rès  la  différentiation  , on  a 


ACi'- _ ,V"s'  /l/i"  . 

djr  ~ A'*  û'*‘  • 


de  sorte  que 


partant 
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D'après  cela  on  aura 

$S'  =—ib'  U"'  j I e'coin7-4- J t''cosin't  j ; 

en  déierminant  U"'  au  moyen  de  l’équaiion 
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O = -4-  U"' — -f-  J t"  — l' cos  ni — y e'*coî  2 n't  ^ 

— iJ'P'  n'  (h  I 2 î'  sin  n't  t”  sin  2'nl  j . 

24i.  Reprenons  maintenant  l’équation  X' = x' — x"  = jf  — , 
et  remarquons  que  , en  nommant  SX'  la  perturbation  de  X' , et  Sx' 
celle  de  x' , on  doit  avoir  SX'=  Sx' — x"  , puisque  la  partie 
elliptique  de  X'  et  celle  de  x'  sont  égales.  Par  la  même  raison  on 
a , SY' = y ) S71  = Sz'  — z".  11  suit  de  là  et  de  l’équation 
r'*=r'*-i-y-Hs'’ , que 


Sr'  = 4 Sx>  +< SH  -t-  Sz'  = 

r r r r r 


Mais,  comme  on  néglige  le  carré  de  la  fojce  perturbatrice,  on  peut 
faire  x'  = X',  y = V,  z! — 2!  dans  la  première  partie  de  cette 
expression  de  SH , et  alors  il  viendra 


SR. 


Hxx'-fyH) 

r" 


sH=sR 

' r* 

en  supprimant  le  terme  , qui  est  de  l’ordre  du  carré  de  la  force 
perturbatrice.  Or  nous  avons 

»_*  r'  — 1 r»— — X — — V — — • 

partant  il  est  clair  que 


= = + d’où  l’on  tire 


; S H .^SA'  U'  -, 
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en  oliservant  que  le  produit  se  réduit  à iU'  lorsqu’on 

néglige  le  carré  de  la  force  perturbatrice.  L’équation  , tang.  v'=p, 
donne  iv'—  {pcf  iy —y' : de  sorte  que  nous  avons 

3i;'  = «'■  (a:’  ir -y  iX')  + iu' {x>y  ~y  x)  ; 


et  en  remplaçant  dans  la  première  partie  : oi  par  X' , y par  Y'  ; 
= «'•  (AT'  J r - F'  aZ*  ) + 1 it"  {x’ y -y  x). 

Mais  l'équation  tang.  V donne  iV—  U” {^X' 9Y' — Y' iX' ) ; 
partant  on  a 

3v'=  iV  ; 

d’où  l’on  tire 

au 

ç> 

L’équation  s'  = u’z'  donne  Ss' = u’Sz’  = u' et  comme  Z'  = p 
J.7,  ts  SiV 

on  a eZ  1= i et  par  conséquent 


3s'= 


en  supprimant  le  terme  , qui  est  de  l’ordre  du  carré  de  la  force 
perturbatrice. 

Ainsi  , en  réunissant  les  trois  formules  que  nous  venons  de  trouver, 
il  est  démontré  qu’on  a 


(«) 


^ * ' 

M 

J,  — v') 

M V,  a w * 

AI  AS" 

au 

AS 

tt'  U*  .sin{v  — V*) 

= 

M-t-M" 

au 

di'  = 

M 

1 JC 

M M" 

U U ’ 

-h  3 J' a'  , 
t-a^' , 


lorsqu’on  convient  de  négliger  le  carré  de  la  force  perturbatrice. 
Les  équations  trouvées  dans  le  n.”  précédent  offrent  le  moyen  de 
déterminer  a^'  C/' , iV’ , 3S  ; mais  la  petitesse  comparative  de  ces 
quantités  permet  de  les  négliger,  et  alors  on  tombe  sur  les  formules 
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rapportées  dans  la  page  282.  Cependant,  pour  plus  de  clarté,  il  faudra 
les  concevoir  vraies , sous  la  condition  qu’on  supprime  dans  l’expres- 
sion analytique  de  au  tous  les  termes  multipliés  par  ; parceque 
ceux-ci  produiraient  dans  ia'u'  , iv'  , 3s'  des  termes  multipliés  par 
c’est-à-dire  des  termes  du  même  ordre  que  ceux  qui  entrent 
dans  l’expression  des  quantités  négligées  3^'  U' , 3V , 3S. 

242.  Imaginons  maintenant , que  par  l’intégration  directe  des  trois 
équations  désignées  par  [W]  dans  le  n.°  284  on  ait  obtenu 

n'l  = v — a'  sin  c o'  •+•  j t"  sin  2c'  v'  -4-  « T (i>'  ) : 


de  sorte  que  soit  la  partie  de  n't  due  à la  première  puissance 

de  la  force  perturbatrice.  En  faisant,  pour  un  moment,  a = n7; 

F(y)=  2t  sine' — ^e'' sin  2c'\>'  , 

on  a l’équation  u'  = a-*-/’(p') — f'f(v'),  qui,  d’après  la  théorème 
de  LACRAncE  donne 

■**fT2iâ 


da* 


etc. 


donc  en  négligeant  le  carré  de  la  fraction  i,  il  est  clair  que  nous  avons 
P=u-f.F(«)-4ro-^-^i.i.-8  dur--*- 


da 


1 rf>.[F(«','.»‘P(a)l 

i.a 


etc. 


La  première  ligne  de  cette  expression  étant  la  valeur  de  v'  qui 
aurait  lieu  dans  le  cas  du  mouvement  elliptique  , on  doit  en  conclure 
que  la  seconde  ligne  constitue  la  perturbation  de  t>' , et  que  par 
conséquent  011  a l’équation 

etc. 

^ ' da  1.2  aa* 

Or  il  résulte  de  la  série  même  de  Laghakge  , que  l’équation 
a-t-/^(v')  donne 
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fi'V  {y)dv'=fi'V  {a)da  + i^ 

Donc  l’équaiion  précédente  revient  à dire,  que  . ùi>'  (t'  ) d\>'-y 

ou  , en  d’autres  termes  , que 

Et  comme  ou  néglige  le  carré  de  la  force  perturbatrice , on  peut 
ici  substituer  pour  ^ la  valeur  fournie  par  l’équation  v'  = a -4-/^(v')j 
et  alors  on  obtient 

Donc  en  faisant , pour  plus  de  simplicité 

6(v>,v')=(i  — 2!'coîcV-*-|£'*coi2cV-t-ctc. ).^  sin(y  — v') 

l’expression  de  n't  sera  celle-ci  ; 

n’t—v  — 2 ï'  sine  v' j i‘ sin  2c'  v' —ib'  0(y,v''). 

Cela  posé,  si  l’on  représente  par  nt  — v-¥-y(y)  l’expression  de  la 
longitude  moyenne  de  la  Lune  en  fonction  de  sa  longitude  vraie  , 
on  aura  , par  l’élimination  de  t entre  ces  deux  équations  ; 

mv-t-m/'(y')  = v—  2t  sine  v'  s:n2C  d — ib'b{y,v)  ; 

ou  bien  , 

v'=mv-^-mJ'{y)-^r2 1 sine' v — | 2cV'-t-i 6‘5(v, t/). 

Soit  p = la  valeur  de  v'  en  fonction  explicite  de  v qu’on  tirerait 
de  cette  équation,  après  y avoir  fait  t=o.  La  valeur  de  v'  qui 
satisfait  à la  même  équation  lorsqu’on  tient  compte  du  terme  multi- 
plié par  i peut  être  représentée  par  r (o) -t- ÿ v'.  Donc,  en  changeant 
v'  en  u'-f-d'i»'  on  doit  avoir 

^ v{2t' eose' v'  — |e’’cos  2c’v’’)-w'i'5(v,v')-w'i'3'i''*^^^'^r— '•+•  etc. 
d’où  l’on  tire  , en  négligeant  les  termes  multipliés  par  T ; 
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T-W-TT=w  ; 

a . / ( k»  ; ' 


1 — 


«/k»' 


Donc,  en  substituant  ici  pour  6 (t>, u)  sa  valeur  posée  plus  haut,  il  viendra 
y v'  = iv'  = ib‘ , — sin  ( u — 1>'  ) 

au  > ' 


ce  qui  rend  raison  de  la  régie  énoncée  dans  la  page  282  , pour 
tenir  compte  de  la  perturbation  de  la  longitude  de  la  Terre  due  à 
l'action  de  la  Lune. 

L’analyse  que  je  viens  d’exposer  fait  voir  a priori  à quoi  tient 
l’avantage  de  la  considération  indirecte  du  mouvement  du  centre  de 
gravité  de  la  Terre  et  de  la  Lune  dans  la  recherche  des  perturba- 
tions de  la  Terre  dues  à l’action  de  lu  Lune  : c’est  un  artifice  de 
calcul  , par  lequel  on  évite  au  lieu  de  surmonter  l’obstacle. 
Newtor  avait  senti  cette  moindre  aberration  du  mouvement 
elliptique  dans  le  mouvement  du  centre  de  gravité.  Mais  le  peu  de 
mots  qu’on  lit  , à ce  sujet , dans  la  Prop.  67.  du  I."  Livre  des 
Principes  ne  me  paroissent  pas  suffire  pour  en  demeurer  convaincu. 
Au  reste  , on  doit  , peut-être  , à ce  laconisme  de  Newton  un  inté- 
ressant Mémoire  d’EcLER  publié  en  1750  dans  le  I."  vol.  des  Novi 
Comi  de  S.‘  Pélersbourg , où  ( Voyez  p.  44i  ) » d trouve  , par 
l’intégration  directe  des  équations  difierentielles  en  x' , y' , z‘  une 
expression  de  5i>'  équionletlle  à celle-ci  ; 


iv' 


b*I(t  —HW  ^6/m*) 
(l  — a w)(l  — w)* 


sin  (nt  — 


n't)  ; 


ce  qui  donne,  iv' = -^•^m'^.sin(nt—n't)  , en  développant 

le  coefficient,  et  substituant  pour  / sa  valeur  Si  Elxek 

avait  teuu  compte  de  la  variation  dans  l’expression  des  coordonnées 
lunaires,  il  aurait  obtenu  au  lieu  de  , comme  011 

le  conclud  aisément  de  la  formule  générale  qne  j’ai  donnée  plus  haut 
( p.  288  ).  Or  , ce  résultat  ne  diffère  pas  sensiblement  de  celui  qui 
est  fourni  par  la  considération  indirecte  du  mouvement  du  centre 
de  gravité  ; et  il  est  assez  singulier  de  voir  , après  cela  , qu’EccER 
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infirmait  par  la  phrase  « Unde  patet  considerationem  cenlri  gravilatis 
« effectum  Lunae  iiimis  parvum  exhibere  » (Voyez  p.  4^7)  le  principe 
de  Newton  , tandis  qu’une  simple  transformation  de  son  résultat  en 
offre  une  démonstration.  (*) 

S 4- 

Développement  des  fonctions  des  coordonnées  elliptiques  de  la  Lune 
jusqu’aux  quantités  du  cinquième  ordre. 

243.  Pour  développer  ces  fonctions,  il  est  nécessaire,  avant  tout, 
de  nous  occuper  du  développement  de  la  fonction 
{ l/ 1 -i-s‘-i-ecos (cv—fadv)  I ; 

in  désignant  un  nombre  entier  quelconque.  D’après  la  transformation 
de  déjà  donnée  dans  le  n.°  2i4  > il  est  clair  que  si  l’on  fait 

pour  plus  de  simplicité 

y(i-»-y)— 1 . _ 8 

^ I l^(  I •♦•y*)  ^ 

<f=ogv—3fidvi  D=i  —iX.cos<f-i-x' , l’on  a 
{ t/^Ti^i-*-ecos(cv—f<sdv)  1”“  =«”  I l/^’^~aecos(cv—fadi>) 

Donc,  en  développant  le  second  membre  de  cette  équation  par  la  formule 
ordinaire  du  binôme,  et  écrivant  simplement  cv  au  lieu  de  cv—fssdv. 


e cos  cv 


il  viendra  ^l/i  " = 

a"D~~  — ma’'*'D~  ‘ ecoscv-t-”^"^^'''‘a''*' D~ 

^ — ÎTO D c cos  Cf -t- etc. 

Or  l’on  a , en  général , 

iy=À^+2J,xncos<f^-2À,x'^l^^^^^cos  ■4- 2ji,x' " ('*  cos  3ç-*-etc.; 

A-  , <î±il(^^>x‘  + etc. 

' ln-i  1.3  (1+1)  (»  + a) 


(Voyez  tome  II , page  276  des  Exercices  de  calcul  intégral  par  M. 
Legendre  ).  Ainsi  l’on  pourra  développer  sans  difficulté  chacun  des 
termes  de  la  série  précédente. 

a44-  Bornons  nous  à calculer  ce  développement , en  négligeant 
les  quantités  qui  passent  le  cinquième  ordre  par  rapport  aux  puissances 
et  les  produits  des  deux  constantes  e et  7.  Pour  cela  il  suffit  de  prendre 
(*)  Voyei  la  fin  du  § 4 3.***"  Tolume. 
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/,  = I 1/. 


= î-  T*  -+-  i ; 


m /,  Il  1 4\-ai  m 1 3m -«-m*  4 

Cela  posé,  Ton  trouve 

[/i  eco5cv]~“  = 

(.  m 1 6m-t-3m*  /m  am-«-m*  i\  i 

‘-4“’'  6T-^  )-"(7 ^r)rcos<p 

m*m^  a 4 . 

— 04 — ' 

( (.  6(m-t-i)-f-3(m-»-i)*  4\ 

\ V 4 ^ 

^ -7  )rcos(p-*- /coi2(f»] 


— me  cos  cv 


m-m-t-i  1 1 (/  m-*-ai\  m-*-a» 

. a g C05  cv^^i ^7  j.4.— —y  cosp^ 

K m-»-3a\  m-«-3i 

i___y  C0i(f)j 


I *m-*-  as  3 

■>  ■ e COS  Cif 

i • a ♦ O 

m • m -f- I • m a • m 3 4 4 

; — — ^ e^cos^cu 

1 * a * 3 * ^ 

m-m I -m  a • m -•- 3 ■ ra -t- 4 s s 
a ■ 3 ■ 4 ■ 5 « 

Maintenant , si  l’on  substitue  à la  place  des  puissances  de  cos  cv  leurs 
valeurs  exprimées  par  les  cosinus  des  multiples  de  l’arc,  on  obtiendra 
la  formule  suivante  ; 


cos  ov 


cos  cv 


J /,  H-  Y'siu'(gv  — fidv)  e cos(cv  — Jcidv)  j ” " =» 

m 1 m-m-^j  , m • m i .m -k  a • m 3 4 6m->-3m’  . 

Il  — -y  -4 e — e^-*-  — j y 

j 4 4 64  64  ' 

I m - m ~4-  I . m -4-  a , a 

T6 r 

m-m*i  a m-m+i-m  + a a m-m+i  •m+a.m+3-m*4  . 

[ — m* — - — y e -e^ 

4 8 19a 

— Cmjm-*-  1)  — 3m(m 1)*  ^ t •m-i-a-m-»-3  a 1 


H 


3a 


Tome  I. 


e y 
39 


■>3 
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COS  ^cv 

cos  2gV 
cos  icv 


m • m I • m -<•  a • m 3 « m-m-t- i-m-*- a i 
e y 


4« 


i6 


m m-m-t-  i -m  ->-'a  , am  m*  j 

?•" ^6 T6— y 


cos  2gv  cv  e y' 
cos  2gv  — cvey 
cos  4ct> 
cos 


i 


COS  2gP-2CP  c‘ 


A a 1 

■y  ^ 


34 

384 

m • 

m -4-  1 

1 • m-*-a 

m-»- 

3 

8 

64 

m* 

m I 

>m-4“ 

3 

8 

(■4 

m • 

m -+•  I ■ 

- m -4-  a • 

m 3 

19a 

m • 

m -4-  a 

64 

m ' 

• m I • 

m •*-  2 

3a 

m 

• m i • 

m a 

1 

3a 

i ^ 

♦ m I 

• m -4-  a 

• m 3 

19a 

m 

• m -4-  1 

• m -4-  a 

• m 3 

96 


3a 


3a 


C05 


5cp 


i«m-t-a»m-*-3»m-*“4 

J9ao 


Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que,  pour  simplifier  l’écriture  de  cette 
formule,  nous  avons  remplacé  cp  — Jwdv  par  ci>  et  go  —Jôdv  par  go  : 
comme  ce  changement  porte  uniquement  sur  les  argiimens , sans  af- 
fecter les  coefficiens , on  pourra  toujours  rétablir  les  formules  que  l’on 
aura  ainsi  formées  dans  leur  état  naturel  en  y écrivant 

cv  — Jiüdv  au  lieu  de  cv  , 

gv  — J^dv gv , 

Nous  ferons  souvent  usage  de  cette  abréviation. 

245.  En  faisant  m = a dans  la  formule  précédente,  et  retenant 
seulement  le  terme  non  périodique,  c’est-à-dire  le  coefficient  de  cosov. 
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on  aura  la  quantité  désignée  par  ^ dans  le  n.°ai3;  de  sorte  (pie, 
en  négligeant  les  quantités  d'un  ordre  supérieur  au  cinquième,  l’on  a 

X = 

d'où  l'on  conclut 


3 y4  _ 3 > > 
8 ^ 2 ® ' 


= I -^e* 
‘ 2® 


^ * ( t 7*)  * — I H-  e*  e'*  — 

X^  (i  y®)  ^ =s  q = 1 e®  -4-  -t-  e**  1 y®. 

Réduisons  l’expression  de 

= A ’ (i  y*)  » I /i  e cos  w \ , 

définie  ‘dans  le  n.°  a 1 6 , à 

U,  = 

cos  ov  I I e®  J y®  -+-  e ' — ^7^  — ï 7* 

1 a 4 1 a 

COS  cv  ej 

a ( 1 la  la 

co5a^oy  j-l-le 
cos 

£n  différentiant  cette  expression,  et  se  rappelant  que  cv  et  gi>  tien- 
nent respectivement  la  place  de  cv—J\sdv  etgv—Jidv,  il  viendra 

. = 

•du 

sina>  c j I -t-  e®  -4-  e-*-  1 e®y®  j (c  - ^-) 

• -=^5vy®|_l-ie®^ly®|(5-l:/;±) 
sin4s^y^\-  ^\(g-±^±y 

246.  Maintenant,  si  l’on  développe  les  puissances  négatives  de 
à l’aide  de  la  formule  générale  rapportée  plus  haut,  l’on  obtiendra  sans 
difficulté  les  résultats  suivans  : 
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1 


cos  00 

1 

I — 

j7  — gC  - gC  6i7  ' 

cos  cv 

«1 

— I -► 

1 V*  * 1 c’  .4.  1 e‘»  — â v4  _ 1 eV 

_7*je-4-ge— g7  ,,«7 

cos  2CV 

1 

i 

co  s ig9 

/! 

1 

4 

3 a la 

cos  7.gV 

CP  e 7*  { 

1 . 
4 

cos  o.gv  — 

CP  e 7*  1 

cos  3cv 

-1- 

la  1 A 

cos  2gV 

2CP  € y 1 

3 

cos  2gV  — 

2CV  e’7’  J 

16 

■ 

cos  4o> 

1 

8 

cos  /\gv 

3 

64 

co  s 2gi> 

3cp  j 

1 

8 

cos  2gt>  — 

3cp  eV*  { 

1 

8 

cos  ScD 

« 1 

1 

16 

. 

cos  4gy  -t- 

CP  e 7^ 1 

1 

16 

cos  4gu  — 

CP  e 7“*  1 

1 . 
16’ 

1 

7_ 

cos  w 

( 

1 

I 

cos  cv 

-3- 

|c’-  |7‘‘*ïeV-|e'* 

cos  2CV 

3 -H 

3 e’—  3y* 

8®  4' 

cos  2gV 

y\ 

!- 

3e’- -3- y’ 

4®  16' 

cos  2gV  ->•  cv  C 7*  j 

3 

n 

3y’-ile’ 

i>  8 

cos  2gV  — 

■CP  67’  1 

3 . 
é 

3y’  — ^c’ 
4'  8 

cos  Zcv 

a . 

» 

î'  16® 
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COS  2gv  -t-  aw  «y  j 
C04  2gv  — acv  «y  j ^ 

cos  4cp  I 

cos  4gv  / I 

C05  2gv  3a>  ey  | — ^ 


309 


15 

8 


15 

6Ï 


COS  agv  — 3a>  ey^  j — ^ 


15 


cos  Scv 


et 


<^^-18 
cos4gv-*-fv  «/l  — ^ 


COJ  /\gv  — a>  e y*  \ — 


9 . 


16’ 


COS  00 
co  s CP 
cos  2CP 
cos  2gP 


J I -V  a e 
c{-4-3c* 

5- 1/-*-  |ic 


l/_gy  ^9^4 


/-f|/-a«^^2ey 


cos2gP-*-cp  e/|  — 


cos  2gp—cp  ey*j  - I -t- 


•15 


15 


COJ  3cp  e 
cos  2gp  act>  ey  | 

cos  2gp  — aco  e*y“  J ^ 

COJ  ACP  e^  j ^ 

coj4gp  /{  I 

COJ  a^p  3cp  I — ^ 
COJ  2gp  — 3cp  «y  I — ^ 


^‘-5-^/-  ie’ 


/i'v 


4 
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COS  Sco 

«^1 

7 

■“  2 

cos  4gv  CP  c } 

35 

32 

C05  4gP  — 

CP  cy^  1 

35  . 
32  ’ 

cos  OP 

{ 

cos  Cf' 

cos  2CP 

f-f/*  s,- 

cos  agp 

5 15  » . C5-» 

4 16^  8 " 

cos  agp  -t-  CP  c y’  1 

15 

4 

cos  agp  — 

CP  c y*  1 

15 

4 

cos  3cp 

3 i 

e 1 

35 

4 

C05  agp  -4-  acp  e*y*  | 

105 

16- 

cosigy  — 

acp  cV  j 

105 

16 

coi  4CP 

-U 

35 

4 

cos  4gp 

/{ 

35  . 
Ci  ’ 

COJ  OP 

I 

la  7 a a 7 4 

ly  ^-ey 

COJ  CP 

«1 

- ^y“ 
2 • 

COJ  acp 

15  y» 
4 ^ 

cos  agp 

/! 

1 * 7 a 3 a 

- ih 

COJ  agp  -4-  CP  c y’  1 

5 

4 

co  s agp  — 

CP  e y*  1 

5 

4 

COJ  agp  acp  e*y*  | 

15 

8 

COJ  agp— 

acp  c*y*  1 

15 

8 

COJ  4gp 

/I 

5 . 
“ÎC  ’ 

îà 

G1 


y 
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J" 

COI  OP  { > — |y* 

cos  cv  c I — 6 — I a e*  1 7’ 

C05  ® I 9 

a i 3 • 

COI  agp  y \ g . 


Nous  avons  rejeté  de  cette  dernière  fonction  tous  les  termes  d’au 
ordre  supérieur  au  second;  et  dans  le  développement  des  fonctions 

^ 1 ^ on  a négligé  tous  les  termes  d’un  ordre  supérieur  au 

quatrième. 

Cela  suffit  à cause  des  facteurs  qui  multiplient  ces  mêmes  fonc- 
tions dans  les  équations  difierentielles. 


S 5. 


Sur  Vexpresàon  du  tenu,  en  fonction  de  la  longitude  vraie  de  la  Lune, 
qui  constitue  la  première  approximation  relativement  à cette  troisième 
coordonnée  de  son  orbite. 


a47<  D’après  la  conclusion  établie  dans  le  n.°  a 16  et  de  nouveau 
rappelée  dans  le  n.°  aai,  il  semble  que,  sur  ce  point,  il  n’y  a pas 
lieu  à un  choix  différent , et  qu’il  convient  de  s’en  tenir  à l’expression 
de  nt  fournie  par  l’équation 


[nf]  = P f f^dv  (1  — i^dv. 

Mais , en  développant  la  valeur  de  jç  — ^ et  exécutant  ensuite  l’in- 
tégration indiquée,  l’on  voit  naître  le  terme  ayant  pour  argument 
a (gv—Jhdv)—  a(cp  — J’nsdv)  avec  un.  coefficient  dont  l’ordre  est  abaissé 

de  deux  unités , en  vertu  du  diviseur  ag  — ac  — ^ -*• 

qu’il  a acquis  par  cette  opération. 
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Cependant  on  sait,  par  l’analyse  exposée  depuis  le  n.°  loo  jusqu’au 
n.°ii9,  que  l’addition  de  la  perturbation  Sne  fait  disparaître  dans 
la  somme  [nt]  Snc  la  partie  du  même  coefficient  qui  est  d’un  ordre 
inférieur  au  quatrième.  Ainsi , d’après  cette  considération , il  est  naturel 

d'exclure  de  l’intégrale  ~ terme  affecté  de  l’argument 

a(gt'  — J^dv)  — 2(cv  — J'tsdv) , et  d’en  réserver  le  rétablissement  au 
moment  où  l’on  pourra  le  réunir  à celui  qui  se  trouvera  dans  l’ex- 
pression de  Sru.  En  effet  ce  moyen  fort  simple  facilite  une  partie 
des  premiers  développemens  des  fonctions  de  la  forme  perturbatrice , 
en  épargnant  la  peine  de  calculer  plusieurs  termes  qui  seraient  ensuite 
détruits  par  les  développemens  ultérieurs. 

A la  rigueur  on  devrait  employer  un  artifice  semblable  à l’égard 
du  terme  affecté  de  l’argument  2(gt> —Jidv) cv -*-Jzjdv  , lequel  a, 

dans  l’intégrale  Ai  — un  coefficient  du  troisième  ordre,  et 

reparaît  dans  S/it  avec  un  coefficient  du  même  ordre  (Voyez  plus 
bas  n.°  248).  Mais,  comme  ici,  il  s'opère  une  simple  modification  dans 
le  coefficient  numérique  de  ey“,  sans  altération  relativement  à l’ordre 
du  terme  principal,  il  devient  beaucoup  moins  avantageux  d’exclure 
ce  terme  de  la  valeur  de  [ntj.  Néanmoins , s’il  était  question  d’une 
définition  précise , il  faudrait  dire  que  le  caractère  d’une  véritable  pre- 
mière approximation  est  celui , d’être  composée  uniquement  de  termes 
relatifs  à des  argumens  qui  reparaissent  avec  des  coefficiens  d’un  ordre 
plus  élevé  dans  les  approximations  successives.  C’est  ce  qui  a lieu  à 

l'égard  des  fonctions  et  ^ qui  constituent,  respectivement,  la 

première  approximation  des  deux  coordonnées  s , u. 

248.  Maintenant,  si  l’on  fait  m = 2 dans  la  formule  générale 
trouvée  dans  le  n.°  244,  et  si  l’on  multiplie  le  résultat  par 

^ “ f — g/”*»  fo»  aura,  en  négligeant  les  quan- 

tités d’un  ordre  supérieur  au  cincpûème , 
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X 
’ X 


co$  cv 

1 

! — I 

cos  et* 

2 

— 

iy* 
2 ' 

- 

i/ 

cos  2CÇ 

, 3 

1 a 

-t- 

3 y* 

4 ' 

— 

h' 

cos  2gt> 

i _ I 
1 2 

- 

iy’ 
4 ^ 

- 

3 e’ 

4 ' 

COS  2gt>  — et* 

e/i 

3 

4 

— 

n > 
Î6Î' 

3 e’ 

4® 

co$  2gt*  a* 

e/’  j 

3 

4 

— 

A/ 

16^ 

- 

3 e’ 

4® 

COS  3cf* 

1 

— 

3 > 

n 

-f- 

3 e’ 
8® 

cos  2gv  — 2C(^  | 

3 

4 

cos  igv  aev  ey^  j 

3 

4 

cos  4C(* 

«^1 

5 

8 

cos  4gv 

_ 1 

8 

cos  2ffV  — 3ct> 

cY  j 

•î 

8 

cos  2gV  -t-  3ct> 

3 a t 

e y } 

8 

* 

CO  s 5cv 

3 

8 

cos  4gp  — cv 

e / 1 

l.î 

64 

cos  4gt’  -*•  cv 

j 

1.Î 
64  ' 

Donc,  en  intégrant  et  écrivant  pour  plus  de  simplicité  dans  les  dé- 
nominateurs des  coeiHciens 


c au  lieu  de 


Tomt  l. 


r-  s 


d • fndv 

^ ~di^  ’ 

d-/ùdv 


40 
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(l-^n)  j [nt]  — P— 


sin  cv 
sin  2cif 
sin  2gy 
sia  2gv  ■ 
sin  2gv  • 
sin  3cp 
sin  2gv  - 
sin  2gy  • 
sin  4cp 
sin  4gv 
sin  2gv  ■ 
sin  2gv  - 
sin  5cp 
sin  4gv  • 
sin  4gv  ■ 


-CP  ey 
CP  ey 


2CP  e y 

3 3 5 

2CP  ey  < 


f 2C 


2g  — c 

1 y'  — le' 

JS  - > -*-  f y*  — 7 


SzlIjîlLL 

\ 3c 


y**  I 

3cp  e^y’  I — 


ag  — ac 

i 

3^-f-  ac 
5 

3a  •<; 

I 

3a. g 
3g—  3c 


3cp 


CP  ey 
•a»  e / 
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I ag-t-3c 
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Cela  posé,  voici  comment  on  peut  démontrer  assez  facilement,  par 
la  considération  directe  des  équations  diflférentielles  du  second  ordre, 
que  la  perturbation  int  détruit  précisément  le  terme 

3 gii  a iin(3gv  — 3n>) 

4 ^ 2g  — ac 

que  l’on  voit  dans  cette  formule. 

249.  Comme  il  est  question  d’un  argument  indépendant  de  l'angle 
p — v et  d’un  coefficient  du  quatrième  ordre  indépendant  de  l’excen- 
tricité du  Soleil  , on  reconnaîtra  avec  une  légère  réflexion  qu’il  suffit 
à notre  objet: 

1. °  de  conserver  les  termes  suivans  dans  les  équations  différen- 
tielles (I)",  (II)"  posées  dans  le  n.°  224;  savoir 

- = (mX * . 

2. °  qu’il  suffit  de  réduire  à ^ la  valeur  de  Y donnée  dans  le 
n.®  2 1 5 , et  celle  de  d-Snt  à 

J V ^ J . 

d • ont  = ^ dp  — 9 

A 

3. °  qu’il  suffit  de  faire  dans  ces  équations 


D li'i  3 3 O 3 , 1 s a 

B,  — R = a 9 — r—  = - • — 6-ecoscp  ^ e cos  2cp i 

* » ' U*  a U*  a 8 ’ 

4 ^ U/  \a  au,/  a u/  a u,’ 

/î^  I Su  = — I e C04  cv  — I e y\os{2gp  — cp)  ; 

3 Sf  .ynngv  - |(Ss)‘; 

I -t-  2e  cos  CP  ; 

0'. 


X 


‘-y* 
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Il  suit  (le  là  que  l’on  a 

— 3fj.^eysin(gv  — cv)  ■*■  ^ sin{gv—  aw)  -, 

-‘^-0  - Q')ecoscv 

— |ey“coi(2^  — «')-•-  ih-y  singv  — | (Si)'  ; 

d-lnc  — (—  I -t-  2ecoscv)  '^dv. 

“/ 

Mais  on  sait  rjue  dans  ces  équations  les  quantités  P et  Q'  doivent 
rendre  nul  le  coefficient  de  ysingv  et  celui  de  ecoscv;  partant  l’on  a 


2/a*  — P =r  O ; * (?'  = O ; 

d’où  l’on  tire  (Voyez  n.°  216  ) 

(>  — yi(i  — /i  p)dv  = dv  = p(i  ^ m’ 

V —J'(i  - i/i^Q')dv  ~ y /T—  4 di>  = p(i  — 

et  par  conséquent 


etc.)  i 
etc.)  ; 


pour  la  première  valeur  de  g et  c. 

Actuellement,  si  l’on  intègre  l’équation  diflférentielle  en  Ss,  il  viendra 

3/1*  I?  y jm(gi»  — cv)  i5  (i' e' y sin(gv  — air) 

* (g-c)*-i  — l/l*  "4  ■ (g- 2C)‘—  I - I /i*  ■ 

Mais  nous  venons  de  voir  que  l’on  a = 1 | /i’ , c = i — | /i'  : 

donc,  en  substituant  ces  valeurs  et  développant  ensuite  les  coefficiens, 
l’on  aura , en  retenant  seulement  le  premier  terme  de  chacun  d’eu.x , 

h = g e*  y sin(2.a>  — ge)  e y dn(gv  — c<i)  . 

Il  suit  de  là  que  l’équation  différentielle  en  Su  donne 


“ — ( I — I Su  = 1|  eYcos(2gv  — 2cv)  — ^ /i*e  /coi(2gn  — cv)  » 


et  que  par  conséquent  l'on  a 


Su  = 3A 

16 


ey 


coj(agv  — ac») 
{2g  — ac)*  — 1 ♦ I 


i-l  U?  P v’  co((agv  — <v) 

4 ^ {2g-cŸ-\*\ 


V-' 
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OU  bien  , eu  développant  les  diviseurs  et  retenant  seulement  le  pre- 
mier tenue  , 

7 lî 

— g <“/*  cos  ( — cp)  — e*7*  cos  ( 7gv  — 2CP  ). 

En  mullipllaut  cette  expression  par  — =i— ecoscv,  on  obtient 

1 . “■ 

C't'  cos  ( 2gv  — Ct>)  — I e‘7’  COS  ( 2"V  — icv). 

Ainsi  nous  avons 

-^=  — 4 c-/  cos(2gv  — ci>)  — cos(  — 2ci^)  ; 
d’où  on  tii-e  , en  intégrant  j 

5, U =ley‘ - r e* v’  . 

Donc  dans  la  somme  on  a ' 


/ 

\ — cv)  i 

f'* 

1 c7  — — -f- 

f • 3g  ~ C ’ 

[4 

cy 


sini'xgsf — ict») 
ag  — ac 


Il  est  donc  démontré  , i,”  que  dans  la  valeur  totale  de  nt  le  coef- 
licieut  de  l’argument  2gv — 2cv  doit  être  d’un  ordre  supérieur  au 
second  ; 2.*  que  dans  la  même  valeur  totale  le  coefficient  de  l’argu- 
ment 2gv  — cv  acquiert  un  signe  contraire  .à  celui  qu’il  a dans  la 
valeur  partielle 


25o.  En  retenant  dans  les  termes  du  sixième  ordre  à l’égard 

de  l’argument  2gv — 2W  seulement  , on  aurait  trouvé  dans  [«/3 
le  terme 


3 


Y(i— 


5m  (a^  —«■»’) 
‘ig — xc 


mais  les  approximations  ultérieures  démontrent  que  l’expression  de 
9nt  détruit  les  trois  termes  de  ce  coefficient  ; de  sorte  que  , en  der» 
nière  analyse  , le  terme  principal  est  de  la  forme 
^ e‘ y‘ sin (^2gv — 2cp)  ; 

B désignant  un  coefficient  numérique  absolu.  En  attendant  la  dé- 
monstration complète  de  ce  résultat , rien  u’empècbe  d’en  profiter 


Tome  I 


<0 
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dv^ 
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d’avance.  En  conséquence  nous  adopterons  pour  première  approxima- 
tion de  nt  l’expression  suivante  ; savoir 

J— I — jeY(i  — 7*-t-e’)  cos  (î^  — 2cv) 

I 7 . X V 

-♦-jev  cos{2gi>  — ci>) 

Alors  la  valeur  complète  de  nt  sera  telle  que  l’on  a 

J / à\  % A 7/i  8/t  -»-v\  , , %\Sta(7gi’-~7ev) 

-7s^-+â(7Tïï)"V  (t-y-t-e  >■ 

Et  si  l’on  fait  Ç=o  et  n = o , /lOrs  du  signe  intégral  , on  aura,  au 
moyen  de  la  valeur  de  [«<J  donnée  dans  le  n.°  248,  (Voyez  p.  3i4). 

(,nl)=v^f  Uv-H  sin  c\f 


j— 2^-rv— n'/ 


sin  2CV» 
sin  3gi> 
sin  3tv 


0*1  î 
v{ 


■‘S 


-jJ-i-a-tv’— le* 


et'  { 1 


sin  2gv—cv 
sin  2gv-i-cv 
sin2gv-i-2cv  e't 
sin  4cv 
sm4gv 
sin  2gv  — 3cv 
sin  2gv  •+■  3cv  e't’  ! — 


-t-lv*— yc* 

3g— C 

' Jg-t-e 


c'I 

V‘{ 

vl- 


2g  *4*  2C 

S 

32  .c 

l 

33  .g 

£ 

ê 

" ag^  — 3c- 

5^ 
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Scv 

5 ' 

i 3 

StfX 

c * 
i 

1 40*c 

sin 

4gv  cv 

4 * 
J 

IS 

1 H 

1 

sin 

4gv  — cv 

1 

! 4g— c* 

Telle  est  la  formule  propre  à fournir  la  fonction  de  v qui  a été 
désignée  par  f'(y)  dans  le  n.°  220.  Ainsi  nous  pourrons  maintenant 
développer  ultérieurement  la  formule  générale  rapportée  dans  le  n.“  219. 


S 6. 


Développement  préliminaire  des  fonctions  des  coordonnées  elliptiques 
de  l'orbite  du  Soleil. 


25 1.  L’expression  de  au  donnée  dans  le  n.°  55  devient,  en  y 
faisant  / = o , 

au'  = ~7P  1 I coi(c V — *')!• 

Cela  q)osé  , si  l’on  néglige  les  quantités  d’un  ordre  supérieur  au  cin- 
quième , il  est  facile  d'obtenir  les  résultats  suivons , où  l’on  a écrit 
pour  plus  de  simplicité  cV  au  lieu  de  cv  — ; 
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sm 

eos 


sut 

cos 


sm 

eos 


(a'«y'j;(2.-2.')  = 

2l>  — 2V’ 

1 

2y  — nu' 

cV 

( 3 . 39  ,n  . 81  ,M 
12  8 8 

2t>  — 2(>' 

— c'u  £' 

J 3 39  81  M 

(2  8 8 

2(J  — 21»’ 

-+-  2cV' 

2t>  — 2t>' 

— 2cV' 

2t<  — 2(/' 

-*-  3cV  £'^ 

! 1 -H  ? £" 

2V  — 2l>’ 

-3cV  £'^ 

i 1 * -îc». 
(8  8^  > 

b\a'u’] 

,4  sin  . 

t 

U — U 

fc* 

1 I 1-  7 £’=■ 

U — U 

r » ri  a 

CP 

l2-.^£« 

t 

U — U — 

r r If  a 

CP  eb 

P — p'  ^ 

^ J t /ai  a 

2CP  € 0 

li 

P _ p'  — 

2CV'  £'V 

ii 

— P -K 

3cV 

11 

p — p'  — 

3cV  £'V 

il’ 

6V«'/i(3‘'-3p')  = 

3t.  - 3p' 

6’ 

{ 1*7^" 

3p  - 3p' 

-HCV  £'6* 

|2*^£"  » 

3p  — 3p 

r r ri  a 

— CP  €0 

3p  — 3p' 

3p  - 3p' 

^ 2cV  (%' 
- 2cV  £'*6* 

il 

3p  — 3p' 
3p  - 3p' 

-»-  3cV  £'V 
- 3cV  e’*A* 

lî-4^,V> 
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2(1  — 2P 


2P  — 2P 


s'b^  { •’ 


.V|3; 


i 

a . 


’2  (4P  - 4P') 


SUl 

cos 


4P  — 4P* 

4P  — 4P*  ■*•  cV 
4P  — 4p'  — c'p' 


b^\i 
eV  I I 
{ i 


252.  Pour  climiiier  de  ces  équations  la  longitude  p'  du  Soleil,  il 
faudra  recourir  à la  formule  générale  donnée  pour  cet  objet  dans 
le  n.®  219.  Mais,  afin  de  rendre  cette  élimination  plus  expéditive,  et 
offrir  en  même  tems  un  résultat  propre  à des  recherches  ultérieures 
dans  cette  théorie , il  convient  d’exécuter  le  développement  indiqué 
dans  le  n.  220,  en  prenant,  conformément  à l’expression  de  (nr) 
rapportée  dans  le  n.®  aSo , 

m/(p)  = 


CP 

me  ^ 

~ l ” 

2 H-  1/ 

2CP 

3 _ 3 1 
1 8 ' 

2gv 

a:s 

K ( 

1 _ J 

t 9^ 

3cp 

I 

3 

2"P  — CP 

mef‘  5 
3g— c 1 

1 

2gP  -*■  CP 

me/*  j 

.1 

3 
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2gV  2CV 

me  f 

2g  2C 

me* 

4CV 

c 

my* 

8 

S ï 


A 

3i 


Si  3’'’ 

D’après  cette  valeur,  on  pourra  former  l'expression  de 


sm 

cos 


j i(v  — v)  i'{c'v  — x')  j 


cil  retenant  tous  les  termes  jusqu’au  cinquième  ordre  inclusivement. 

Nous  supprimons  ici  les  details  de  ce  calcul  assez  pénible  ; il  suffit 
d'en  rapporter  le  résultat  final , en  assurant  qu’il  a été  vérifié  avec 
assez  de  soin  pour  qu’il  nous  soit  permis  d’en  garantir  l’exactitude. 
En  faisant  pour  plus  de  simplicité  E = i — m , et  écrivant,  dans 
les  argumens , 

mv  au  lieu  de  A mv  m f^dv , 

cmv  c' } A mv  -►  m f^dv  j — «'  > 


g'’ 

dans  les  cocfficicns 
c 

e 

J3 


au  lieu  de 


cv  — J" !sdv , 

5*'  —J'^dv, 


d . fadv 

«/•  fSdv 
S ST- 


I — e , 


Ton  a trouvé  la  formule  suivante 

Sin  J f.  .fy  II  K ) 

-x)|  = 


iEv  ic'mu 


i£v-*-(i'—  i)c'mv 
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( -(s(‘-i3)-^(i-i3r-i(i*^)'-i(i*;3)>'-' 
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lEv  ■ 
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cl  4 8c  ^ 
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(îî  - 3^(3-»-è(3-« -è<3-«')'" 
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iEv i'c'mv -2gv 

ifp  H-  i'c’mp  -4-  2gp  I 1 _ i / H-  ^ c*  - 1 Jâ’f'* 
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iJE^p  -4-  (i- 1 )c'mp-cp^e' " j ( i _ j0) _ ( , _ ^)  ^ *(3  ( j _ 1 ( i - 

iEv  -4-  (t -4. 1 )c'mv-ci>^ee'  " j ( i + _ ( , * ^ ♦ (3  ( l * 1 ( , * j'4 

îTp  -4-  (i'-4- 1 )c'mv*cvJ3ee'"  | - ( i * ( 1 ^ ^)  ^ _ (|  ( , ^.  j3)»_  1 ( , * jS)3^  j'» 


SUl 

cos 
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iEv  *■  (i  4) 
iEv  * i'c'mv  — 3cv 
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5 3g-*-e 
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a53.  En  suppiimant  les  quantités  qui  passent  le  9>ua^rié/ne  ordre,  et 
appliquant  ensuite  cette  formule  générale  aux  différentes  fonctions  de  p' 
données  dans  le  n.°  2$  i , l’on  obtiendra  les  résultats  suivans  : 
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364.  Les  formules  données  dans  le  numéro  précédent  sont  particulière- 
ment utiles  pour  développer  les  termes  qui  résultent  de  la  substitution 
de  mv  m Int  à la  place  de  mv , lorsqu'il  s’agit  de  former  les 
fonctions  qui  ont  été  définies  dans  les  n.°*  320  et  221.  Il  est  clair  en 
effet  que  par  ce  changement  on  obtient,  en  développant  les  sinus 
et  les  cosinus,  des  expressions  de  cette  forme 

S j^(a'uy  (2v — = (/•m  Snt  U'-  m’(S/it)’  ; 

6’S  [(a'uy  ^ _ p'  ) j = £7"  m Snt  ^ U"'.  m"(Snt)’  ; 

6’S  ^ (3p  — 3p')  J = U""-  m Snt  ; 

abstraction  faite  des  termes  multipliés  par  les  autres  puissances  de  Snt 
qui  entrent  dans  les  seconds  membres  de  ces  équations. 

Mais  la  valeur  de  Snt  étant  exprimée  par  des  sinus,  et  celle 
de  (Snt)*  par  des  cosinus,  si  l’on  observe  que  Ton  a,  en  général, 

Bsinq><;2A2~P  = - •ùl' 

Bcosq'XssA’^  P = (p- 9)  J' 

on  formera  aisément  les  produits  indiqués  dans  les  trois  formules  pré- 
cédentes en  préparant  les  facteurs  désignés  par  U,  U',  U”,  U'",  U '. 
Or  il  est  facile  de  trouver,  à l’aide  des  développemens  consignés  dans 
le  numéro  précédent,  que  l’on  a 

ü = 


1 

1 

■1 

— (aJEl»  -*•  c'mv) 

•'! 

a 16 

— {%Es>  — c’mv) 

■1 

ac  S6g 

— — -H— 

a lO 

— (xEv  cv) 

e i 

i 

Î-T-"  7"- 5' 

1 

IP 

1 

( 

e • 

i 

Digitized  by  Google 


332 


THÉORIE  DU  MOmTMENT  DE  LA  LUNE. 


— {iEv  — ü.c'ntv) 

•1 

A a3o  fl 

- 34  -K  -j-é 

— (2&  2cv) 

'1 

3 m 4 • m* 

a c c* 

— (2£à>  — ace) 

3 m 4-m* 

””  a ’ c tf 

— (2Ef>  2gv) 

'1 

m 

— (2Ei>  — 2gv) 

— (2Ev  •+•  c'mt>  — c(') 

t \ 

€€  j 

_ J" 
ac 

— (2Ev  c'mv  -*■  cv) 

ac 

— {2Ev  — c'mv  cv) 

ee'j 

1 63  m 

1 a c 

— (2&  — cmv  — cv) 

C£'! 

i 

C 63  m 
1 T'7 

— {2Ev  h-  3c'mn) 

■1 

» 2. 
) 48 

— (2&  — i<^mv) 

\ 4“5 

i 48 

— (2Ev  3cp) 

1 

( a m 3-m* 
^”3’7"^  ~ 

— (2Ev  — 3(v) 

1 

( a m 3-m* 

J 3 ■ 7 e*“ 

— (2Ev  2gV  — cv) 

^ am  m* 

^ ig-C  cg 

— (2Ev  — 2gi’  cv) 

ey 

^ am  m* 

^ aj  — c cg: 

— {lEv  -*•  2gv  cv) 

trf 

( 3 m , m* 

a ig->-c’*~cg 

— (2Ev  — 2gV  — cv) 

ey* 

^ 3 m m* 

^ a ag-*-c'^cg 

Digitized  by  Google 


CHAPITRE  TROISIÈME. 


333 


— (2  Ev  c'mv — 2Cf)  f e* 

S i. 

) 16 

m 

c 

I 

4 

m* 

"?■ 

— (a£v  c'rtw -t-  2cv)  £e* 

l-Â 

m 

c 

I 

4 

m* 

c* 

— (2£1>  — c'mv  2c«')  «V  1 

189 

16 

m 

c 

189 

4 

m* 

— (2&  — c'nw  — 2cv)  s'e*  | 

189 
""  16 

m 

c 

.89 

4 

m* 

c* 

— (afi»  -*•  c'rm>  — 2^)  ey*  | 

1 

> 16 

m 

S 

— (a& c W 2gf)  £7*  I 

\-T6' 

m 

's 

— (2Ev  — c'mi>  2gv)  £ y’  | 

1 ^ 

! 

m 

"s 

— (2Ev  — c'mv — 2gv)  e'y*  | 

i 63 
1”  16 

m 

‘g 

— {^Ev  — cv)  eï™  | — 1 36  • ™ 

— (2®>— acW  — o>)cf'*  j ^36’” 


(2Ev  ^c'mv) 

£'■» 

1 À 

(aü>  — 4cW) 

e"* 

1 1599  . 

1 ~ 8 ’ 

/ 

£T  = 

2Ev 

I 

{ - a ...  5 e" 

-t-  c'«ip 

» 

6 

1 3 

a£*>  — c'mp 

*' 

l-¥ 

%Ev  ■+•  CP 

e 

1-4? 

a£p  — CP 

e 

1 4-; 

Digitized  by  Google 


334 


THÉORIE  DD  MOUVEMENT  DE  LA.  LUNE. 


a£i»  — acw 

cos 

|-68 

2Ev  2CP 

e* 

( 3 m 

{ a c 

aEv  — 2CP 

a 

« 

( 3 m 

1-1-7 

2Ep  2gp 

a ' 

y 

C 1 m 

! â'J 

2Et>  — 2g» 

/ 

( X m 

? â' J 

2E»  -*•  c'mv  — a> 

eî' 

( I m 

î â‘7 

2E»  c'mv  cv 

C X m 

i ïï 

2Ev  — dm»  c» 

ce' 

1-t’- 

m 

c 

2E»  — c'm»  — CP 

Cf' 

w . 

— y 
C 

ü" 

= 

- (£i-) 

fc* 

l-i- 

a*" 

— {JE/  — dm») 

f'6* 

{-6- 

lie'* 
» ^ 

-{Ev- 

cv) 

c6’ j 

m 

c 

~{E»  - 

c») 

.6-j- 

m 

c 

~{Ev~ 

2c'm») 

e'V  1 - 

159 

8 

-{E»s- 

2c'm») 

e“fc*{ 

11 

8 

-{Ev- 

c'm» 

e»)edb"  | — 

ta- 

m 

c 

- (JSp- 

dm»  — 

cv)edb"  1 

xa  • 

m , 
— ♦ 

c 

Digitized  by  Google 


CHAPITRE  TROISIÈME.  335 


""  Ev 

COS 

[-  l-2t^ 

î/"'= 

b'\ 

1 

|-3-4-i8€' 

— (3£’t» — c'mv) 

t'b' 

j— 20 

— ) 

ib' 

} ^ 

— (3£’t» — cv') 

cb' 

1 

! 9-T 

— (3£’i>-*-ct>) 

eb' 

1 

Î-9-t 

— (3£’s>-t-2c'mt>) 

t"b'  j 

l_  » 

1 ? 

— (3£'v>  — 2c'//it') 

t"b'  ! 

I 

1 DSS 
[~T 

— ( 3£’w -t- c'/m> — CI»  ) 

et'b' 

h 4.^. 

S 7' 

Développement  des  fonctions  des  coordonnées  elliptiques 
du  Soleil  et  de  la  Lune. 

355.  Les  diiïërens  termes  qui  composent  les  fonctions  désignées  par 
R , R',  ...  R’'  (Voyez  n.°  222)  peuvent  être  développés  à l’aide  des 
résultats  rapportés  dans  les  deux  paragraphes  4.“**  et  6.““  de  ce  chapitre. 
11  est  iiiclispeusable  de  former  ces  développemens  pour  obtenir  la  partie 
de  chaque  coefficient  des  inégalités  lunaires  qui  dépend  de  la  première 
puissance  de  la  force  perturbatrice.  Mais,  outre  cela,  il  est  nécessaire 
de  les  avoir  préparés  pour  procéder  à la  recherche  successive  des 
terme»  qui  naissent  du  carré  et  des  puissances  supérieures  de  la  force 
perturbatrice.  C’est  ce  qui  devient  évident  par  la  simple  inspection  des 
valeurs  des  fonctions  iR , dR" , . . , SR'' , en  observant  qu’elles 
renferment  comme  facteurs  les  termes  qui  se  trouvent,  respectivement, 
dans  l’expression  analytique  de  R , R' ,..  . R'. 

Nous  allons  donner  ces  développemens  tels  que  nous  les  avons 
obtenus:  c’est-à-dire,  en  négligeant  les  quantités  d’un  ordre  supérieur 
au  cinquième  à l’égard  de  la  principale  de  ces  fonctions  représentée 
Tume  / 4^ 
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par  lï  , et  en  bornant  l’approximation  aux  quantités  du  quatrième 
ordre  relativement  aux  trois  fonctions 

q (a*H*)*  8 _ («*«')*  8 __  3 ^ 

> 2 2 V • "iI7~  • 

H est  vrai  que  nous  pourrions  simplilier  ces  développemens  en  sup- 
primant plusieurs  termes  qui  ne  peuvent  donner  rien  de  sensible  dans 
le  résultat  liual  des  intégrations.  Mais  ce  travail  pénible  ayant  été 
exécuté  avec  toute  la  rigueur  nécessaire,  nous  croyons  utile  d’en  pu- 
blier ici  au  moins  le  résultat.  Cela  aura  d’ailleurs  l’avantage  de  mettre 
le  Lecteur  en  état  de  saisir  d’un  coup  d’oeil,  qu’en  général  les  ternies 
dus  à la  première  puissance  de  la  force  perturbatrice  sont  fort  petits 
parmi  ceux  d’un  ordre  un  peu  élevé  , et  qu’ils  n’acquièrënt  pas  des 
coclTiciens  numériques  capables  de  les  faire  augmenter  aussi  sensible- 
ment qu’on  aura  lieu  de  le  remarquer  à l’égard  des  termes  du  même 
ordre  provenant  des  puissances  supérieures  de  la  force  perturbatrice. 
Cela  posé,  voici  les  résultats  trouvés,  écrits  avec  les  abréviatious  qui 
ont  été  déclarées  au  commencement  du  u.°  2Ü2  : 
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quantités  du  quatrième  ordre  inclusivement  : 
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257.  Ou  peut  actuellement  entreprendre  l’intégration  des  équations 
différentielles  en  procédant  par  une  suite  d’approximations  successives. 
C’est  ici  que  commence  la  partie  la  plus  utile  de  notre  théorie.  Ce  qui 
précède  n’est  en  quelque  sorte  que  la  matière  première  d’un  travail 
qui  reste  à faire  entièrement  Le  raisonnement  seul , sans  être  accom- 
pagné de  l’exécution , ne  donnerait  que  des  idées  fort  imparfaites  sur 
la  distance  réelle  qu’il  y a entre  les  équations  différentielles  et  le 
résultat  explicite  qu’elles  peuvent  fournir  avec  un  degré  d’approxima- 
tion indéfini.  Mais , même  en  demeurant  loin  de  l’état  idéal  de  la  per- 
fection , il  est  nécessaire  de  s’engager  dans  des  calculs  d’une  longueur 
effrayante , si  l’on  veut  atteindre  la  limite  des  quantités  sensibles  à 
l’observation.  Et  après  avoir  atteint  ce  but,  on  remarque  que  la  sim- 
plicité des  résultats  définitife  forme  un  contraste  frappant  avec  la 
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complication  des  calculs  intérmédiaires  qu’il  a fallu  exécuter  pour  les 
obtenir.  Il  est  vrai  que,  par  fois,  cette  complication  tient  à l’imper- 
fection de  la  méthode  que  l’on  a suivie.  Mais , sans  contester 
l’existence  future  d’une  méthode  beaucoup  plus  expéditive , nous 
nous  bornerons  à présenter  celle  que  nous  avons  jugée  la  plus 
sûre  dans  l’état  actuel  de  l’analyse , pour  conserver  à la  solution  du 
problème  la  généralité  dont  elle  est  susceptible. 

Nous  avons  aussi  satisfait  à la  condition  principale  que  l’on  est 
en  droit  d’exiger  dans  toute  méthode  d’approximation  ; savoir  , de 
n’étre  jamais  absolument  bornée  et  de  préparer  les  moyens  propres 
à franchir  le  pas  qui  suit  immédiatement  celui  auquel  on  s’est  arrêté. 
L’examen  de  nos  résultats  intermédiaires  fera  voir  que,  sous  ce  dernier 
rapport , ils  ont  une  utilité  assez  importante  pour  justifier  le  parti 
que  nous  avons  pris  de  les  publier  avec  un  détail,  qui,  au  premier 
coup  d’oeil , pourrait  paraître  fastidieux. 

L’action  du  Soleil,  celle  des  Planètes,  et  la  figure  elliptique  de  la 
Terre  et  de  la  Lune  sont  les  seules  forces  productrices  des  inégalités 
observées  jusqu’ici  dans  le  mouvement  du  centre  de  gravité  de  la 
Lune.  Nos  équations  différentielles  renferment  toutes  les  fonctions* 
qu’il  faut  développer  pour  tirer  de  ces  différentes  sources  les  pertur- 
bations sensibles,  et  la  véritable  explication  de  celles  qui  demeurent 
insensibles  par  la  nature  des  coeificiens  qui  les  multiplient.  Mais  il 
faut  convenir  que  l’exacte  analyse  de  toutes  les  conséquences  qui  y 
sont  implicitement  renfermées  est  sujette  à des  difficultés  d’un  genre 
singulier , auquel  on  n’est  pas  habitué  dans  le  cours  ordinaire  des 
autres  applications  de  l’analyse  mathématique  aux  questions  de  haute 
géométrie  et  de  mécanique.  D’après  cette  réflexion,  il  n’est  pas  sur- 
prenant, si  plusieurs  vérités  que  l’on  pouvait  dériver  de  ces  équations 
différentielles  ont  échappé  aux  premières  recherches  des  plus  grands 
géomètres.  On  doit  même  applaudir  aux  vains  efforts  qu’ils  ont  fait , 
en  considérant  que  ces  travaux  ont  préparé  et  hâté  des  découvertes 
utiles.  Heureusement  les  pat  rétrogrades  ont  été  évités.  Un  seul 
moment  on  douta,  si  l’attraction  Newtonienne  pouvait,  seule,  expliquer 
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le  mouvement  du  périgée  : mais  cette  innovaiioa  dangereuse  fut 
dissipée , dés  sa  naissance , par  celui-méme  qui  l’avait  proposée.  Et 
ClairaiU  en  fortifiant  ainsi  la  loi  de  Newton  a montré  le  premier  la 
nécessité  d’analyser  avec  soin  les  termes  provenans  du  carré  de  la 
force  perturbatrice.  L’accélération  observée  dans  le  moyen  mouve- 
ment de  la  Lune  a égaré  plus  long-tems  les  géomètres  ; mais  enfin 
elle  fut  expliquée  à l’aide  du  principe  de  la  graviulion  universelle. 

Nous  ne  connaissons  pas  d’autres  causes  capables  d’influer  d’une 
manière  sensible  sur  le  mouvement  de  la  Lune.  Et  c’est  uniquement 
pour  ofifiir  un  exemple  de  la  généralité  de  nos  formules  qu’il  a été 
question  dans  le  n.°  aaS  de  l’cfiet  indirect  produit  par  la  résistance 
d’une  matière  étbérée.  Le  calcul  do  l’effet  direct  exigerait  à la  vérité 
de  reprendre,  sous  ce  point  de  vue , la  considération  des  équations 
différentielles  primitives  du  second  ordre.  Mais  nous  jugeons  inutile 
une  telle  extension,  puisque  rien  n’établit  jusqu’à  présent  la  possibilité 
d’une  matière  étbérée  susceptible  d’altérer  le  mouvement  du  globe 
de  la  Lune.  En  conséquence  nous  bornerons  ici  l’exposition  purement 
théorique  de  tout  ce  qui  concerne  la  formation  des  équations  diffé- 
Tentielles,  et  nous  dirigerons  dans  le  Volume  suivant  toutes  nos  re- 
cherches vers  leur  intégration,  de  manière  à pouvoir  obtenir  les  trois  ' 
coordonnées  exactes  jusqu’aux  quantités  du  cinquième  ordre,  inclusi- 
vemenu 

Dans  le  troisième  Volume  nous  pousserons  plus  loin  le  dévelop- 
pement des  coefficiens , qui,  eû  égard  à la  lenteur  de  la  convergence 
des  séries  par  lesquelles  ils  sont  exprimés , exigent  la  considération 
des  quantités  d’un  ordre  supérieur  au  cinquième. 

Maintenant , nous  supposerons  connue  l’expression  analytique  des 
inégalités  Lunaires  dues  à l’action  du  Soleil;  et  en  partant  de  cette 
donnée  fondamentale , nous  exposerons  dans  le  Chapitre  suivant  les 
différentes  recherches  qui  s’y  rattachenu  De  cette  manière,  ce  Volume - 
renfermera  tous  les  principaux  résultats  de  la  Théorie  de  la  Lune  , 
et  on  n’aura  besoin  de  recourir  aux  deux  autres  que  pour  y étudier 
l’effrayant  enchaînement  qui  existe  entre  les  équaüons  différentielles 
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et  les  résultats  explicites  que  nous  en  .avons  tiré.  Ou  deiueurcra 
ainsi  convaincu  qu’il  n’y  a presque  point  de  comparaison  entre  la 
difficulté  et  la  longueur  du  calcul  qu’exige  le  développement  des 
inégalités  Lunaires  dues  à l’action  du  Soleil  , et  tout  ce  qui  tient 
au  développement  des  autres  causes  perturbatrices  D’après  cette 
réflexion,  nous  avons  regardé  le  Chapitre  suivant  comme  un  simple 
complément  de  la  Théorie  de  la  Lune,  et  nous  l’avons  en  quelque 
sorte  isolé  par  son  titre  des  autres  Chapitres  , afin  de  mieux  faire 
sentir  qu’il  tient  à cette  Théorie  sans  en  constituer  la  partie  domi- 
nante. C’est  ainsi  que  le  point  conjugué  d’une  courbe  lui  appartient 
intimement,  sans  être  une  partie  essentielle  dans  la  direction  de  son 
cours.  Le  Titre  des  paragraphes  donne  une  idée  des  sujets  <|ue 
nous  avons  traité  dans  le  Chapitre  Complémentaire,  et  chacun  d’eux 
est  précédé  d’une  courte  introduction , propre  à fixer  le  but  vers 
lequel  sont  dirigés  les  calculs  qu’il  renferme. 
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RECHERCHES  DIVERSES 

QUI  SUPPOSENT  DÉJÀ  CONNUE  l’eXPBESSION  ANALYTIQUE  DES  INÉGALITÉS  LUNAIRES 

DUES  A l’action  du  soleil. 


S •• 


Des  inégalités  dues  à la  figure  elUptique  de  la  Terre. 


I.  X our  former  les  équations  , desquelles  dépend  le  dévelop- 
pement de  ces  inégalités  il  n’est  point  nécessaire  de  changer  la 
forme  des  trois  équations  différentielles  (HI) , (I)"  , (H)''  posées 
dans  les  pages  a65  , 376  , 277  : il  sulEt  d’introduire  dans  l’expres- 
sion des  fonctions  désignées  par  fi' B,  . . fx' les  termes, 

que  cette  nouvelle  cause  perturbatrice  leurs  ajoute , respectivement. 
Les  trois  résultats  trouvés  dans  la  page  36  nous  fournissent  im- 
médiatement ces  termes  : il  faut  d’abord  y faire  üi,,,  = o , pour 
n’avoir  à considérer  que  l’effet  dû  à la  Cgure  elliptique  de  la  Terre  ; 
et  ensuite , en  ayant  sous  les  yeux  l’analyse  exposée  dans  les  pages 
264*267  , on  voit  aussitôt , que  après  avoir  fait , pour  plus  de 
simplicité;  v^^^fivsa  longitude  vraie  de  la  Lune  par  rapport  au 
point  mobile  de  P équinoxe  du  printemps  ; 

on  a ; • 


Digitized  by  Google 


364 

THÉORIE  Dt  MOUVEME.NT  DE  LA  LUNE 

^,= 

IM 

|t/«2a.5.C0ïyh-t-s/n*a.SJn2yi' j j 

. — ^ 

B.= 

7^. 

(2  ; 

B,= 

IM 

1 sin  2'j . ^ — ÿ-  ) iin  fv  “ ■ coî  2yv  | 5 

n — 

7^. 

B=- 

(»«)• 

j^i— — (4  — ; 

7^. 

/?,= 

(au)* 

j 2 a . (4—  s’) — 

Cela  posé  , on  doit  imaginer  ces  termes  ajoutés  aux  valeurs  cor- 
respondantes de  Ji,  , B,  . . Bi  données  dans  les  pages  265,  266  et 
reprendre  sous  ce  nouveau  point  de  vue  la  considération  des  équa- 
tions difTérentielles  pour  analyser  les  termes  auxquels  ils  donnent 
naissance  dans  l’expression  des  coordonnées  Lunaires.  On  ne  doit 
pas  perdre  de  vue  dans  cette  recherche  , que  , arithmétiquement 
parlant  , le  facteur  [i!‘  est  au-dessous  de  la  cinijuième  puissance  du 
rapport  m des  moyens  mouvemens  du  Soleil  et  de  la  Lune  ^ et 
qti’eu  conséquence  on  ne  doit  rien  attendre  de  considérable  , en 
général  , d’une  aussi  petite  force  perturbatrice  ; mais  seulement 
quelques  termes  capables  de . devenir  sensibles  en  vertu  des  facteurs 
qu’ils  acquièrent  par  l’intégration.  Les  développcmens  doivent  être 
dirigés  d’après  cette  idée,  et  d’après  le  principe,  qui,  indépendam- 
ment de  l’intégration,  détermine  les  facteurs  qui  sont  inhérens  à la 
forme  même  des  argumens.  Alors  , on  donne  aussitôt  l’exclusion  à 
une  foule  d’argumens  dont  l’existence  incontestable  est,  en  quelque 
sorte , détruite  par  l’excessive  petitesse  des  facteurs  qui  les  multiplient. 
Et  par  un  effet  contraire  on  voit  l’origine  des  inégalités  sensibles 
dans  l’espèce  de  transformation,  rpis  l’intégration  imprime  à certains 
termes  de  la  force  perturbatrice  , qjti , par  leur  petitesse  cachent  à 
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une  analyse  moins  scrutatrice  les  graves  conséquences  de  leur 
existence  dans  les  équations  différentielles. 

a.  Remarquons  avant  tout,  que  la  fonction  introduit  dans  le 

second  membre  de  l’équation  (/)"  le  terme  n'‘  (a  — 3 sin'  a>)  y singv  : et 
que,  par  conséquent,  il  faut  ajouter  la  quantité  f*'*(a  — 3s/Vu)  à 
l’expression  de  P.  De  sorte  que , d'après  la  formule  posée  dans  la 

page  36  du  second  volume,  on  a i— pour  la  partie 

principale  que  la  Ggure  elliptique  de  la  Terre  ajoute  au  coefficient 
du  mouvement  du  noeud  de  l’orbite  de  la  Lune.  La  même  cause 
augmente  d’une  égale  quantité  le  mouvement  du  périgée  : car  , en 
considérant  la  fonction  fx'  i?,  , et  faisant  dans  son  expression . 

a U = I -t-  e cos  CP  , on  voit  naître  le  terme  — 2 fi"  ^ i — | sin'  e cos  cv 
dans  le  second  membre  de  l’équation  différentielle.  (//)"  j ce  qui 
ajoute  à la  valeur  de  Q le  terme  0*=— 2/i" — |s;V ; et  par 
conséquent  la  quantité  — fi" ^ i — | s/n‘ à la  valeur  de  c (Voyez 
pour  plus  de  clarté  les  pages  69  et  du  second  volume  ).  Tel 
est  le  principal  effet  des  deux  fonctions  R, , R^:  en  parlant  de  ce 
point  nous  les  regarderons  comme  nulles.  Et  pour  simplifier  davan- 
tage cette  recherche  nous  aurons  d’abord  égard  seulement  aux  termes 
multipliés  parsmaaj  c’est-à-dire  qu’en  posant,  pour  plus  de  simpli- 
cité, .<^=^si>i2u,  la  question  sera  réduite  à discuter  les  termes  que 
la  figure  elliptique  de  la  Terre  ajoute  à l’action  du  Soleil  lorsqu'on 
introduit  dans  les  équations  différentielles  les  trois  fonctions 

7>  A‘q.s  .iu.cotfo  I>  . . .sinfv 

ti,—  % ; S Jlj—  ï ■ 

{1 (>-►«)“ 

13  — 

j ) 

Elles  sont  la  source  des  inégalités  Lunaires  formées  par  des  combi- 
naisons de  l’angle  simple  fv  avec  les  argumens  dûs  à la  figure 
sphérique  de  la  Terre  et  à l’action  du  Soleil. 
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Je  préviens  le  Lecteur , une  fols  pour  toutes , que  dans  cette  discus* 
sion , j’estimerai  l’ordre  de  grandeur  des  coefiiciens , comme  si  l’on 
avait  quoique  dans  le  fait -la  valeur  de  A soit  it>pea-près  de 

l’ordre  de  m*.  Par  cette  convention  on  rend  plus  simple  la  désigna- 
tion de  l’ordre  des  quantités  multipliées  par  A. 

3.  Cela  posé,  il  est  d’abord  évident  que.  4'sinfv,  est  le  principal  terme 
de  sR,-,  et  que  les  fonctions donneraient 

des  termes  d’un  ordre  supérieur  à celui-ci.  Donc,  en  prenant  seule- 
ment la  partie  principale  dans  cette  première  approximation,  on  aura 

d’où  l’on  tire  en  intégrant,  et  observant  qu’on  peut  (dans  les  coef- 
llciens  ) faire  f—  i , sans  erreur  sensible  ; 

— ^A  sinfv. 

En  multipliant  ce  terme  par  35,=  3y5/n^,  on  a 

3i,  îf = — A'  tcos  gv  — A f cos  gv  •+■ fv. 

Mais  , le  principal  terme  de  l’expression  précédente  de  R,  est 

As,cosJv  = ^t  sin  gy  —Jv  -t--^  y s«i  gv 

Donc,  en  omettant  l’argument  gv-t-/v,  dont  le  coefficient  demeure 
du  troisième  ordre  dans  la  valeur  de  l’intégrale on  aura 

R,  = ‘^isingv—fv  ; 

-J'R^dvz=-^^^tcosgv-fv=\  .^eo5gv-/v  ; 

ce  qui  revient  à prendre  g=n-j/n*. 
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U suit  de  là  qu’on  a ; 

— 3/xyjR.dv=  \A''tcosga—fv 
-t-  yficosgv-^Jv. 

Intégrant  cette  équation,  et  faisant  dans  cette  première  approximation; 

= (&+/)*- 3 

on  obtient 

da  = — ^A'fCOsgv—Jv-^-^A'fcosgv-i-Jv. 

Maintenant,  si  l’on  pose  l’équation,  il  est  clair 

qu’on  a ; 

d’où  l’on  tire  en  intégrant  ; 

int=^^A’y  ,singv+/i>. 

On  voit  par  là , que  le  terme  de  l’ordre  — i , qui  constitue  le  premier 
terme  du  coefficient  de  l’argument  gv  — fv  se  réduit  à zéro.  Les 
quantités  qui  suivent  immédiatement  cet  ordre  étant  celles  de  l’ordre 
zéro,  on  ne  saurait  regarder  comme  résultat  de  la  première  approxi* 
maüon  le  terme  donné  par  l’équation  — ^A~t.singV'^fv , puisqu’il 

est  du  premier  ordre.  De  là  nous  concluons  , que  les  résultats  qui 
constituent  la  véritable  première  approximation,  sont, 

9t=—^A sinjv^  tuz=—^cosgv—Jv•^^cosgV’^:^•,  9TU=sAym  (o)singv—yv- 

4<  Cherchons  maintenant  les  termes  qui  appartiennent  à l’approxi- 
mation suivante.  Four  cela , il  faut  combiner  les  termes  dûs  à l’actiop 
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du  Soleil  avec  ceux  de  la  figure  elliptique  de  la  Terre.  En  effet  ; 
si  l’on  réduit  l’équation  différentielle  en  ( Voyez  p.  276)  à 

|•^i‘(3^co5  2£‘v— ^f/«2£’v)  ; 

elle  donnera  is  = — '^^.siniEv—Jv  , en  y faisant  dî  = — '^A'sinfv 
dans  le  second  membre  et  intégrant  à la  manière  ordinaire. 

Ce  terme  n’est  pas  le  seul  , du  premier  ordre  , qui  fait  partie  de 
l’expression  de  is  : car  il  donne  lui  meme  : 

^ r*  . îf  • r*  ffl  ji'  • /* 

9$cos^Lv^~j^sin2Lv^ 

Ainsi , en  considérant  ce  seul  argument  on  a l’équation 

laquelle  étant  intégrée  donne 

ar ( 1 m^sin/v . 

En  réunissant  les  parties  de  is  trouvées  jusqu’ici  nous  avons 

is=— sinfv —'^sin:iEv—/v . 

Et  il  est  aisé  de  voir , que  cette  expression  est  exacte  jusqu’aux 
quantités  du  premier  ordre  inclusivement. 

Voici , par  anticipation  , deux  autres  termes  de  i$  , dont  nous 
allons  avoir  besoin  : on  les  obtient , en  prenant 

iiî,=  A ecoscv .ünjv=  ^{sincv-^Jv—iincv-~fv)  , 

/?,af =— ôecoicvX— |./^sin/v=  2.<rf'e(sOTCV-+-^— 5OTCV— yî»)  j 

et  considérant  ces  deux  seuls  argumens  dans  l’équation  différentielle 
en  ts.  Alors  on  a l’équation 

# 
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“^7^ — •+-!/«’ e^stncv+Jv — sincv—Jv^  , 

qui  donne  en  l’intégrant  ; 

is=  .^'m‘e  j j . 

5.  Cherchons  actuellement  les  termes  du  second  ordre  qui  doivent 
entrer  dans  l’expression  de  iu. 

En  multipliant  par  3s,  = 37Sirag'P  les  quatre  termes  précédens  qui 
font  partie  de  l’expression  de  ds , on  a ; 

3s,Ssz=—jjfmf  I cosgv—Jv—cosgv-*-Ji>  | 

— g^my  I cosiEv—gv—Jv—cos 2Ev-hgv—Ji>  j 

■^rjfm'ey  j J COSgV—CV-^-Jv-k-^COSgV—CV’i-Ji>—^COSgV-^CV—J'v^. 

En  prenant 

ds=  — gj^sinJi>+gmy.siniEv—gv^3m‘ey.singv—cv—m'ey.singV'lrCV 
et  faisant  le  carré  , on  obtient 

I (iî)*  =z—gÀ’my^cosiEv—gv  —Js>  -cos^Ev—^-^-Jv^ 

•^/^m'ey  1 3cosgv—cv-¥-Jv—3cosgv—cv—Jv-*‘C0sgv-i‘CV—JvY 

II  suit  de  là  , que  nous  avons 

(0  . . . -9(-^)dr=  3x,Jx+j(Js)-  = 

yf  (^1  4-|  I cosgy-¥‘fv — cosgy—Jv  j 

m'ey  ^^cosgv— cv  cos  gv-t-cv—Jv— g cos  gv—cv—Jv  | 

|coj  2£’p-hgv— yî>+cos 2Ev—gv+Jv—2.cos  2Ev^gv—Jv^. 

Tome  /.  4? 
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En  réduisant  l’expression  de  Jl^,  posée  dans  le  n."  2 , â 

/?5=  s .(au)’ sinfif , 

et  prenant  (an)*  = H- a e coi  cv , s=fsingv,  il  viendra 

(2)  . . . /î,3x  2^'r/{  cosgv-t-cv—/v  — cosgv^cv-*‘Jv-*-cosgv  — cv—Jv  }. 
La  fonction  = .s .iucosjv  , donne  de  la  même  manière  ; 

JR,=  j sin  gv  -Jv  sin  gv  ->rjv  j 

} iïngv-^cv—fv-¥&ingv  — cv—f^-^singv—cv^fv\. 

Maintenant,  si  l’on  fait  le  produit  de  R,  par  —^=esincv  , on  a ; 

(3) .. — j cosgv—cv— Jl’~-cosgv-t-cv—Ji>-t-cosgv—cv-+:/v^. 

En  intégrant  l’expression  précédente  de  R,  , et  remarquant  qu’on 
doit  ici  prendre  {g— y)  =5^. > o'* 

\cOSgi>-t~CV—y>  — COSgV  — C\>—Ji>-hCOSgV—CV-¥i/v^. 
En  multipliant  cette  fonction  par 

— j^^,ecoscv=  2ecoscv  ....  (Voy«  p.  145  du  Vui.  >) 

on  aura 

(^)  • • • \^^ecoscv.J'R^ds>=  A \cosgv-^cv~.fv-^cosgv^cV'=-J^.  | 
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C.  Pour  avoir  la  totalité  des  termes  du  second  ordre  multipliés 
par  A’  , il  faut  aussi  considérer  ceux  qui  naissent  des  termes  dûs  à 
l’action  du  Soleil.  A cet  effet  , il  est  nécessaire  d’avoir  une  valeur 
provisoire  de  iu  , laquelle  est  fournie  par  l’équation 

— “I"**)  I cos  2Ei>-¥-{;V—Ji>-hCOS  — 

dont  le  second  membre  est  formé  par  deux  termes  appartenans  à 
la  fonction  désignée  plus  haut  , par  (1). 

En  intégrant  cette  équation  on  obtient 

SH=^^-^^cos2Ev-t-gv—Jv-t-oos2Ev—gv-t-Ji>^. 

Cela  posé;  en  multipliant  cette  expression  par  — Gsin^Ev,  ou  aura 

— 6.sin2Ev.iu=  iE=—A'y.sin2Ev—gv—yv’^A'my(^^—^=io'jsingv—Jv. 

d’où  l’on  tire , en  intégrant 

(4)'  ....  = — .cos2Ev—gv—/v. 

En  prenant;  Jfî'*+|5Ms=  6ecoscvy.^u  (Voyez  p.  274,  277,  et  35o) 
3«=  ^ j cos gu+yù  — cosgi» _>}  ; 


on  aura 

(0)...3/î"^+ j3m=  Af\cosgv—cv-¥-J'\>^cosgv—cv—Jv—cosgv-¥c\f~Jv\., 
La  réunion  des  termes  compris  dans  la  fonction 

(i)+m-.|(2)+(3)  + 2.(4)-h(5)  + 2.(4)'+(6)| 
fournira  cette  équation  dififérentielle  en  3u  ; savoir 
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c/* . Su  / ^ 

8 , 

__  __  fn 

‘^du  = 

</»'•  \ 

^ t mW 
2 

cosgv—fv  A’-t  1 

)*(1 

cosgv-t-yî» 

c m » S-  /'I  » jtt  jT I 

l + |m) 

J-Ü-Ih 

hi+i 

1 j m* 

VK  **  Cf  1 

’ T 

— J j m. 

cosgv — cv—Jv  //’evj 

1 

VR  1^ 
+ 

1 

-J-+-» 

— 1 = 0 1 m* 

cos  gv  — cv  -\-fv  yte-f  j 

= ï\m 

cos^Ev — g'f—fi  -^vj 

1 *-* 
‘ î-ï 

m 

COS iEv-^gv—Jv 
cos  2Ev—gv-^-Jv 

En  intùgrant  cette  équation  , et  rejetant  toute  quantité  d'un  ordre 
supérieur  au  second  , on  aura  ; 

Su  — 

cos gv -fv  cosgv-^Jv  A'^  ( j -t-g  "» ) 

-Hcoîgy  + cp— _/î>  J ^ -+-  cosgv  — cv-*-Jv  A'ei{^  Y ) 

•^•cos^Ev—gv—Jô  -+-  cos^Ev-^go—fo 

-t~cos2Eo—gv+Jv  y/-/( 

Telle  est  la  valeur  de  du  , exacte  jusqu’aux  quantités  du  second 
ordre,  inclusivement.  De  là,  et  de  l’équation  (4)  on  conclut,  que, 
en  considérant  le  seul  argument  gv—Jv  , on  a ; 

2 iu-^m'J'R,  ^7  j(|  - 1 = o)  + (i  - î- = o)  m } cos  gv -fv. 
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Ainsi , il  est  nécessaire  de  passer  à l’approximation  suivante  , pour 
avoir  dans  8nt  le  premier  terme  du  coefficient  de  l’argument 
Cette  approximation  devant  fournir  tous  les  termes  du  premier  ordre 
de  8nl  qui  sont  multipliés  par  A , il  faut  avoir  en  811  et  m'J'R,  d»  : 
i.“  tous  les  termes  du  second  ordre  qui  perdent  un  ordre  par  l’in- 
tégration ; 3.”  tous  les  termes  du  troisième  ordre , qui , par  la  même 
opération , en  perdent  deux.  C’est  vers  ce  but  que  nous  allons  diriger 
nos  calculs. 

7.  Commençons  par  chercher  tous  les  termes  du  second  ordre , qui 
doivent  entrer  dans  l’expression  de  8s.  Réduisons  la  fonction  sR^ , 
posée  dans  le  n.°  3 à ; > 

siî,=  — j.sj^.au.s/rt/’i». 

En  y faisant;  7=  n-e’-i-y* ; s'=^—^cosigv-, 

at<=  I -H  e’-t- jy’-(-ecos cv  — ^7*cos3gv, 

5 1 

q.iu=i  i-Hae’-t-çv’-t-ccoiCU— ÿy’fos 2gv  , 
il  suffit , pour  l’objet  actuel , de  prendre 

q au  . sin -4-2e*-t-|7’^s/« yv-H  2gu— yî»  ; 

—q.\s'. sinfv  = — J 7’ sin/v  — j -/‘sin  2gv  -fv  ; 

et  par  conséquent 

s7î,=  -+-2e’  — iy’^i/nyù  — simgv— fs' . 

La  valeur  de  R,  trouvée  dans  le  n.“  5 peut  être  réduite  à 
R,—  ^js/ngv— y^-t-rmgp-+-yi>[. 
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Donc  , en  multipliant  cette  valeur  par  ^ = fCOSgv  , on  a 

— ^ — î 7* 

Maintenant  , si  l’on  fait  le  produit  du  terme 

/2  3 

J{,dv=  .cosgv—yi>  fiT  —2Psingv  = — 2.^m‘/singv  , 

on  aura 

2 Pysin gv ^B,dv = — -d''/'.  1 sin fs>-\-sin2gy—f\>  }. 

Donc  , en  réunissant  ces  termes  , il  viendra  ; 

[i]  . . s Rj  — R,'^-^-2Psingv .J'R,dv=:  y/'^n-ae’— |7’^r/Vj/v> 

— 2/t  ~i'  sin  2gv  —Jv. 

8.  11  faut  maintenant  chercher  les  termes  produits  par  l’eflet  de 
la  réaction.  Et  pour  cela  , nous  devons  , avant  tout  , calculer  le 
second  terme  du  coefficient  de  l’argument  2Ëv—fv  , n’ayant  donné 
que  le  premier  dans  le  n.°  4-  faisant  : 

7J,=  ^sin2Ev,  R,=  ^cos2Ev  -, 

5s  =-/f{^-^\m)sinfs>  ; -^=  m)cosfv 

on  obtient  ; 

Ri  5s  = yî». 

Donc  , en  considérant  ce  seul  argument , on  a l’équation 

— — (i ^ {Tn'-^^m'^sin2Ev—/v  , 
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qui  étant  intégrée  donne  , après  avoir  développé  le  coefficient  ; 

Jf ( ff»  4- m*  ) îm  — yî>. 

g.  Le  produit  des  deux  fonctions  — 3/n*4-jC0S  a£’p; 

issi—A  /»)««>  -Jv 

donne 

lEv—fv—  iEv-^fv\^  j 

et  celui  de 

/Î,=|îma£'ppar  — ^(|+j/»)coî>-*-y^'(|w— j/n‘^oîa£'i;— >, 

donne 

[3]  lEv  ->-i- jîjVi  aZ’v4->| . 

En  multipliant 

/'  8 îi 

B.dv=  |-co5a£'t'  par  -j^’^is^  — A'm'simEv—Jv,  on  obtient j 

[4] 

Maintenant , si  l’on  prend 

fî.— j=  3e'-t-^s''  — 6ecoscv-*-^e'cosiev-t-^-i‘cos2gv  — 6.9u  j 
»«=  ^\cosgv¥-fv—ccsgv—Jv\;  ■- 

9s  = —^ /f  sinjv  •,  ' 

on  aura  . ’ 
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— G.J,.^«=  yff'\2.sinjv-i-sin2gv—jl>\  ; 

dî  ( Y e*  coî  2CV  + 1 Y*  cos  2gv^  = ^ ««  agv  — + 1 c*  sin  icv—fv^j  ; 

et  par  conséquent 

C5]  . . . . = 

A j ^2  y‘—  2 e*—  I «'* ^ «»yv  +1 V* î/>» 2g-t>  sin 2CV  —fv  j . 

En  réunissant  les  termes  compris  dans  la  fonction 

™*l[>]+W+C3]-»-C4]+[5]} 


on  aura 


'~d^' 


(i-*-|/M*)as= 


sinfv 


® -1-  ® ^ \ R***_i_/®*  ® -1-®  — m*  ® m*/*  I 

+ (j_|  = *)m*Y‘-4-(«-î=o)m;e* 
sin2gy—fv  Af  j— S-»-|=— j j m' 
sin2cv^jv  Ae'(^  I'”’) 
sin2Ev-Jv  A\  = 

En  intégrant  cette  équation , et  rqetant  toutes  les  quantités  qui 
passent  le  second  ordre  , il  viendra 

ts  = sinjl>  j/n— 

sin2gv-fo  ^Y*(-j) 
sin2cv—jv 

* 

sin2Ev—Jif  A — 
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Cette  valeur  de  ds  est  exacte  jusqu’aux  quantités  du  second  ordre 
inclusivement , en  se  rappellant , que  nous  avons  , plus  haut , fait 
la  convention , d’estimer  l’ordre  de  ces  coefBciens , en  supposant  j£=ai. 

I O.  Cherchons  maintenant  les  deux  termes , de  la  forme 

yf  B y . cos  gv —Jv  ■+■  Be'y.cos2Cv — 

qui  entrent  dans  l’expression  de  Su  ; de  manière  que , le  coeilicient  B 
soit  exact  jusqu’aux  quantités  du  second  ordre  , et  le  coefficient  B' 
jusqu’aux  quantités  de  l’ordre  zéro  , inclusivement. 

Réduisons  la  fonction  à 

ce  qui  est  facile  , d’après  la  valeur  de  ST  donnée  dans  la  page  175 
et  en  observant  qu’il  suffit  de  faire  i -t-jw»’ ; 7 = 1 •+■  e* •+■  7* 

( Voyez  p.  278  ).  Cela  posé  , il  est  d’abord  clair  qu’on  a ; 

t5  5 

-5-  7*  COi  2gv  . J , 3s  = g 7’  cos  gv  — /v  , 

s,Ss=y/  (— §■— g"»— /)vcosgv— yp— ^//'e‘7ces  %cv-gv~Jv  ; 
cl  par  conséquent 

o'ycos2cv—gv—fv 

(—  l — I m — ^ 1 1" — e’ — i 7’ ) 7 cos  "V  — yî>. 

Pour  avoir  les  termes  donnés  par  le  carré  de  3s,  remarquons,  que, 
en  vertu  de  l’action  du  Soleil  et  de  la  figure  elliptique  de  la  Terre,  on  a 

Ss  =—A  '>^^sin/v-¥\msin  2Eo-~/v\^—^^ysingo—2CV’¥-\mysin2Ev—gv, 

Tome  / ^8 
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et  que  de  là  on  tire 

\^m'i.cosgv—fv^\e'TCOtiCV—gv—Jv\. 

De  sorte  que  , nous  avons 

""9(r.)*^=  "**'*■  î •’*  ” ï ï‘)  ^ 

* >85  . _ > 

— y/ 55  e y.cos  2CV— gv— 

La  fonction  donné  le  terme 

Ri=  q.s.{itiŸsinJv=  ijf  Tcosgv—Jv. 

Reprenons  maintenant  la  fonction  = et  remarquons,  que 

la  substitution  de  s,-t-ds  au  lieu  de  s , donne 

s. cos Jvss^-fsingv—Jv’¥^fsingv-¥-Jv-\‘^e'fsiniCV—gv—/v. 


Mais 


(■-<-«)* 


-;■=  I •+-ac*-*-ecosci»-»-7*cof  2gv  ; partant 


/?.=  — î7‘)7«rtgv— >4-^^  c*7.5m2Ci^— gv— 

« ^ s — r 7*^  e jt  ^ f 

f^n  J \*  4 * / y»  ® vfV*y COI acv—ffv  — /i' 

-jR.d^=  --  - -g-zn ^7Cosgv->-»-^. 

Notre  expression  analytique  de  g (Voyez  p.  36  du  second  Vol.)  donne 

et  il  est  clair  qu’il  suffit  ici  de  prendre  ac— g—  i = — ^m*.  Donc  on  a j 
— m'J'R,dv=s  y e'*-t-0.e’  + 0.7’^7cosgv— yî> 

— /f  ^e'fcos  2CV  — gv—/v. 
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En  multipUaat  cette  expression  par  39(1— 1-7*^=  a^i-He‘+j7‘)  , 
on  aura 

— 27(1  — |v*)myjR.<it>=cofgv-;/î>  ï.i'*+jc‘.4-j7*^ 

•irCOS  2CV  — gV—Jv 

La  réunion  des  trois  fonctions  que  nous  venons  de  développer,  donne 

^ "*’-T  f)-iCOSgv^/v--^A  e'ycoî  2cv-gv-/v. 

1 1 . Pour  calculer  les  termes , qui , par  l’eSet  de  la  réaction  sont 
donnés  par  la  fonction  $R' , la  valeur  de  Su  trouvée  dans  la  page 
873  ne  suffit  pas:  il  est  nécessaire  d’avoir  les  coefficiens  des  deux 
argumens  ^Ev-gv-^fv  , n.Ev-^gy—Jv  exacts  , jusqu’aux  quantités 
du  troisième  ordre  inclusivement.  A cet  effet , nous  prendrons  d’abord 
Js  = — ;/î»  (Voyez  p.  3^5  ) ; et  en  midti- 
pliant  par  3s,  = 37s/ngv; 

« 

3s.âî=  .«/(|/»-t-|-i»*^7C0s  aZ’t'-l-gv— yî». 

Ensuite  , nous  prendrons 

pour  en  tirer,  (**)*=  A {^m'\-^n^'^'tcos%Ev—gv-k-Jv. 

11  suit  de  là , que 

3s.  Js-t-|(Jjys=  1 m’^ycos a£'i»4'gv— yî> 

•^A  (I  m + m*^7  cox  •xEv-gv-trff. 
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Eu  prenant  ôm  = — Y7C0igv— yî»,  l’on  obtient; 

SR  — — 6siniEv.Su=  jfy  ^siniEv-^gv—Jv-t-siniEv  — gv-t-Jv^  ; 
SR' ■=:  — ^cosiEv.Su  = |/^'7  jcosa£'t>-f-gi>— yî»-l-cora£'t' — gv-fyî'l  ; 
— J' SR.d^—  ^ |coîa£’V'4>gv— yî'+coi2£'v>  — gv-+yî>J . 

Maintenant  , si  l’on  fait  le  produit  des  deux  fonctions 


R,dv=z  ^cos-iEv’*-^^  m ,-fCotgv—Jv\ 
-i-Su  = — 3m‘cos2Ev—^tcosgv—yv  , 


on  aura 


— 2 = — j-^'7  jco^  2Ev-*-gv—Ji>-i-cos  2Ev-~gV’*-yi>^. 

Cela  pose  il  est  facile  de  former  cette  équation  différentielle  en  Su  ; 
savoir 

rf* . 5u  / 3 »\  > 

C0S2E^>-^■gv~■fv  -^'7  1 = - s)"»‘{ 

cos2Ev-gv-hfv  + = ; 

laquelle  étant  intégrée  donne 

iu=  /f  /»‘)7C0S  2Ev-¥gv—Jv-*-/f  2Ev-gv-^Jv , 

lorsqu’on  néglige  les  quantités  d’un  ordre  supérieur  au  troisième, 
la.  D’après  cette  expression  de  Su,  il  est  clair  qu’on  a ; 

SR  = -0sin2Ev.Su=  ^ | (|-|  = o)m4-(|-J5=^)/n*} /smgv— >. 
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La  partie  de  cette  fonction  qui  serait  donnée  par  le  carré  de  9u  se 
réduit  à zéro.  En  effet  ; l’équation 

9u=  m' cos iEv cos gv —/v  , 

donne 

(Ju)‘=  — I cos^Ev-k-gv-~/v-i-cos-xEv—gv-¥-J'v  j ; 
et  par  conséquent 

1 5 . sin  lEv . (^u)‘=  m'At  ( | “ | = ® ) ^i^gv—fv. 

On  verra  plus  bas  (N.*  i6)  que  le  terme  donné  par  la  fonction 
— im9nt.cosiEv  se  réduit  aussi  à zéro.  Ainsi  la  réaction  donne  le 
seul  terme  . 

— 'im'J'9R dv=  ‘°lf s=  I y^'m* 7 cos gv  —fv. 

En  le  réunissant  aux  deux  autres  posés  à la  fin  du  n.”  lo  on  aura 
l’équation 

-- )9u  = 


de  laquelle  on  tire  , en  intégrant  j 

s ^ I 1 1 / 569  1 66S  \ . <’>  1 , 3 , 1 - 

9n=  = -3j-/  \ ycosgi>-fi> 

lîs  ^ ^ 

Æ e fCOS  2CV—gV— Jv. 

0 

En  réunissant  les  termes  des  deux  fonctions  —m'J'R,dv,  9u 
développés  jusqu’ici , nous  aurons  ; • 
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— m'J'R,dv=  i'*-t-0.e*-»-0.Y*)7COf|v— yî» 

^e'^cosicv—gv—jv-t-zf  mycos  iEv—gv—Jv 

j cOSgV-*-CV—Jv—COSgV—CV—yV-^-COSgV—CV’*-Jl>^ 

I 2Ev-*-gv—/v-*-cos  lEv—  gv-y/v  [ ; 

Su=  À'(-\-\m-^m'-i-'-^-\e'-^y'yicosgv-/v 
|-t-|  m^ycoigv-^/v'  — yeycoigv+cv— yî> 
.eycoîgv— e'ycos2Cv—gv —/v 

jcof  ■xEv—gv—Jv-^{^’¥^m^cos  ^Ev-^g^—fv 
-^{^g-^^m^cosiEv-gy-^fv 

Cela  posé  , si  l’on  forme  la  fonction  —2iu-k-m'J'R,dv,  et  que  l’on 
ait  seulement  égard  à l’argument  gv—Jv,  on  aura 

1 (M=»)+(l-l=°)“l 

— •xiu-^-m'J'R,dv^  ““  M ~ t)”*'  | yco^gv— _/t'. 

— l = o)i”-h|c*+^7*  J 

Cependant  , on  ne  saurait  considérer  ce  coefficient  comme  exact 
relativement  à la  fonction  ^ . Cette  dernière  renferme  d’autres  ter- 

dv 

mes  multipliés  par  e'y  et  7’  qui  détruisent  la  partie  •<<C^|e*7-h^7*y 
Nous  allons  démontrer  cette  destruction , et  former  en  même  temps 
une  valeur  de  dnt  qu’on  puisse  considérer  comme  mathématiquement 
exacte  jusqu’aux  quantités*  du  premier  ordre  inclusivement. 
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i3.  Nous  avons  ( Voyez  p.  3o8  ) 

je’— ecoscv-*-ÿe*  cos  2Ct'-+'j/cos2gv|. 

D’après  la  valeur  de  du  posée  dans  la  page  372  , ou  obtient; 

— ecoscv.du=  J'e't  | ^cosgv  — yî>— ||cos2ct>— gv— yv| 

^cosgv-*-cv—Jv-*-cotgv^cv—Jv—cosgv—cv+Jv^  ; 

je*  cos  2C0.Ju=  ^yfe'fCOS  2cv—gv—Jv  i 

fy’cos3ffu.du=  ^J'y’cosgv—Jv  i 

"G7*+îe’)*«=  ’ 


1*1  * 


. n. 

■**(îi‘‘'iî“i3="ï2;^  3 

-t-y7C0SgV+>  + >#'(^  — {|h-^  = ^)c*7C0S  2CV-gV-fv 

•♦-^«7  j |cos^  — cv  — /v- J COS  gv -t-cv>  — > + J = j|)cosgt»  — CV+>  j 

A'm  y jr*  y» 

^COS  2£V>  — gV— Jv. 


Maintenant,  si  l’on  fait  la  somme  — 2 w»^^^,<A>s=s  — y,  on  aura 

— V = y^0.mV0.m+Y/»*-+-0.i'*+0.e*-»-j7‘)7Cosgi>— yî- 

-|^'7COSgw+>-^’(g-^=f5)e*7COs  2cv-gv-fv 
-*-Aey  I jCOsgt»*+-cv— yV— |cosgo  — CO— yî'—  ^ cos gv  — ci> -hjÿ  \ 
+ ^'(*-i=o)  mycos  2Ev—gy—fv. 
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En  multipliant  cette  fonction  par  (Voyez  p.  3i3) 

(x\  8 . 1 . 

I —Yl=--ZCCOi  Ci» -HjC  COJ  2CV-t-j  Y C0S2gV 

on  a les  termes 

( 1 — y)  K=  — e’ 7 C05  go -yî> -l-y  e’ 7 COJ  go  — /ô 

ÿ)  c*7 COJ  2CO  — go  — yô  —\Ai  cosgv  — yô ; 


lesquels  étant  réunis  avec  la  valeur  précédente  de  — Y donnent , eu 
conservant  seulement  les  termes  affectés  des  argumens  go— yô, 
go4-/oj 

d.Znt  ___ 

^ j + = j VCOJgo— yô 

— |^ycojgo-»-/o-l-y/|  Y — f— Î8  = oî«’7cojaco— go— /o  ; 


et  par  conséquent  ; 


ontsz 


tsingv—/v  — ^. 


/fysingv^Jv 


• • • 3 

Et  comme  il  sufllt  ici  de  prendre  g — i = g-i-i=2  il  est 

clair  qu’on  a ; 

dnt  = Y A .■isingv—fv—  ^A  ,'fsingy-^rfv. 


Telle  est  la  valeur  mathématiquement  exacte  de  int  , lorsqu’on 
convient  de  négliger  toutes  les  quantités  d’un  ordre  supérieur  au 
premier.  11  est  remarquable  que  ces  deux  termes , chacun  du  même 
ordre  , aient  deux  cocfficiens  aussi  différens  dans  leur  grandeur 
absolue.  Sans  cette  circonstance,  qui  tient  uniquement  aux  coefflcicns 
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1 * 

numériques  et  ÿ , U n'y  aurait  aucun  motif  pour  regarder  rinégâ* 
lité  ayant  pour  argument  comme  moins  importante  que 

l’inégalité  dont  l’argument  est  - 

i4-  Pour  nous  assurer  que  le  second  terme,  de  la  forme  , 

qui  affecte  l’argument  gv—Jv  dans  l’expression  de  int  n’est  pas  fort 
considérable  , nous  allons  entreprendre  les  développemens  qui  con- 
duisent à la  connoissance  effective  de  ce  second  terme. 

Cherchons  d’abord  les  seuls  termes  du  troisième  ordre  , qui  se 
trouvent  multipliés  par  m'  dans  l’expression  de  is.  Pour  cela , il  est 
permis  de  réduire  l’expression  de  sR,,  posée  dans  le  n.°  a,  à celle-ci: 


sR,= 


A iu.sinjv  = 


Donc,  en  prenant  m' cos  ^Ev  (ce  qui  suffit  pour  l’objet  actuel) 
on  aura  ; 


(a)  . . . . sRt  = A sinjii  — ^nik  simEv—Jv. 

Pour  abréger  l’exposition  de  ce  calcul , nous  admettrons  , que  , par 
une  opération  préparatoire,  uniquement  relative  à l'argument  lEv—fv, 
on  a trouvé 

ds  = — A ^ 

B * ' 

D’après  cela,  si  l’on  prend  R,s=  -^simEv  ; 

-'^=  A(j-t-\m-h^-^m:')cosfs;-hA(^m-\m'-  ^m‘'jcos aEv-Jv , 


on  obtiendra  , en  faisant  le  produit  ; 

insin^Ev—Ji> 


T.  I 


4» 
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En  multipliant  /n^coi  par 

^^isss  A |— | = o)m‘ jimî£'w— ^ 

on  aura 

(c)  . . . . A{^^m'-^r\m'^sinjv. 

Les  valeurs  de  | , Ri  y dues  à l’action  du  Soleil  peuvent  être 
réduites , dans  le  cas  actuel , à celles-ci  ; 

7?.  — 1 = — 6m*.coî2£'u;  R,=- 3m‘—^m‘-t-\cos2Ev  : (*) 

de  sorte  que  , on  a *, 

Jî,  H- i?, m*4-^/n')«0f  ou lEv. 

Donc  , en  multipliant  cette  fonction  par 

aî  = -^'(|-HjW+ym‘)  sin/v  - ^ ( J m -t-  ^ m'-*-  ^ m*  ) iû»  i £1»  -> 


il  viendra 


{d) 1)  as  = 

sin 

sin  2Ev—/v 

ï+rê"*-î'”‘) 

sin  2Ev-¥f\> 

sin  \Ev—Jv 

403  2L— 

îT  118”15Î 


(■)  Pour  coonoltre  l’origine  dei  termes  — 3m* 
119  , o3a  du  second  rolumc. 


/lo^aa  i8î\  . 

V 2 16"  to  ) "■  ’ 


consultes  1rs  page* 
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Cela  posé  , si  l’on  fait  la  réunion  des  termes  compris  dans  les 
fonctions  (a) , (b) , (c) , (d)  on  formera  l'équation 

d'.ts  / .8  , \ » 

^j(î+'=.)»'+(f.+l=f)„V(ï-|-J‘=t)-»‘| 

t 

laquelle  étant  intégrée  donne , en  développant  les  diviseurs  ; 


> ■ £ * 1 It  . >815 

is=  nnjv  j-TO  — J 

ùni,Ev—Jv  A{^ — î^— ' 

1 5.  Considérons  de  nouveau  l’équaüon  différentielle  en  du , et 
cherchons  le  terme  multiplié  par  m’y  qui  appartient  au  coefficient  de 
l’argument  gv—Jv.  Pour  cela  , il  est  nécessaire  d’avoir  les  termes 
correspondans  des  coefficiens  des  deux  argumens  iEv-i-gv—Jv , 
iEv  —gv-¥-Jv  appartenans  à d«  et  mini.  Voici  ce  calcul  préliminaire. 

L’expression  de  3s  donne 

3s,4f=  cos^Ev-¥gy—Jv  ^y 
Le  carré  des  deux  termes 


a*=  sinJvA ^-j  — ^m—^m'^-i-siniEv—gv  y 
donne 

m 

{4s)‘=  cosiEv—gv+Jv 
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Ainsi  nous  avons,  après  avoir  multiplié  par 

t • 

(«’)  ....  -ç(i:)9T=  (.4-J/n-)(3s.as+|(«s)')=: 

-4- 1 m’-i- ^ m’ ^ Ycos  îA’i'+gv'— yî> 

, -h^(jfn-h^m‘^^m'jycos2£v—ffV-*i^. 

L’expression  de  fi,  posée  dans  le  n.”  a donne  ; 

fi,=  Â .is.cosfv=^A'  m-isin^Ev—^^fv. 

En  réduisant  l’expression  de  di?(Voyes  p.  273)  à 

J/fss — ùsimEv.iu—imint.cos^Ev, 

et  prenant  ; 

3«  = — j+j  m^tcosgv—Jv  ; i/M=y^'ysmgv— yî> , 

on  trouvera , que  la  réunion  de  ces  deux  parties  de  la  fonction  fi, , 
donne  ; 

iî,=  .^^1  —^■^tn^isin'xEv-*-gv—Jv-i-jf{i-^^ni^fSiniEv—gv-¥jv. 

En  intégrant  cette  expression  et  développant  les  diviseurs  on  aura; 

(i')  ....  —J'fi,dv^  A" (^—^m'^tcosiEv’^gv—Jv 
-^-A!{^-¥-^m^fCos%E\>—gv-¥-Jv. 

En  ajoutant  à cette  intégrale  les  termes 

• • 

'^ycosgv— TO^cos  a£v 
et  faisant  ensuite  le  produit  par 
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J — jm^ycoigv— ^8.m*-f-|/n’^coi a£’t>  ‘ 

on  obtiendra  ; 

(c')..,— a(^+i«)y)î,<iv-  A’^-l-^m')ycos2£i>-¥-gv-/v 

I — ^ m'jycos  lEv-gv-i-Jv. 

On  calcule  de  la  même  manière  les  deux  termes  donnés  par  la  fon- 
ction Ry  En  effet;  la  valeur  de  ü,  du  n.*  a , donne 

**  8 

Ri=  ^/fSssinJv^—  mycos  2Ev—gV’*‘Jv. 

En  réduisant  la  valeur  de  iR'  posée  dans  la  page  2'j3  à 

iR’’=:—^co$2Ev.9u-t-3mint.sin2Ev 

on  aura  , par  la  réunion  de  ces  deux  parties  , ' 

(it) ...  my/cos  2Ev\‘gv-/v-\r^{^-¥^myiC0s  2Ev-gv-¥jv. 

Donc  en  faisant  la  somme  des  termes  compris  dans  la  fonction 
m'  { (a')-»- a. (i') -H (c') -♦•(<?)  } , on  aura  ; 

4^.8u  / 8 » \ « 


cos2Ev-^-gv—Jv  /fy 


*to-h(  = - J)m*  j 

/88  es  87  195  1]11\  ,1 

VH  - T""  3Î  •“  8f  =■"  CT  j'”  ) 


CPS  a£'p— gv-»^  /fy 


(8  ./IS  , 9 8 »7\  . 


/ 869  . 177  67  . 389  9S83  \ , 

\sia"*"  16  “■  55  sa  ~ «ïy"* 
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Si  l'on  renurque  maintenant,  que  les  facteurs  propres  à l’intégration 
de  cette  équation  , sont 

on  trouvera  ; 

iu=  cosiEv-i-gv—Jvjf  S ”**) 

cos^Ev-^-JrJvjf 

Pour  avoir  les  termes  correspondans  qui  entrent  dans  la  fonction 
(Ju)‘  on  prendra 

ce  qui  donne  , en  faisant  le  carré  3 

(3u)‘  = — y/  (y n*’)  y cos  3Ev-*-gv—Ji>—yf^Y-^-^m'^ycos  iEv—gv+Jv. 
Il  suit  de  là  que  ( en  excluant  les  termes  multipliés  par  m‘  ) 


^=a  3m  — 3 (3m)*  = 


(î 

(î 


Il  m'^cos  2Ev-*-gv—yi> 
^/n'^cos  ^Ev^gv-^/v 


£n  prenant  — m‘.fR^dv=^/4'ycosgv—Jv-i-^m'cos2Ev,  et  faisant 
le  carré  on  obtient  3 

|/n*  (/«>)•=  tn'f  jcof  2Ev-*-gv— yi>-i-cos  a£'v— gv-+-^  j. 


D’après  cette  équation  et  celle  désignée  , plus  haut , par  (&')  il  est 
clair  qu’on  a 3 
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— B = cos  2Ev-t-gv—Jv 

C0S2Ev  — gV±fv 

En  faisant  le  produit  des  deux  fonctions 

ji=z  2iu  =—j^ycosgv—Jv-t-im'cos2Ev 

S 3 ^ 

• B — my  Bdv=s—j/f‘fcosgv—Jv—^m'cos2Ev  j 

on  aura  ; 

j cos  2Ev-i-gV—Jv-¥C0S  2Ev-gV-*-Jv  j. 

Donc 

i^ssB—A^ÀB—  cosiEv-i-gv—fv  jm— 

coS2Ev—gv-^Jvjfy{^—^m  — ^^m'^-, 

d’où  l’on  tire  en  intégrant 

dn(=  sin2Ev-*-gv—Jv  A'y^—^m — ^ 
sin2Ev—gv-^fv  ^'7(— i"»  — 

16.  Rerenons  maintenant  à l’équation  dilTéreniielle  en  iu  et  oc- 
cupons nous  spécialement  du  terme  de  la  forme  Km'ycosgv—Jv. 

1G15 

L’expression  de  is  donne  3s,5s= — ^A!  m'ycosgv—Jv.  Et  en 
faisant  le  carré  des  deux  termes 

is=—A{J^m-¥-^m''^sin  2Ev—fv-^{^m’¥^m'^ysin2Ev-’gv 


ou  obtient  ; 

-,(i.))r=( 


(is)‘  = — ^Am'ycosgv—Jv.  Il  suit  de  là  que, 
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Parmi  les  termes  renfermés  dans  la  valenr  de  iR  posée  dans  la 
page  273  nous  retiendrons  ceux-ci  ; ' 

ùR=s — 6 2 £'v>.  -s- 1 5 . sin  2 3 mint . cos  2 1 2 . mini . in . cos  iEv. 

L’expression  de  iu  trouvée  dans  le  n.°- précédent , donne 


— GsinaEv .iu=  singv—Jv.  //y» 


/3  8 \ ^/7  47  9 \ . 

(î-8=0}'”'^-V«“64  = Gî)"* 
/ 8^  81M8  _ 1946S  \ , 

■ \ 192  1586  ~ 512  ^ 


En  multipliant  par  iG.sin'iEv  les  deux  termes  de  (3u)‘  posés  plus 
haut,  il  est  évident,  que  le  coefficient  de  cosgv—Ji>,  qui  en  résulte 
est  égal  à zéro. 

Four  former  la  valeur  du  produit  i2,mint.iucos  iEv  qui  convient 
à l’objet  actuel  , il  suffit  de  prendre 

2C0S  2Ev.iu=  m‘— j cos  2^’v-l-g-t'— yv-hCOS  2^l>— gy-f-yî»  I , 

Il  19 

mint^  — -^m'smiEv-^-j/fm‘tsingv—Jv  ; 

et  de  là  on  conclut 

1 2 . mint .iu.cos2Ev=i  38  .j/ rn'isingv—Ji>. 

En  mulûpltant  par  — 3mcos2Ev  les  deux  termes  de  dnt  trouvés  à 
la  fin  du  n."  précédent , on  obtient  ; . .. 

~3mint.cos2Ev=  ^ }(â-à=o)'«*+(f-îS=i4)'”1v«>»gv->. 

On  voit  par  là  , que  le  terme  multiplié  par  m’y  est  nul  dans  ce 
produit,  ainsi  que  nous  l’avons  annoncé  dans  la  page  38 >• 

Les  quatre  parties  de  iR  donnent , d’après  cela  j 
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Réduisons  la  valeur  de  R,  posée  dans  le  n.°  2 , à 
A'y 

R,=  -^.sing\>—Jl>-i-A'.3u.ds.cosJi’. 

3 

Actuellement,  si  Ton  fait  ici;  ^sz:z^mysin2Esf-‘gVj  ou=  m'coszEK'^ 
on  aura 

^ î I - ^ I V ->■ 

Donc  en  réunissant  ce  terme  avec  le  précédent  de  SR  , il  viendra  , 
pour  la  valeur  complète  de  R,  ; 

R,=  ^ j J è «»•-  m'  [ 7 sin  gv 


En  intégrant  ce  terme  , et  remarquant  , que  l’expression  analytique 
de  g trouvée  dans  la  page  i83  du  second  volume  , donne  5 


/ 4 / 3 131  . 6Î77  i\ 

U'-O  = ) 


on  aura 


J) • Ei)  J ^ 200  » / 0 / Ci>//  6*ï0®  \ ) } /" 

-B=-,njR,d^=.  \■(COSg^> 


En  multipliant  R,  = ^sin2Ei>  par 

d . 9f4  A' 


d.eu  A my  ( • r i 


on  obtient  , — Rf-^-=^A' m-tcosgv—f,i  : 

Et  en  multipliant  ^cosiEv  par 

Tonu  /.  So 
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f/*  • . % S 


dv* 

on  aura 


g 

+ *M  = — g^'/ny  cos7Ev-i-gv—Ji>-^-cos2Ev—gv-¥-J\>  , 


Enfin  la  fonction  donne  le  terme 
9 9 

iR’ = — jCOi  2Ei>y.iu  = — jÿ/f  mycosgv—Jv. 

Cela  pose  , la  réunion  de  ces  différemes  parties  donnera  l'équation 

d‘.îu  / 3 , \ » 

iTT— = 

. / 6739  9 9 . 8 . 6595  4433\  ,i 

^ î 3"'"8 '”'*'292'”  76«  16  16'*'î'*"  576  ~i3ÔÎ/"*  1 

— I 

• 3 1 3 

de  laquelle  on  tire,  en  multipliant  par  J (g — i)* — =— i— ^m'j 

. 1 1 1 665  . /443S  3 4867\  ,i  >. 

3«=  J \ y cos  g^> -/u. 

En  faisant  le  carré  de 

iu=!  ni' cos  2Eo-i-~'^^-  j cos  2Ev-^go—fv^cos  2Ev-gv-^Jv  j 
on  obtient  le  terme  , i^^uy  = ^-^y  cos gv —Jv  \ partant  on  a j 
y/=23«-3(ân)  = }ycosgv->. 

En  multipliant  rti^J' R^dv= — ^tr^coi2Eo  par 

2Ju=  ^-^^^COS2Eo-*-gV—Ji>-t-COS2Ev—gV’^-Ji>^, 
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8 • 
on  a le  terme  AB  = — ^/fm'icosgv—Jv,  Donc  en  réunissant  les 

termes  précédens  on  aura 


d.^nt 

dT 


y*  \ fk  ^ 5/3i  6089 ^ \ I ) 

cosgv-f^>  Aylo.m  + + = - jj)  m \ ; 


d’où  l’on  tire  en  intégrant  ; 


Snt  = 


s— ‘ 


ysingi>—/s/  J 


ou  bien,  en  faisant  (g— 1)  = 


, , y,  I 19  / 19  3 13  \ i . r 

3nt=  A \ m\yungv-/^>. 

Tel  est  le  résultat  ( annoncé  dans  la  page  189  ) qu’il  s’agissait  de 
trouver-  On  voit  par  cette  analyse  qu’il  exige  , comme  auxiliaires  , 
la  considération  des  termes  affectés  des  argumens  a/iV-t-gt»— , 
2Ev—gv+Jl>i  et  que  les  coefliciens  qui  les  multiplient,  dans  Su  et 
Snt,  sont  précisément  ceux  employés  par  anticipation  dans  la  page  i5G. 
17.  L’expression  précédente  de  5/tI  devient  en  y remplaçant  A"  par 

sa  valeur  (Voyez  p.  363,  363),  et  faisant  -^=i  , n*  = m‘ -, 


$nt: 


H—' 


./singv-fv. 


Ainsi  , il  n’est  pas  vrai  , que  le  second  terme  du  facteur  y — j /« 
soit  nul , comme  on  serait  tenté  de  le  croire  , d’après  la  conclusion 
que  Laplace  tire  de  son  analyse  exposée  dans  le  Vol.  de  la  Con‘ 
des  Tems  pour  l’année  i8a4  (Voyez  p.  3o4  )•  Il  est  vrai  que, 
depuis,  il  a Lui-même  changé  d’avis  sur  ce  point;  car,  conforraénienl 
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aa  résultat  qu’il  a public  dans  le  Livre  XVI  de  sa  Mécanique 
Celeste  (Voyez  p.  4°°  du  5.*^  Volume),  on  devrait  avoir  Y + » 

au  lieu  de  Y-“g'”  = Y‘*’( g ■*■■5=6 — st6  )"*  » comme  nous  venons 
de  le  trouver.  De  sorte  que  , Laplace , ne  trouve  pas  , par  son 
analyse,  les  deus  parties  — I » dont  le  calcul  est  assez 

compliqué  ainsi  qu’on^vienl  de  le  voir. 

Pour  conlimicr  , à l’aide  des  calculs  précédens , ce  que  j’ai  déjà 
dit  sur  ce  point  dans  les  pages  157  et  188  remarquons  d’abord  que , 
d’après  nos  dénominalions  la  lettre  />'  de  Laphxce  ( Voyez  p.  897 
du  6.'""'  Vol.  de  la  .Mécanique  Céleste)  est  égale  à — -j—-  Ainsi, 
la  valeur  de  R qu’il  pose  dans  la  page  .IgS  revient  à celle-ci  ; 

R=—~r'  j I — 3s‘-»-3  (l  — i‘)cos  (îv»—  29')  j -1-'^  -tcosgv—ji’  ; 
et  comme  r'  = , il  est  clair  qu’on  a 5 

(L)  . . . . R = -^^\t—%s'-¥-3cos(2V-2v')\+'^ycosgv-/i>. 

Maintenant,  si  l’on  change  dans  cette  expression;  it  en  et 

s en  î.-t-os  , on  aura,  après  avoir  fait  29 — 29'=29  — imv=iEv  -, 

-*-3cos  2£’9)-i-^  j 3î, 5s 1 (5s)’  | -1-^^  Tcosgv—Jv  ; 

où  les  deux  premiers  termes  répondent  à la  quantité  que  Laplace 
représente  par  5.r’Q'.  Or  nous  avons 

m*  , 1 \ . y. 

~.fOn=  — ! — -myjCOSgV—JV ( Voyc»  p.  3Sa  ) ; 

|m’5«.2cosa£'9=  \rn' A' {^\  + \—\yicosgv—fv  . . . . (Vo,«p.  1,0), 
t!3^.5s-1-|(5s)‘}=  ^^_i_|/7i^7Cosg9-y9  ....  (Vo,«p  3-8). 
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Donc  , il  est  manifeste,  que  la  réunion  de  ces  parties  donne  l’équa- 
tion identique 

R-^iR=^  j = J = o)m  j ycosgv->=o, 

immédiatement  employée  par  Laplace  pour  former  sa  valeur  de 
2 5.r(^).  Mais  cela  ne  prouve  pas  qu’on  doive  avoir  aussi  l’équa- 
tion ^ et R = o •,  d R indiquant'  la  différentielle  de  la  fonction  R prise 

par  rapport  aux  coordonnées  de  la  Lune  seulement.  Car  l’équation 
précédente  désignée  par  (L)  fait  voir,  que  dR  étant  la  différentielle 
complète  de  iî  , on  a ; 


d'R=  dR- 


3 .avM 

. - /n* ^ * 

2 U 


et  par  consê([ucnt 

fdR= 

Or  , il  faut  bien  remarquer  , que  pour  tirer  de  là  le  tenue  eu 
question  on  doit  changer,  à la  fois;  u en  i-t-Jn;  s en  ; 

et  d en  inv-t-m5nt.  Le  changement  de  d en  rnv-i-mont  ne  donnerait 
que  des  termes  multipliés  par  m*  dans  l’expression  de  R-h5R;  et 
voilà  pourquoi  nous  ne  l’avons  point  considéré  en  formant  l’expres- 
sion précédente  de  R-t-SR=:o.  Mais  il  devient  indispensable,  lorstju’on 
veut  obtenir  la  valeur  de  l’intégrale 

J'd!  R=.  ^m'J'mdv\  — 2 ou-h3  (3u)*  j sth  2Z.V 

m'Crnd^.^-^^sin  %Ev  — ^m'J'mdv . 1 mSnl.cos  %Es.> , 


en  tenant  compte  de  la  totalité  des  termes  qui  demeurent  multipliés 
par  A' m' 1 cos g\> —Jv  , après  l’intégration.  Alors  cette  valeur  de  J'dR, 
donne,  comme  dans  la  page  i56  ; 


Digitized  by  Google 


THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE 


398 

fdR=\m'Afmdv\(\-\ 
c’est-à-  dire  ; 


I 1 /19  118.11  79  8\  .1 


/J!  n B m^./t.ycosev^fv  8 w l y 

U g-,  =ïi^'m'-,cosgv-fv. 

18.  Le  Mémoire  sur  les  inégalités  Lunaires  dues  à l’aplatissement 
de  la  Terre  , que  Laplace  a publié  dans  le  Vol.  de  la  Con.'  des 
Tenis  pour  l'anjiée  iSaS  (Voyez  pages  aig-aaS  ) ayant  un  rapport 
plus  direct  avec  la  méthode  exposée  dans  ce  paragraphe  , je  vais 
entrer,  à ce  sujet,  dans  quelques  détails.  On  verra,  par  des  rappro- 
chemens  convenables  , quelles  sont  les  inexactitudes  échappées  à 
Laplace,  et  ou  jugera  par-là  combien  elles  sont  difficiles  à découvrir 
dans  une  théorie  aussi  compliquée  dans  ses  effets  qu’elle  est  simple 
dans  sa  cause. 

Nous  supposons  que  l’on  a sous  les  yeux  le  Mémoire  qu’on  vient 
de  citer,  ainsi  que  la  théorie  de  la  Lune  de  Laplace.  En  admettant 
exact  , pour  un  moment  , le  rapprochement  des  deux  argumens 
gv  — 5,_/î>  , par  lequel  Laplace  parvient  à trouver,  d’un  coup,  le 
coefficient  de  ce  dernier  dans  l’expression  de  la  tangente  de  la  lati- 
tude de  la  Lune,  il  ne  suffit  pas  , de  changer  g-  en  y’ dans  le  coef- 
ficient du  terme  multiplié  par  ysingo  — 0,  que  l’on  voit  dans  l’équation 
(Z.")  de  la  page  222  du  Tome  3.  de  la  Mécanique  Céleste:  il  faut, 
en  outre  , modiCer , conformément  à ce  changement , la  valeur  du 
coefficient  , donnée  par  l’équation  qui  se  trouve  au  commence- 
ment de  la  page  220.  En  effet  ; réduisons  cette  équation  à celle-ci  ; 

0=  { i-(2-2/M— — |m‘ j n-g_25,‘*>|  ; 

CO  qui  est  suffisant  pour  la  discussion  du  terme  multiplié  par  ni'. 
En  y faisant  — |m*(i -i-g)  = — |m’,  et  2 — 2 m— g=  i _ 2 /«  — | m*, 
on  aura 
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8(.-lm)  \ f > 

Mais  en  faisant  g^=:y=  i ; la  même  équation  donnerait 


/?<•>  = 


3m 


Donc  ces  deux  valeurs  de  ne  sauraient  coïncider  jusqu’aux 

quantités  du  second  ordre  inclusivement  ; ce  qui  empêche  que  le 
coeflicient  de  Ilsinfv  soit  égal  à g' — i , au-de-là  des  quantités  du 
troisième  ordre;  et  que  l’on  puisse  en  conséquence  regarder  comme 
exact  jusqu’aux  quantités  du  second  ordre  inclusivement  le  coeffi- 
cient H , que  Lapîace  ( suivant  nos  dénominations  ) détermine  par 
cette  équation  ( Voyez  p.  224  de  la  Con.‘  des  Tems  pour  1823  ) 

^'W(i  + 2.e‘-^7’) 


En  développant  la  fraction  (g‘— i),  à l’aide  de  notre  expression 
analytique  de  g' — i , posée  dans  la  page  194  du  troisième  Vol., 
on  obtient 


708 


partant  on  a ; 


IJ  ^ ^ > fl  1 1 \ 

H—  A y — - — — •+•£  -t-o.e  -f-o  7’ j , 

tandis  que  notre  analyse  a donné  ( Voyez  p.  3y>  ) ; (*) 


(*)  On  aura  besoin  de  ce  terme  ci-après. 
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Ainsi  , la  formule  de  Laplace  est  inexacte  à l’égard  des  coelEciens 
numériques  qui  multiplient  m*  et  y*.  Relativement  au  coefficient 
de  m*  , nous  avons  déjà  indiqué  plus  haut  la  cause  radicale  de 
cette  dbcordance  j mais  afin  d’en  accroître  le  degré  d’évidence  , 
nous  allons  montrer  qu’en  introduisant  dans  la  formule  de  Laplace 
la  valeur  convenable  de  l’on  tombe  sur  notre  résultat.  En  effet  ; 
nommons  ce  que  devient  fi,*"’  par  le  changement  de  g en  J'=i- 
en  comparant  les  deux  valeurs  de  données  plus  haut  , il  est 

clair  qu’on  aj  /?/'*’=  Donc  il  faudra,  au  lieu  de  g' — i , 

employer  j ' ” m”*  ' »■ évident  que 

cela  revient  à multiplier  par 

le  coefficient  //  <le  Laplace  ; et  alors  le  coefficient  de  m*  devient 

107  2^  9 11  . , , . 1.  . 

— — 3^01“  — 'o' ’ ‘l'*'  S accorde  avec  notre  résultat. 

Pour  rendre  raison  de  la  discordance  à l'égard  du  coefficient  nu- 
mérique de  7'  , il  faut , avant  tout , observer  ; que , dans  le  rappro- 
chement des  deux  arguraens  gv  — 0,Jlr,  Laplace  n’a  pas  remarqué, 
que  le  produit  que  nous  désignons  par 

B..ysingv=  59. .ysmgv-f-etc. 

(Voyez  pages  266  et  276)  donne  naissance  au  terme 

3 3 

2 y’  cos  2gy  X y singv  = — ^ -/'sin  gv 

(\oyez  p.  302  ) , en  vertu  d’une  combinaison  qui  donnerait  , au 
lieu  de  l’argument  gv , l’argument  2gv—Ji>,  lorsqu’on  remplace  s 
par  Hsinjv.  Ainsi  , pour  rendre  ce  rapprochement  exact , il  est  né- 
cessaire d’exclure  ce  terme,  en  prenant  g'—  i H-|m’y*  au  lieu  de  g'—  i. 
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Celte  correction  peut  se  faire  aisément,  en  multipliant  la  valeur  de  H 
de  Laplace  par 


ce  qui  la  change  en  celle-ci  ; 


m»(  I — y*) 


Mais  cela  ne  suffit  pas  : dans  le  calcul  que  LapJace  expose  dans  la 
page  aa4  ( Con.*  des  Terris  pour  i8a3)  il  lui  est  échappé  le 
terme  /t .sinfv  donné  par  le  produit  des  deux  fonctions 

J' R,  dvy.iPf  sin  gv 

(Voyez  p.  374):  sorte  que  on  doit  changer  la  valeur  précédente 

de  H en  celle-ci  ; 

^ ^ 

— I 

Alors  tout  étant  corrigé  l’on  obtient  dans  la  valeur  développée  de  fl 
notre  terme  — 

19.  Dans  cette  discussion  ,*  les  quantités  prises  en  considération 
dans  l’expression  de  g'—i  n’ont  jamais  dépassé  le  quatrième  ordre, 
et  jusque  là  , ce  que  nous  avons  avancé  à l’égard  des  termes  du 
second  ordre  du  coefficient  H nous  paraît  démontré  d’une  manière 
incontestable.  Mais,  afin  de  prévenir  les  objections  nous  allons  faire 
une  réflexion  sur  la  correction  dont  Laplace  parle  dans  la  page  224. 

En  diminuant,  comme  il  le  prescrit,  g^— i de  la  quantité  du 
cinquième  ordre 

(s*— ')(g— ■)(»— D(»l 

on  aurait  ( abstraction  faite  des  termes  multipliés  par  e*  ou  par  y*  ) 
T»nu  l 5i 
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11= 

U‘-01 


jtm* 

(g-.|  )t  I— 3m)  O (,) 

2(i-~m)  * 


3 8 

Or  en  prenant  g—i=^m',  S}'^=gm 


on  a 


(g—  ■)(!— îm) 
t — m) 


lorsqu’on  rejette  toute  quantité  d'un  ordre  supérieur  au  troisième. 
Donc  en  remplaçant  le  facteur  (§■*—!  )~‘  par  son  développement 
donné  plus  haut , il  viendra 


n m/  ^ i 167  , 6577  ,\/  9 ,\ 


ou  bien 


II—  ^|-8“ï"*~96"*”(nsj'^83  — üïîj"*  j- 


Nous  avons  trouvé  dans  la  page  887  que  le  coefficient  numérique 
de  — Am'  doit  être  égal  à Sans  doute  la  différence  des  deux 

nombres  n’est  d’aucune  importance  dans  la  comparaison 

de  la  Théorie  avec  l’observation  j mais  elle  décèle  le  vice  de  la 
considération  par  laquelle  LapLtce  a obtenu  la  correction  qui  doit 
être  appliquée  à g'— i- 

30.  Ces  inexactitudes  ont  en  de  l’influence  sur  l’expression  du 
coefficient  qui  affecte  l’argument  gv—Jv  dans  la  valeur  de  iu  -,  mais 
il  ne  sera  pas  inutile  de  mettre  en  évidence  en  quoi  consiste  la 
discordance. 

Laplace  trouve  ( page  323  ) 

^.f-tcos{gv—fv  — 6). 


_ I- 
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Comme  l’on  a,  “=  j j7*)  > 

' aai 

conséquent  ^ a 7 . nous  en  concluons  que 

a'  at 


4o3 
et  par 


A*=  a.(.-e*-7*); 


Donc  l’expression  précédente  de  3u  ( en  y faisant  y=i  ) peut  être 
mise  sous  cette  forme  ; 


aSu= 


i a ■ a,  ) (ê’+O  jaafl/  . , . . 3 f ^ 


• A B 

Suivant  nos  dénominations;  3 — . — =m'A' , et  a3u  tient  la  place 
de  iu.  Q suffît  pour  l’objet  actuel  de  prendre  ; 


ce  qui  donne 


3 a 


I. 


— * * m* 

— -J  — j-m 


» t 15  . 9 . 

du= 


. 9 .,'”‘^(«-+-3.e*H-|7‘) 


> 


fCOSgV—Jv. 


En  substituant  pour  (g*  — 1 ) ' sa  valeur  développée  on  trouvera  que 
cette  formule  de  Laplace  revient  à dire , que 

Notre  formule  , posée  dans  la  page  883  , donne  pour  le  terme 
correspondant  ; 
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, -/Il  «es  , 1 . 1 ^ IS  ,\  - 

a«=  Jycosgv^/v. 


Ainsi  il  est  évident  que  la  discordance  tombe  sur  les  coefficiens 
de  m'  et  y’:  ce  qui  devait  être  d’après  les  remarques  faites  précédemment. 

Mais  relativement  au  coefficient  numérique  de  m* , il  est  arrivé  , 
que  Laplace  a commis  une  autre  inexactitude  qui  a détruit  , dans 
l'expression  de  int  , l’efiet  de  l’erreur  que  nous  signalons  ici.  Voici 
comment. 

Il  doit  être  clair  maintenant , que  le  terme 

par  lequel  on  voit  exprimée  dans  la  page  aai  ( Cor.'  des  Tenu  pour 
i8a3  ) la  valeur  de  l’intégrale  revient  à dire  (suivant 

nos  dénominations  ) que  Laplace  a fait 


R di>- • V “>• 


Donc  en  substituant  pour  (§■— **)  ' sa  valeur  développée,  on  a 


m'J'Rdv=  A(^-^-\m  — ~in'-i-t''-^.o.e'-\y'^ycosgv-fv. 
Mais  nous  avons  trouvé  ( Voyez  p.  38a  ) 

mJ'(R •*‘iR)dv=z  A' — 


où  le  nombre  ^ = (Voyez  p.  3;8  et  38i  ).  Ainsi 

manifeste  , que  Laplace  n’a  pas  eu  égard  au  terme 

m'fiR.dvi=  ^ A' m' y cos  gv , 


il  est 


produit  par  la  réaction.  Et  voilà  pourquoi  la  fonction  — aJR-t-  n^jR  dv 
de  Laplace  donne  le  terme 
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« /617  191  19  \ . y. 

^(«-96=7)"»  --/COSgV-fv, 

précisément  égal  à celai  que  nous  avons  trouvé  dans  la  page  38a  ; 
où  le  nombre  ^ résulte  de  la  différence 

Ainsi  la  justesse  des  résultats  n’est  pas  toujours  une  preuve  de  la 
justesse  des  raisonnemens  parlesquels  on  les  a trouvés. 

C’est  une  chose  digne  de  remarque  , que  Laplace  ait  ici  oublié 
celle  partie  de  l’effet  dû  à la  réaction  ; et  qu’il  ait  par  là  commis 
une  erreur  analogue  à celle  qui  lui  faisait  trouver,  avant  i8oa,  un 
coefficient  fautif  ( | au  lieu  de  ^ • 'g premier 

Mémoire  sur  cette  même  inégalité,  publié  dans  le  Vol-  de  la  Con.'  des 
Tems  pour  l’an  X de  l’Ére  de  la  République  l’raiiç.iisc  (Voyez  la  p. 
365  de  ce  Volume  et  les  pages  5o5  , 5o6  du  Volume  suivant  ; où 
Laplace  corrige  son  premier  résultat  ). 

Calcul  du  coefficient  de  l’inégalité  Lunaire  , ayant  pour  argument 
Ev-t-c'mv+/v — gv—cv. 

2 1.  Parmi  les  inégalités  qu’on  peut  tirer  des  trois  fonctions  /?,  , 
sR,  , R^  , posées’ dans  le  n.°  a , celle-ci  mérite  une  considération 

particulière,  eu  égard  à la  petitesse  des  quantités  (a — g')’ — i-t-j/n’, 
(a— c)‘— I — ji»’,  E -t-cm+y—g  — c , qui,  par  la  substitution  des 

valeurs  analytiques  de  g et  c montent  au  troisième  ordre.  De  sorte 
que  celte  inégalité  acquerra  , par  la  double  intégration  , un  diviseur 
de  l’ordre  de  dans  l’expression  de  dnt.  Mais  cela  ne  suffit  pas 
pour  juger  de  sa  grandeur:  car,  la  composition  même  de  l’argument 

démontre  , que  son  coe£5cient  doit  être  de  la  forme, 

H désignant  un  coefficient  censé  numérique.  Et  comme  on  a 
Jeiyb^m  qjj  jjg  statuer  de  certain  sans  avoir  une 
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coDooiasance  an  moina  approchée  du  nombre  représenté  par  la  lettre 
//}  quoiqu'on  puisse,  par  induction,  regarder  comme  très  probable, 
que  ce  nombre  ne  saurait  être  assez  grand  pour  rendre  sensible  son 
produit  par  o",o^G.  Néanmoins , pour  dissiper  les  doutes  sur  ce 
point , je  rais  exposer  ici  le  calcul  qui  fournit , d^ns  int  , les 
termes  , de  la  forme 


A tt'yb'  f r/,  . -I 


H" 


I -t-  J m 


du  coefficient  de  celte  inégalité,  ü faut , pour  cela , avoir  dans  du 
les  deux  premiers  termes  du  coefficient  de  l’inégalité  ayant  pour 
argument  gv-^-cv—Jv  j et  jusqu’ici , nous  n’avons  déterminé  que 
le  premier  (Voyez  p.  Syx).  Mais  il  est  facile  de  trouver  le  second: 
en  voici  le  calcul. 

33.  Dans  la  page  368  , il  faut  d’abord  changer  R^is  en 


R,ts=  — 6ecoscv%/f  — = — A'  —Jv  ; 

ce  qui  fournit  l’équation 

(5  S \ 

jm*+ÿm*jcs»na»— yî»;  et  par  conséquent: 
3s.  ds = — y/ ^ ^ m*+ 1 ey  cos  gv cv  — yî». 

Pour  avoir  le  terme  correspondant  renfermé  dans  (ds)*  on  fera 
( Voyez  p.  3o4  et  2o5  du  second  vol.  ) 

is  = — J m^sinJv  — ^mA'simEv-^fv 

— e-f  ^m* — I s<ngo  ■4*  cy — 3 m‘  e y sin  3^'ff  — gv  — cv  ; 

et  de  là  on  tirera  ; 
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(«*)•=  cosgv^cv-fi>  = 

Ainsi  il  est  démontré  qu’on  a ; 

3î,3s-t- J (5j)’=  A j—  |=o^m’ je7COs^-4-ci>— 

Dans  la  page  3^o  on  prendra 

lecoscv 

ce  qui  donnera  ; 

■j^:^,ecoscv.J'R,dv=  A { * j e^cosgy-^cv—/v  } 

et  dans  la  page  371  , on  fera 

a«= 6ecoscv»X^(- j-^)ïCOsgv ->=-^(  1 + 1 m)e7COf  -yî’- 

Ensuite  on  prendra 

^R=i:“^iiniEv'^\i,tsmiEv—cv){\—ecoscv)iii=.\S.tùnt.Ev—cv.iu-, 
ce  qui  donnera 

t5.esOTa£'t>— cvX— ^cosaÆv-f-gw— ;/î>=— me^$ingV’¥-a>—Jvy 
~J'^E -dv=i — Il 0107.  cos  gv*4>cv—^. 

Enfin  , on  prendra 

^R'—  g.ecosiEv  — co.du=  ^A  merfcosgv-i‘Cv—Jv. 

La  réunion  de  ces  parties  fonmit  l’équation  (Voyez  aussi  la  page  37a) 
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cosgv^cv—/v  ^«7  j— j'”+^î6*"T"8‘*'T'=l6 } » 

qui  éUnt  multipliée  par 

j 1)*-  I +|/n*  { = j («  - V(? "‘■y  - •■♦■î”**]  =S^.(>  +?"')’ 

donne 

a«=  cosgv-ircv-fv  ^«v}-î  + (t-“  = t)'”|- 


a3.  Cela  posé,  revenons  à notre  objet.  En  faisant  dans  la  fonction 
f /f,  = A'  .au  sinjv  ; 

a«=  cosEv-^-c'mv  •+■  cosEv  + c'mv  — cv  — Y'”) 

( Voyez  p.  48î  du  second  Vol.  ) , on  aura 

sR,=  sinEv-^c'mv-i-Jv  ^ | m ^ 

•^sinEv-*‘c'mv-^-Jv  — cv  A'et’b' — ^ m^. 

La  fonction  renferme  les  deux  termes 

JR,-t-R,=  cos £’t> -4-cW  t'b‘ y -t- m ^ 

COI  iTo -»■  c'mt' — cv  ei'&*  ^ m ^ 

(Voyez  p.  5o9  et  5ii  du  second  vol.)  lesquels  étant  multipliés 
par  is=  sinjv  donnent 

(.fi.-*-/î,)»s=  sinEv-¥c'mv-^Jv  AtV^^—'^m^ 
■^sinEv^c'mV’^fV’-cv 
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En  prenant  (Voyez  p.  5og  , 5io  du  second  vol.) 

Ji,=:  sinEv-*-c'mv  t'b'^j—^m^  + sinEv-t-c'mv—cv 
et  multipliant  par  — , on  aura 

•^sinEv-*-c'mv-¥jv—cv 


La  réunion  de  ces  parties  fournit  cette  équation  différentielle 
37— (i+â/n)af  = 

sinEv  + c'nw-^Jv  A t'h'  j(|+ 1 -h*  = ( 

$inEv-i-c'mv¥-Jv—cv  Aetb'  j 

« 

laquelle  étant  intégrée  , donne 

3s  = sinEv-i- dnw-^fv  A’i'b' ^ | m'—  ^ 


Aeib'i^ 


?ü. 

^ 83 


■) 


sin  Ev  -t-c'mv  •3-/v—  cv  » . 

(a-c)*-i-|/»* 

Il  suit  de  là  que 

3s,3s=  cosEv-t-c'mv-i-Jv—gv  At'yb'^^m'—^  m‘^ 
cosEv-i-c'mv-i-Jb—gv—cv 


Ae^’yb‘(^m‘+^S  m’) 


(a— c)*— I— jTO* 

Maintenant , si  l’on  prend  ( Voyez  p.  507  du  second  vol.  ) 


2irau  / 
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ts=  sinfv  A J — ^m^JriinEv-\-c'mv—fff 

-*-ii/i£’v*4-c/nt>— gv— cv  ««'76*^— J-— y O») 


on  en  tirera 

(3r)‘=  cosEv-^c'mv-^fv  — gv  Ai'-jb'^ — — 1 = »^ m' | 
cosEv-^rc'mv-^-Jv—gv—a>  ‘f • 


partant  il  est  clair  qu’on  a ; 


(0  • • • • -7(:-:)»7’=3*.«^+|(»0  = 

cos  Ev-^c'nw-^-fv  — gv  A t'yi*  ^ ) 


— g'i'— cv  ÿ-+- 


7S  . 765  , 


J£n  prenant 

Ji,-=Aq{s,-^-^s')diUvosfv=  singv—Jî^ 

-t-Aeifh'’^ — J — ^nt^sin  Ev-^-cmv-¥-Jv — gv — cv; 


et  faisant  clans  cette  expression 


a«=  cosE\>'^c'mv  t'b' cos Ev-^rc'mv  — cv 
on  aura  ^ 

f?,=c  sinEv-Ardtiw^fv —gv  ^ ''7^*(”^‘^S5  "*) 

■+■  sin Ev-t-  c'mv -^Jv  — gv  — cv  A et'76*  y ” f m ^ . 

Maintenant  si  l’on  fait  . ’ 
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iRssiu^ — ^tb'tinEv-i’Cmv—^îb'sinEv—dmv+^eîb'sinEv-i-c'nw—cv^ 

on  trouvera,  à l’aide  des  valeurs  de  iu  posées  dans  les  pages  872  , 
38o  , 4o8  ; 

— ^ib‘sinEv-^-c'mv.iu=  sinEv-^-c'mv+Jb—gv 

sin  Ev  c'oii’  -^-Jv—gv—w  A ei-nh'  ~ nj'”)  > 

— Y e'fc*«n£V— c'my.5«=  sinEv-^rc'ntv-^-Jb— gv 
^eih' tinEv-i-c' rnv— cv.iu's:  sinEv-i-cnw-*-Jv—gv—cv 
et  par  conséquent 

$inE\>-irc'mv-^-Jv — gv  Ai'-/b'(^ 

, sinEi>-*‘c’nu>-¥-Jv—gi’  — cv  A'ei'‘ib‘(^ — | — S ^ )' 

En  réunissant  celte  valeur  de  djf  avec  la  précédente  de.fî, , on  aura 
pour  la  valeur  complète  de  R,  ; 

R,^  smEv^dmv-<rff-gv  AVfb'\  (^_A  = o)+(î^-*-g=y)w} 
sinEv*-c'mvh/v -gy^cv  A ei;h' }-(|-H|  = “)-(|+§=§)'«j 
d’où  l’on  tire 

(y)  . . . . —J'R,dvis  c«s Ev-i-dmv-i-Jv—gv  Ae'yb'^ 
cotEv’^e'mV’i-Jv — gv—cv 

a— g — c ■ 

Soit,  Rf=s  ^A'qs.(mysinjv=  %Ay(jiuycosgv—Jv.  En  y faisant 
(au)*=  iCOsEv-i-dmv  ~"x  ”*)  ’ °° 
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T?5=  cosEv-¥-c’mv-\-fv—gv  y "»)• 

Maintenant , si  l’on  fait 

a7J’'=  a«  j_|  e' cos  Tv -4-c'mi»— y COI  £’v  — cWj 

on  en  tirera 

< 

3/?''=  cosEv-¥c'mv’^-Jv—^  j T”(s5"'H“^)  ‘ 

Donc  on  a , pour  la  valeur  complète  de  iî,  ; 

(3) ...iîs=  cosEv-¥c'mv+-fv~-gv  -^'‘7*’ j(|-*’î=T)“(T'^^~^)'”  I' 

£n  multipliant 

R^  = ~-^t'b' sinEv’-c'mv  par  — ^^=î^^s/na£’o— , 
on  aura 

(4)  cosEv-^c'nw-¥/v—gv  (— H ^” ) • 

En  multipliant  ^^^-4-3m=— coi  aÆ'v— gv-t:/î>  par 

— 2j'R,dv—  -xcosEv—c'nw  y)> 

il  viendra 

(5) ...  — oosEv-^c'mv-^-Jv  — gv 

La  réunion  des  termes  compris  dans  les  équations  désignées  par 
(i)  , (a)  . . (5)  fournit  cette  équation  différenûelle 
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d*.»u  / 8 ,\» 

—77— (*-»'«)»«= 

1/ 

^ /15  , m 1R9  . 63  21  1S5\  , 

■‘"VT'^Ï  16"*'Ü  64~  64/'” 

75  1 . 765  j 15  ».  65  » 

fi  T ^ îft  ^ 

cos  Ev^c'mv-i-jv—gv'—cv  A'et'fb'  — |-h g 

(ï  — c)*— I— jm* 

qui  étant  intégrée  donne 


cos  Ev-^  c'mv  -^Jv — gv> 


Æ}  f T»  ( 46  \ 165  } 

Ai-th  {^m— g^m 


7S  . . 76S  , 15  . . 9S  , 

t /.  ^ I S ÎS'”"^64'”  T'”"**16'” 

cosEo-i-cmv-i-yv—gv—cv  Aetyb  j — g h 

(»  — e)‘— I— JBI*  2—g  — C 

Il  suit  de  là  que 


cos  Ei>-*-</mo-¥-Ji>—gv 


^ï=  i«(i  — ecosct>)  = 

jdf  t i»  ( 43  1 185  I j 

Atyb  }îg>M—  gr'”  I 


cos Ev+c'mv-i-Jv — gv—cv  Aei'fb' 


175  » 76*>  I I9  » 95  3 

s ië'”-^  65"”  . T'”  + Î6'” 

(»— c)*— '— j”i‘  2— 

43  . 185  , 

S2'”-  Î28'” 


Pour  avoir  les  termes  renfermés  dans  le  carré  de  — on  fera  le  carré 

«I 

du  second  membre  de  l’équation 
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~=  cosgv-Ji>  cosgv-i-cv-fv 

-i-cos Ev-*-c'nw  t'3‘^  -4-  cosEv-¥cmv—cv  et'b'(^  ; 

ce  qui  donnera 

(*^y=  cof£‘v-»-cW+yî>— gv 

(8  S 8 \ 

— f ~ïi=”ï  )• 

Ainsi  nous  avons 

aî^_3(^)*= 


cos  Ev  -¥-c'mv  •¥ji>  — gv 


43  . 185  , 

T'^-  ir"» 


J H = , 

I * (— 

m* 


/S  . 5_A  . 8 


cos  Ev-t-c'mv-t-Jb—gv—cv  /tei-ib'l  75  , 765  i 48  . 185  ■ 

''O  '1  ni*.l m*  _ — m 

16  64 


T"*-^8T"* 


(a-f)*— I— jm*  (a  — g)*-*  I -*-j  "»•  I 


En  faisant  le  carré  de 

j%  3 8 

— my  R^dv=-^A tcosgy—Jv — ■^et'b'cosEv-^c'mV’^cv  , 


on  aura  -, 

m' i^J'R,dv^  SS  cosEv-i-c'mV’^Jv—gv—cv  A'ei'ib'^—^'^. 
Donc  on  a ; 

}15  .65 

5 T”***8i”* 

r %~s—c 
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Pour  avoir  les  termes  renfermés  dans  le  produit  ÀB  , on  fera 

A = — y ^ 7 cof  gv  — -t-  J t'i’cof  £’p  c'nw  ■+■  ^ et' b' cos  Ev-¥-  c'mv  — cv  ; 

S s 

B at— yj/ycofgv— yî'-+-yee'i*cor£'v-»-c'OTP— CP  ; 

et  de  là  on  tirera 

AB=  cosEv-^dmv-\rJv — gv 

•^cos Ev-^-dmv-^-Jv—gv  — cv  A'ei'yb‘(^—  j — n~“î)' 
Ainsi  nous  avons 

r=A-B-t-AB= 

IM  . 135  , } 

/S  5 S\.  8"*~82"*  ( 


COS  Ev-^dmv-^fo — go — co  A'et'yb' 


\ r^4  8=*îa; 

*5  2*5  • 

i— g — c 

{ 75  . 705  , 

48  . 185  , 

16  64 

1 , y » " 

, . * 
(»— g)*— > ■►j"»* 

d'où  l’on  tire 


d ,itu 


• K-+-  a e cos  a>y.y= 

/ SS  S 

V isMa~  s/ 


120  . 40S  , 


cosEv'irdmv-hJv-^gv—cv  Aetfb'\ 


et  en  intégrant 


-g  m-i--5jw» 


(1— 

T '“‘^  •81 


3—g  — C 


(a— c)*— I— |w»* 
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int  = 


H9  ^6  405  „ , 

lï  ™ ” ■5T 


I 6(»  f «)  (»— g— c) 

■g-"*  "hff  . T '32 

. ^ g . 1 

(2— g — c)*  (ï-g-c)j(»-c)*-i 

Maintenant , pour  réduire  ce  coefficient  en  nombres  on  y fera 
2— c=  o,oo443ii3  ; (2— g)‘— I-+-J '»*=  0, 0003665  ; 

(a— c)*— 1 — |m*=  o,oo8583i6. 


— I ”•* 

Log.  (2-g-c)  = 2,3534854  ; Log.  (2  -g-c)  = 4,7069708  ; 

— I . 

Log.  }(2  — g — c)l(2— g)‘— i-4-|-/n*}  I = 5,7894114; 

Log.  j (2  — g“c)  1 (2— c)*—  I — l'w*)  } — 4»4*9®^®‘  > 

ce  qui  donnera 


-6Ü^=-o,o»944-, 


m 


405 


W"*-  64 


(2-g-c)  I (2-g)*-n-jn»‘j 

45  6.285  . 

-g/n+gjm 


= 0,8899— o,o5io5  s 0)8389  i 


— o,o5o2  — o,oo5g  = — o,o56i  ; 


75 


765 


? — 0,0432-4-0,0082=:  o,o5i4- 

(2— g_c)|(2— c)‘-i— jm’j 


De  là  on  tire  la  conséquence  que  l’inégalité  ayant  pour  argument 
Ev-^c'nw-*-/v—^^^cv  est  tout-à-fait  insensible. 
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Passons  maintenant  à la  discussion  des  inégalités  dépendantes  de 
l’angle  rfv  ; ce  qui  nous  fournira  le  premier  tenue  du  coefficient 
de  l’inégalité  ayant  pour  argument  agv  — %fv  , et  complétera  , sous 
ce  rapport,  le  second  terme  de  l’inégalité  dont  l’argument  est 

a4-  En  conservant  seulement  les  termes  affectés  de  l’argument  a/î» 

»• 

et  faisant,  pour  plus  d’uniformité,  ^"a=^sin'a  • les  formules  posées 
dans  la  page  364  réduisent  à celles-ci  : 


H. 


_A'*  q.  ^usin  ifv 

' i 

(l-t-Sl)' 


Jl,- 


q,  au  cos  ifv 
" i y 


ttj 


(I 


Maintenant  si  l’on  fait  dans  ces  expressions,  s = s,  = fsingv^ 
aus=u,=  1 -t-ecoscv  — ^y'cos  2g\> , on  aura  d’abord  j 


Ii,=  A' tinijv — ^.ci/ncf — a/v — ^y’smagv — ifv  j 

,/l  -*  1 191  o\  r 

-^7(5  '»  -t-j./»  jcos2gu-2>} 

abstraction  faite  des  autres  termes. 

En  réduisant  la  valeur  de  7f,  au  terme  /?,=  A"  coi'xfv  , et  consi- 
dérant seulement  l’argument  "xfv  dans  la  valeur  de  R, , il  viendra  ; 

— m' A'y.singv--:^'. 

d’où  l’on  conclut,  que  l’expression  de  is  renferme  le  terme 

fe— î)  -I-JITI 

Tomt  T.  n 
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Donc  , en  introduisant  ce  terme  dans  l’équation  différentielle  en  is 
posée  au  commencement  de  la  page  368  on  aura  l’équation 

^ • 

qui  doune  is= .-j  simEv-\-gv— \fv.  Maintenant,  par  l’introduction 
de  ce  terme  et  du  précédent  dans  le  second  membre  de  l’équation 
différentielle  en  is  on  forme  l’équation 

de  laquelle  ôn  tire  . 

yf' m' (ï m\ 

ds—  T =-^'  ( à -H  y)  l'  ■" 

Ce  terme  de  is  , et  le  précédent , donnent 

3i, is=z  — ^ 7*co5  'xjv-^jf  (f  2gf  — - C0S2Ev-*-igV — 4/î’- 

En  faisant  le  carré  du  binôme 

is  = — g ysingv — .siniEv — gv 

ou  aura  le  terme  (3s)‘=— aZ’v' — agf+a/i».  Donc 
-9(yer=  3r.dr  + |(Js)*= 

— ^■i'COS0fv-i-y"{^-*-~yt'cOS2gV—2fv 
— jco^2£'^>-»-2gv— — ag-v-t-^j . 
Actuellement , on  prendra 
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du  jy  n • A"  • y. 

— R,.esincv  = -^,esincv — a/v  ; 

. Ri  = — ^yfcos^v  — ^A"ecoscv  — ^Jl>‘, 

et  d’après  cela  on  formera  cette  équation  difTéreniielle  j 

* • f/» . Jti  / 8 > \ k 

-in:  -(>-2"*  )^“= 

(*)  \cosifv  yTe(n-i-|=o)/M’| 

^cos2g^-2/^^  = 

-f-coî 2£’t'-t-2g>>— ^ ^ niJ-t-cos2£v—2gi>-t‘:i/v  ^y*^— 

qui  étant  intégrée  , donne 

iu=  cos2f,  ^'^_:^’_^^+cos2^-2> 

— 1 2£'t>  2gV  — 2/î>  -I-  COS  lEv  — 2gV  -H  2/î»  j . 

De  là  et  de  l’expression  précédente  de  —J' R^dv  on  tire  ; * 


(*)  Les  deux  termes  affectes  des  arguroens  « cv se  trouvent  aussi  dans  IVrqualion 
dkffcrentieUe  en  donnée  par  La^ran^e  dans  son  Mémoire  sur  l’équation  séculaire  de  la 
Lune  ( Voycx  p.  33  , 34,  35  du  Tome  Vll^dcs  Prix  de  l’Acadéniie  des  Sciences  de  Paris). 
Il  trouvait  y comme  uous  ^ que  le  premier  terme  du  coefficient  de  l'argument  cv  — est 

nul  J mais  il  négligeait  le  terme fait  partie  du  coefficient  de  l'argument 

2 

Au  reste  ) il  &ut  remarquer  que  dans  le  cas  de  l'homogénéité  de  la  Terre , on  a 4^=;- 

ce  qui  change  notre  quantité  — = — (ïï  j Ÿ j im*«  en  - ? (")■ 

et  la  rend  égale  à celle  que  Lagrange  désigne  par  (?)•!  , lin'c 

( Voyei  p.  3o  et  4'  )■ 
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^^*ï=  — R,d\>  = 

CCS  ^'(|/»‘+|7*)-t-C0S2gV-2>  J",‘  j(|_l  = o)  + (]-j  = o)m  j 
-4-""^  ^ ^COS2Ev~^-2gV  — 7/i>  + COS2Ev  — 2gV-t-l/v^  ; 

int=  simfv  + 

H-  — { sin  2Ev  ■+•  2gv  -2f\>-^  sin  2Ev  — 2gv  -¥■  2jv  j . 

2 3.  Cherchons  maintenant  le  terme  de  la  forme  y/"  m*  7*  cos  agv  — 
qui  entre  dans  l’expression  de  , en  imitant  le  procédé  exposé 

depuis  le  n.*  8 jusqu’au  n.“  17  de  ce  paragraphe. 

En  faisant 

R,=  ^sin2Ev-,  is  = — ^i-t-Ç^7Si/ig'0  — a/w  ; 

R,=  \cOS2Ev,  i^=-yf'(l^:i^-^cOSgV  — 2jv, 

un  obtient  l’équation  différentielle 

qui  donne  ; 

is=  A!'{jj-^^m'^isin2Ev-^-gv—2jv', 
et  par  conséquent 

3s,9s=s—^"  U"»*) 7* cos  2Ev-*-2gv—2jv. 

Le  carré  du  binôme 

3s  = — ( i -+•  y)  7 «n  gV  - a/w -4- ( I m ^ m*  ) 7 s/n  2£o — gv , 

donne 
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(»f  )■  S=  I _ ^ ( i -H  ^ ^ ^ ot’  I Y*  COS  2£v—  7ÇV  ■*>  2>. 

Donc  on  a,  — 3J’=3jt,dj^-|(Js)*  = 

— ^Y*.  ^(^+^m'^cos iEv-i-agv -iji> ■*-(^^m-*-^m'^cos2Ev—2gv-¥i/v\. 

/t'’ 

En  prenant  du=  -^f'cos ogv  — on  trouve 

dif  =—6simEv.iu=—  | sin2Ev-i-agv—2/î>-i-sin2Eo — 2gv-4-2/î>j  ; 

9 3 ( ) 

5if''= — jcos  2Ev,iu=i—^.^l'  \ C0S2Ev-i~2gV—  :^  + C0S2Ev  — 2gV-*-2/î>j  ; 

—y SB'  .do  = — ^y  ^C0S2Eo-t‘2gV—2/i>-t-C0S2Ev^2gV-i-2/i>^  . 

En  faisant  le  produit  ^es  deux  fonctions 

/8  A*"  — » 

R^dv=  ^cos2Ev — jv'-w»  .cos2gv— 2J0  -, 

i m' cos  2Ev  l' cos  2go—  ijv  , 

il  viendra 

— cos  2Ev 2gv  — 2JÔ  ■•■5  = 1) 

-t-cof a£'t'— 2gv-+-2/ù 
La  réunion  de  ces  parties  donne 

COS2Eo-*-2gV-2fo  + 

cos2Ev-2go^2fo  ^Y|-Tÿ-+-(î-ï-|-S  = m)'”‘î  i 

d’où  l’on  tire  en  intégrant 
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du=  C0S2Ev-*-2gV-j/^>  = è)"**! 

COS  2 Ev-  2gv  + 2>  A'f  i - ^ ( sil  - n = - ils  ) '”*  I 
Il  suffit  ici  de  prendre 
dIÏ=-6sin2Ev.3u=  A'f 

en  observant  que  les  termes  donnés  par  (J«)*  et  ni^nt  se  détruisent. 
Donc  nous  avons  ; 

/\jv  1 27  7/1-  0 * y 

= V*.C0S2gV-S>.  ' 

26.  Le  produit  des  deux  fonctions  ^ 

/?j=— 3wi’-4-|cos  aiS’v;  =— y'/swgv— 2E\’-hgo  — ^ 
donne 

R,3s=  //"y  I -h(i  j s/ngi>-i/i>. 

Et  le  produit  de  R,  = -^sin2Ev>  par 


d.ts 


donne 


Y2  d s Ml  /"  5 3 ni  \ • M 

- R,  — = ^ ( 82  - 126  ) 

/J 

R,dv  = -^cos2Ev  par 


on  obtient 
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.singv—^v. 

Donc , en  réunissant  ces  parties  , il  viendra 

singt—  a/v.  } "**+â"*’+(|-îl8  + iS=î-5)  I 5 

d’où  l’on  tire 


423 


ts  = 


) • V 

- .smgv  — 


Mais  |(^-=*)*->-ï"»’î  + i partant 

9s=  A"t 

3s,8s=  A'-i'\  + 

Le  carré  du  binôme  * 


is=  ^m-isimEv—gv-^'^^-^^ 


sin  2Ev  -hgv  — 2fi> , 


donne 

(3)  . . . . (8sy=  ^A"m'y'cos2gv  — 2/v. 
Ainsi  il  est  clair  qu’on  a 

3s.as  + |(is)*  = 

cos  2g^>  - 2/0  A"y  1 ï + n "»  + ( il  + Il  = Ss  ) '”1  • 
La  fonction  Aj  posée  dans  la  page  4>7  donne 
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/?5  = — — S*^^I  — ji‘^.(au)’C0i  2/î» 

= — ^ I -I-  ^ 7*  cos  igv^  (a«)*  cos  ifv 

= — ^ J -H  ^ 7*  cos  3gV^  ^ I — J 7*  COi  2gV^  cos  ofv 

= — 1 + ^7*  cos  2gy)cosi/ô 

= — j§^"7’cosag'o  — 


Cela  posd  , si  l’on  fait  la  réunion  des  termes  compris  dans  la 
fonction  (3)-+-m*|  2.(i)-»-a.(a)-*-(4)  I on  formera  celte  équation 
dilférentielle 


laquelle  étant  intégrée  donne 


.(i-lm 

’)ai<= 

/ 191  19 

427 

\ 9«  ■*‘18 

256 

l m / 

1875  1 

768  ■*■4 

Il  suit  de  là  que  nous  avons 

— -2,iu  + m'J'R,dv=: 


dv 


y O /1S67  191  9 877  \ J , 

cos2gv-2fo  A-t  [o.m  +o-"»-(*38i--Î95-6Î  = m;"‘  I 5 


et  par  conséquent 


» . îtll  A" y' m' .lin  igf> - 

Î28  as-2 


3ii:=_»g.^'7-sm2gv-2>. 


27.  En  rapprochant  ce  résultat  de  ceux  obtenus  dans  les  pages  383, 
384  > 3gi  et  3q5  on  en  conclura  que  la  ligure  elliptique  de  la 
Terre  introduit  dans  l'expression  de  dnt  les  termes  suivans  ^ 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  COMPLÉMENTAIRE.  4^5 

-♦-  ^ey  j(')  ^singv—cv—Ji>+^singv+cv-i-/\>--^smgv  — cv-+-yv^ 

— yfm-t  j iEv-gv-¥-fv\ 

-4-  À"  { sin  ï>  - l'sin  aer  - 3>  } 

-4-^  16^*  i ^Ev-^  2gv  — :^+sj>»2£'4'— asv  + a/v*  j j 

-4-  etc. 

lesquels  étant  réduits  en  nombres  donnent 

6", 65  singv—Jv  — o" ,Z^sing\>-\~Jv’^o" ,o\C)singv —cv—fo 
+ o'',oi  — o'jio^s/ngt» -cv-^-fv-o’,ooc)sinïEv-i-gv—Jv 

— o",oot)î/n  2£'i>-^g't>-4^-f-o'’,oo57  .sin  simgv—  iji> 

-4-  etc. 

On  peut  juger  par  là  le  peu  de  fondement  que  l’on  a,  d’estimer  la 
grandeur  des  inégalités  Lunaires  par  la  simple  oonnoissancc  de 
l’ordre  analytique  du  coeiücient  littéral.  C’est  le  coefficient  numérique 
^ qui  rend  sensible  la  prémière  de  ces  inégalités  : mais  ce  nombre 
n’est  pas  un  de  ceux  qu’on  puisse  deviner  par  un  simple  aperçu  , 
comme  on  peut  deviner  l’existence  et  la  forme  de  l’argument. 
Toute  fols  cela  suppose  un  grand  développement  dans  les  idées 
théoriques  , puisque  Mayer  , qui  avait  établi  par  les  observations 
l’existence  de  l’équation  G"fi^.singv—Jv,  n’en  a pas  pénétré  la 
véritable  origine. 


C)  M.-  Damoiseau  trouve  A'ey  y au  lieu  de  ■ , pour  le  coetlicieiit  de  l’argument  g<j  ^ iv  —fv 

( "Soyez  p.  591  du  Vol.  où  la  Théorie  de  la  Luae  est  impiimée  \ Mair  ce  coefficient 
de  M.'  Damoiseau  me  parait  fautif:  car  il  obtient  dans  reipreislon  de  le  terme 
— ^A^eyccsgv — cv~fiy  tandis  que  j’ai  démontré  ( Voyei  p.  3ni)  que  ce  terme  devient 
nul  par  la  destruction  mutuelle  des  parties  qui  concourent  à sa  formation.  D’ailleurs,  pourquoi 
tenir  compte  de  ce  terme  et  négliger  celui  alfecté  de  l’argument  gv-cv^*-fv  dont  le  coef- 
ficient est  six  fois  plos  grand? 

r.  / _ 54 


t 
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Calcul  du  coefficient  de  l’inégalité  Lunaire  ayant  pour  argument 
•xEv-^idmv — ofv. 


28.  D’après  l’analyse  exposée  dans  le  7.“"  paragraphe  du  S."*” 
Chapitre  il  est  aisé  de  démontrer,  que  la  valeur  de  au=  u,-t-iu, 
et  celle  de'  s*=:(s, , renferment  chacune  un  terme  affecté  de 
l’argument  iEv-^2c'mv  , tel  que 

iu=  cosiEv-k-%cmv  » 

s'  = cos  iEv  + ic'mo  ^ "»*■/*)• 


Kn  effet;  l’expression  de  is  posée  dans  les  pages  204*207 
volume  donne 

( 9 98  \ 

(3r)’=  isiniEv—gv  , -/(  !'”)><  singv+2cmv 

-t-2sifi  ïEv-^c'mo — gv  X sirigv-^c'niv 

r~  f „ / Î7  81  27  \ . 

= COSlEo-irICmo  l 6l”2ÏC  = 2^j"*  > » 


du  second 


*'v(s"») 


partant  , 011  a ; 

«.«s  + (ds)‘=  cosiEv+2c'mv  j |j«»7‘+(sS-*'-2r6  = ll)"**>‘ } 5 

— 7(^)J7’=  3s.Js-t-|  (Î5)‘=  cos  iEv  2c'mo  *'’(5^"*7'-*'g|"*'7’)' 
U suffit  ici  de  prendre 

E^-t-^9u=  |2coîc'mi>  -H  2C0S2c'mv 

= cos2Eo+2c'mv  e"  1 1 — y = — I j m*. 
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Produits  partiels  de 

Multiplicateur  Produit 


^ ïï? 

COf 


(~*) {'“aÆ’t'+acW  i'*( 

•'(  ï) j;'%£-»;-t-acW 

Produiu  Partiels  de  J’ 

Multiplicateur  Produit 

( ”») j’"2Z’t>  + acW 

-a«'-(a£>.4.cW)  .'(-^) j^a^-.-t-acW  .'•( 

Produits  partiels  de  — 2 

Multiplicateur  Produit 


2 cos  a£’i»  ^ 

:-î)- 

(-S»- 

2C0S2Ev-irc'mv  1'^ 

: !)•■ 

( i”- 

Il  suit  de  là  , que 

> 

sin2Ev-^2dmv 

0 

=î«  ) 

—J^iKdvsn  C0%2Ev->r2dmv 


SJÎ’'=: 

cos  2E\>+  2c'mi>  t'*  I 

[37  9 9 ( 

1 « ï~8  1 

II 

cos2Ev-t-2c'my 

r 9 

-ff"*  )■ 

La  réunion  de  ces  parties  donne  cette  étjualion  j 
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de  laquelle  on  tire 

Su=  cos  2Ev-h3c'mv  = 

et  de  plus  on  voit  que,  ce  coefficient  est  exact  jusqu’aux  quantités 
du  sixième  ordre  inclusivement. 

Cela  posé  , en  prenant 


y , at< 

( > 


3«  — |s*=  cos2Ev-^-2c'mv  ) 


l’expression  précédente  de  R,  donnera  ce'  terme  j 


9 • . 15  . 

52'»7-1-32«7  )* 

9 % , 1*)  A t \ ffc 

Sa'"'/  ■‘‘sS"*  )‘ 


sin  2 iS’v  -f-  ac'/m»  — a/î»  j 
. cos  lEv  oc'mv  — a/i’. 


Relativement  à cet  argument , le  principal  terme  de  l’expression  de 
iu  est  celui  qui  a pour  diviseur  la  petite  fraction  oE'^ric'm — 

en  conséquence,  il  suffit  de  prendre  9u=2m‘^R,dv.  Par  la  même 

raison  , on  peut  réduire  la  valeur  de  à — oiu  + m'J'R^dv  \ et 

alors  on  a 


dv 


jtt  5 #*  » / 91  45  \ 

■'f  ffs  t ’i 

iE  tc*fn  -xf 


. cos  2Ev  -t-  2c'mv  — 2fv  ; 


d’où  l’on  tire  , en  intégrant  ; 
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JM  1 » / 27  4®  \ 

J nu  y (sa  + Hî'”)  . ^ ^ 

3n/= r. ; 7: .sut  2Ùi^-i‘2C  IW — îM 

(ai ac  m — 3y  / •' 

En  réduisant  ce  coefficient  en  nombres  on  le  trouverait  de  quarante 
secondes.  Mais  une  circonstance,  dont  nous  n’avons  pas  encore  parlé, 
le  rend  insensible.  Voici  en  quoi  elle  consiste.  Pour  plus  de  sim- 
plicité , représentons  ce  terme  par  9nt  = G . sin  -,  et  remarquons, 
que , en  réduisant  l’expression  de  dlC , due  à l’action  du  Soleil 
(Voyez  p.  2^3  et  33 1 ) an  seul  terme  J/l' = — ‘imint.cos^Ev  , on 
aurait  par  la  substitution  de  ce  terme  de  inl  ; ... 

« 

iR  = — I m G I sin —sin^iEv  — Pv)  | : 
d’où  l’on  tire  , en  prenant  = î 5 

-ftRdv=-\  m G I cos  (^2Eo-*-pv)  — cos(aEv  — (3i»)  |. 

Donc  , en  considérant  seulement  les  termes  affectés  des  argumens 
aEv:îz^v,  qui  ont  pour  diviseur  la  très-petite  fraction  (iE+ic'm — a/')’, 
on  formera  l’équation  différentielle 

— — (*  — (aZ’f  + Pv)  — coî(a£’v  — | , 

qui  donne 

J«=  ^^^{cot(a^v'  — Pv)  — coî(2£’v-t-Pv)  |. 

Cela  posé , si  l’on  substitue  cette  ■ valeur  de  Ju  dans  le  terme 
— &sin%Ev .iu  , appartenant  à la  fonction  J/f  (Voyez  p.  273  ) , 
on  aura 

iR  — — im'  G .sin^  j 

et  par  conséquent 


Digitized  by  Google 


43o  théorie  du  moutehent  de  la  lune 

i^==-Zm'J'R,dv  = — ^^cospv, 

y • Qrti'C  . - 

a«r  = — sin  p^». 

Donc  en  réunissant  ce  terme  avec  le  précédent , on  aura 
intss  C j I — 2^  j finpt». 

En  cherchant  de  la  même  manière  , le  troisième  , le  quatrième  etc. 
terme  de  ce  coeilicieDt , on  voit  qu'il  donnera  la  série 


c’est-à-dire 


int  = 


GsinBv  ^ G B*  sin  6%^ 
9/»^  9 i8"  * 

I •T-  ‘“5r 


ou  bien  , en  remplaçant  G par  sa  valeur  trouvée  plus  haut  ; 

jh  s <»  » / 45  \ 

yf  m t 7 (32 -<-32'»*)  . r’  > r 

r — T-v ■< TTT  .siniEv-^-2cmv  — ifv. 


tnt  = 


La  quantité  9/r»’  étant  très-grande  par  rapport  à + ic'm— i/")' , 
on  peut  écrire 

3rit=  .f/n  ac'/m'  — ^ ; 

d’où  l’on  tire  , en  substituant  pour  A"  sa  valeur  ; 

— 'F) '^.simEv-t-icnw—  i/v. 


Or  il  est  évident  que  ce  coefficient  est  insensible  Si  l’on  objectait, 
que  en  posant  tu=:H.cos^v,  l’équation  tR' z=:  — 'j simEv .tu , donne 
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—J' ilï .d\>  = — ^ll  ^cos(^2Ev-*-fii')-*-cos(2Ev—  |3p)  j , 

et  par  conséquent 

iu  = — m' Il  \ C0s(^2E\>-i-^v)-i-C0s(^2Ev — fiv)  j ; 

on  ferait  disparoitre  la  nécessité  de  celte  considération  , en  faisant 
remarquer  que  celte  valeur  de  9u  , donne 

m = — ôsiniEv .3u=  (Jim' II — ini'H)  sin^v  = o. 

29.  Lagrange  a considéré  l'inégnlité  ayant  pour  argument 
iEv-^2c'nw — 2jv  dans  son  Mémoire  sur  l’inégalité  séculaire  de  la  Lune, 
publié  en  1776  dans  lé  Tome  MI  des  Prix  de  l’Académie  des  Sciences 
de  Paris.  Mais  comme  , dans  son  analyse  ( Voyez  ce  qu’il  dit  à ce 
sujet  dans  les  pages  i3  , 21  , 44)  > supposait  nulle  l’inclinaison 
de  l’orbite  , il  est  impossible  que  ses  résultats  soient  conformes  à 
la  vérité.  Car  tous  les  effets  principaux  de  cette  cause  perturbatrice 
disparoissent  dés  qu’on  suppose  ï = o,  et  qu’on  ne  prend  pas  en 
considération  l’équation  différentielle  qui  détermine  la  perturbation  3s 
de  la  tangente  de  la  latitude.  D’ailleurs  Lagrange  n’a  pas  remarqué, 
que  le  dénominateur  (a.£’-H2c'm  — 2J")'  perdait  l’influence  qu’il  lui 
atiribuoit  par  son  association  avec  la  quantité  g. ni',  beaucoup  plus 
grande.  C’est  en> vertu  d’une  cause  semblable,  que  la  lente  variation 
séculaire  du  plan  de  l’écliptique  se  trouve  paralysée  en  s’associant 
au  mouvement  beaucoup  plus  rapide  du  noeud  de  la  Lune  , dans 
l’expression  de  la  tangente  de  la  latitude  de  ce  satellite  au-dessus 
de  l’écliptique  vraie.  Néanmoins  , ce  Mémoire  de  Lagrange  est 
précieux  sous  d’autres  rapports  , et  il  a dû  faire  germer  des  idées 
plus  heureuses  : c’est  là  , que  la  non  sphéricité  de  la  Terre  à été  , 
pour  la  première  fois  , introduite  dans  les  équations  différentielles 
du  mouvement  de  la  Lune,  avec  une  lumineuse  élégance  analytique, 
et  il  n’y  avait  qu’à  rétablir  les  termes  dépendans  de  la  latitude  , 
pour  découvrir  aussitôt  l’inégalité,  ayant  pour  argument^,  qui 
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affecte  cette  coordonnée.  Mais  il  était  réservé  à Laplace  d'ajouter  , 
27  années  plus  tard , cette  importante  remarque  au  travail  de 
Lagrange  , et  de  la  suivre  dans  ses  conséquences  par  rapport  à la 
longitude.  Au  reste,  il  n’est  pas  surprenant  si,  Lagrange  uniquement 
préoccupé  de  l’Idée  d’une  équation  ayant  une  période  de  plusieurs 
milliers  d’années  , a négligé  de  chercher  dans  ses  propres  formules 
les  termes  sensibles  qu’elles  pouvaient  donner  avec  des  argumens 
dont  la  période  est  d’un  petit  nombre  d’années. 

3o.  Ce  Mémoire  de  iMgrange  offre  une  autre  particularité  que  je  ne 
puis  passer  sous  silence.  L’équation  différentielle  dont  il  donne  les 
coeiliciens  dans  les  pages  34  et  35  revient  à dire  , suivant  nos  dé- 
nominations , que  l’équation  différentielle  en  doit  renfermer  les 
termes  suivans  : 


8 , 
i-jm 

\ 

cos  2Ev+  2c'f>n> 

«'■I 

( 4"* 

cos  2EK’-h2c'mv  — 

CO  cî"  ^ 

^ 4»  , 

-T"‘ 

cos  Ev  -t-  c'nio 

.'i’I 

f tâ  . 
[ T"* 

cos  E\>-t-  c'nw  — cv 

et'b'{ 

5. ni" 

cosiEo  -h  3cVm> 

i 2 

Or  il  est  démontré  dans  cet  Ouvrage  , que  le  premier  et  le  cin- 
quième terme  sont  nuis  -,  et  que  les  cocfliciens  numériques  du 
second  , troisième,  et  quatrième,  sont  respectivement  égaux  à — j 
4--g-  , — J ( Sur  quoi  Voyez  les  pages  36',  3y  , 345  de  ce  volume  , 

et  les  p:t£cs  7a  , 73  du  second  volume  ). 

Ainsi  il  n’y  a pas  un  seul  de  ces  nombres  de  Lagrange  qui  soit 
exact  : et  cela  ; à cause  qu’il  n’a  pas  pris  en  considération  toutes 
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les  combinaisons  qui  concourent  à leur  formation.  Autrement,  Lagrange 
aurait  vû  que  le  terme  de  la  forme  -zEv-i-^c'mv  est  nul 

dans  le  développement  de  la  fonction  alors 

les  trois  parties  de  sa  formule  posée  au  bas  de  la  page  38  auraient 
cessé  d’exister  chacune  en  particulier.  Cela  donnait  de  meme  un 
résultat  nul  ; mais  sans  offrir  la  singularité  d’une  destruction  mu- 
tuelle entre  leurs  parties,  qui  avait  quelque  chose  d’étonnant  même 
pour  Lagrange  : au  point  qu’il  regardait  comme  fatalité  singulière 
(c’est  sa  phrase  V.  p.  4^  ) ce  qui  n’était,  dans  le  fond,  qu’une  heu- 
reuse combinaison  d’erreurs  propre  à détruire  les  erreurs  commises  , 
en  empêchant  la  réalité  d’une  fausse  conséquence.  Je  regarde  plutôt 
comme  une  fatalité,  que  Lagrange  ait  cru,  par  ce  Mémoire,  pouvoir 
établir  comme  douteuse  l’accélération  du  moyen  mouvement  de  la 
Liune  , tandis  que  ses  propres  recherches  tendaient  à la  mettre  hors  de 
doute  , ainsi  que  Lapîace  l’a  fait  voir  par  une  simple  rectification 
de  ses  calculs  (Voyez  la  page  aag-dSa  du  Tome  VU  déjà  cité):  et  ' 
que  le  même  Lagrange,  huit  années  plus  tard,  soit  tombé  le  premier 
sur  la  véritable  formule  qui  contient  l’explication  de  ce  phénomène 
sans  s’en  appercevoir.  (Voyez  ce  que  j’ai  déjà  dit  à ce  sujet  dans 
les  pages  63  et  64  de  ce  volume  ). 

3i.  Parmi  les  inégalités  dépendantes  de  l’angle  ijv , celle  dont 
l’argument  est  Ev+c'mv-^-iJv — 2gv — cv  paroit  , au  premier  coup 
d’oeil , susceptible  d’acquérir  un  coefficient  sensible , eu  égard  à la 
petitesse  du  diviseur  3 — 2g — c — (i — i)  = o,ooo4u5. 
Mais  , d’un  autre  côté  , si  l’on  réfléchit  que  , en  dernière  analyse  , 
on  aurait  dans  ànt  un  terme  de  la  forme 

K{E-^c*m  c) 

g — c)*-  I — 

' ' ' ‘ 'i 

( c'm  ^ — 1 J m* 

Tbmc  / SS 


K. 


A»et'y‘b‘m‘ 
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et  que  l’on  a f^E^fmZlj-% - «>0000000744 1 , on  en  conclura 
qu’il  faudrait  supposer  aux  coeificiens  désignés  par  K , K! , K"  des 
valeurs  lout-à-fait  improbables  , pour  rendre  ce  coefficient  sensible. 
Ajoutez  à cela  , que  la  fonction 

A'm»  ^ /fm*  ^ JT'm» 

E-^c’m-t-tJ  Ig  c [E^-c’in-t-if—g — — — aj)* — i 

doit  se  réduire,  étant  développée  , à une  quantité  de  l'ordre  de  m‘; 
et  que  , par  conséquent , on  doit  regarder  le  coefficient  de  cette 
inégalité  comme  ayant  pour  diviseur  une  quantité  de  l’ordre  de  la 
première  puissance  de  E-i-c'm-t-:tf—2g  — c,  ainsi  que  cela  a lieu 
pour  tous  les  cas  semblables.  Au  reste , nous  pourrions  obtenir 
directement  la  valeur  approchée  de  ce  coefficient)  mais  nous  croyons 
superflu  d'exposer  ici  le  calcul  qui  établit  l’inutilité  de  sa  considération. 
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Des  inégalités  Lunaires  dues  à la  différence 
des  deux  hémisphères  terrestres. 

3a.  Far  des  motifs  tout-à-fait  analogues  à ceux  qui  ont  été  exposés 
au  commencement  du  paragraphe  précédent,  la  base  de  celte  recher- 
che sera  fondée  sur  les  formules  suivantes , déduites  de  celles 
données  dans  la  page  36  : c’est-à-dire  que  , après  avoir  fait , pour 
plus  de  simplicité 

on  prendra 

> g g . 

l T;sin'a-^-is',sinacos'a—^(i-^rs'')sin<».cosJv\ 
_ m"*  («»!•  ) ■*  » V y f . 

ÎJ  8.1  l* 

3 S . îm*  a cos  o.sin  ffv — -^sin  a.  cos  3/î>  1 

JR,=  q * I icos a — |cos*u  — (4cosa— 6coî’a)s*  I ; 

I(nsina  — ^sin’a-i-s' .sina^sin/i»  ) 

V ' 4 / •'  f . 

— — sin'  a . cos  a . cos  ifv  -I-  j sm’  « • sin  "ffv  j , 

R^  — — y ■■  I 3cosa — YS'"^*“cosa-+-(6coîa— ioco5’a)s* I . 

" I’ 

î — a -1-3.  siiCtù  s/'/ia — y sm’aV  wa.s  ' j 1 

/f  _ (»u)»  15  \ 5 4 / S II 

**  3s’^s.sm*acosa.cosa/î'— — |s‘^sm’a.«n^j 


pour  les  valeurs  de  /?, , f?,  . . /?,  qui  doivent  être  ajoutées  à celles 
posées  dans  les  pages  a65  , 266  , afin  d’analyser  les  conséquences 
auxquelles  donne  lieu  l’introduction  de  ces  nouveaux  termes  dans 
les  équations  différentielles  du  mouvement  de  la  Lune. 
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Il  est  vrai  que  cela  suppose  connue  la  valeur  du  coefficient  Aj,,  : 
mais  quelle  qu’elle  soit , on  sait  positivement  qu'elle  doit  être  fort 
petite.  Et  comme  ce  coefficient  se  trouve  multiplié  par  le  cube  de 

la  fraction  ^ = >1  serait  absurde  d’attendre  des  termes  sensibles 

de  la  part  de  cette  cause  perturbatrice,  si  la  considération  des  termes 
qui  augmentent  par  les  intégrations,  ne  réclamait  pas  une  discussion 
scientifique , propre  à faire  taire  les  doutes.  Je  conçois  a priori 
que  de  tels  doutes  n’ont  pas  de  fondement  ; mais  la  complication 
du  sujet  ne  permet  pas  de  saisir  d’un  coup  d’oeil  l’ensemble  des 
circonstances  qui  les  atténuent  et  les  font  disparoitre. 

Les  termes  compris  dans  les  expressions  précédentes  de  R, , R^ 
peuvent  être  part.ngcs  en  trois  classes  , dont  la  première  comprend 
ceux  dépendans  de  l’angle  Jv)  la  seconde  ceux  dépendans  de  l’angle 
ijv'y  et  la  troisième,  les  termes  qui  sont  fonctions  de  l’angle  Je 
fais  abstraction  des  termes  Indépendans  de  l’angle  Jv , pareeque  il 
ne  peut  résulter  de  leur  existence  , qu’une  modification  insensible 
dans  le  mouvement  du  périgée  , ainsi  que  dans  les  équations  sécu- 
laires ducs  à la  variation  de  l’excentricité  de  l’orbite  de  la  Terre. 

En  réfléchissant  sur  les  combinaisons  des  argumens,  formées  avec 
l’angle  Jv  , on  reconnoît  aussitôt  qu’on  aura  l’inégalité  ayant  pour 
argument  Ev-^c'inv—Jv:  mais  un  raisonnement  tout-.\-fait  semblable 
à celui  que  nous  avons  développé  dans  le  n.°  28  du  § précédent  démontre 
a priori  que  le  coefficient  de  cette  inégalité  doit  être  insensible. 

Les  combinaisons  formées  avec  l’angle  seraient  associées  avec 
les  argumens  de  la  latitude  j et  cette  circonstance  , jointe  à celle  de 
l’excessive  petitesse  des  facteurs  qui  les  multiplient  , suffit  pour 
démontrer  qu’elles  ne  peuvent  donner  rien  de  sensible.  Ainsi , la 
recherche  actuelle  ne  peut  porter  que  sur  les  combinaisons  formées 
avec  l’angle  Or  il  est  clair , que  parmi  celles-ci , il  n’y  a que 
l’inégalité  ayant  pour  argument  3/û — -xgv — cv  , qui  soit  susceptible 
de  faire  naître  quelques  doutes  sur  la  grandeur  absolue  du  coef- 
ficient qui  l’affecte  dans  l’expression  de  la  longitude.  Et  ces  doutes 
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se  réduisent  à bien  peu  de  chose,  lorsqu’on  pense,  que  le  coeiEcient 
de  cette  inégalité  est  nécessairement  multiplié  par  la  quantité 


l — tg  — c — > 


,064 , 


et  que  la  valeur  probable  de  A,,,  est  inférieure  à un  millième. 

Sans  rappeler  ici  l’analyse  déjà  donnée  à ce  sujet  (Voyez  p.  i5g.  et 
suivantes  ) , nous  allons  exposer  la  suite  des  dcveloppemens  qui 
rattachent  la  théorie  de  cette  inégalité  aux  memes  équations  différen- 
tielles , desquelles  nous  avons  tiré  les  inégalités  Lunaires  dues  à 
l’action  du  Soleil  et  à la  Ggure  élliptique  de  la  Terre. 

Mais  , pour  ne  point  interrompre  le  fil  de  cette  recherche , je 
plaçerai  ici,  en  forme  de  Lemme  préliminaire,  le  petit  développement, 
propre  à fournir  dans  l’expression  de  le  terme  de  la  forme 


cos2gv-t-ci>  , 

cfont  nous  connoissons  seulement  le  coefficient  H ( Voyez  p.  7 53 
du  second  volume  ). 

33.  Pour  cela  , remarquons  d’abord  , que  la  valeur  de  ds  posée 
dans  la  page  88  du  3.“"  volume  donne 

3î,3f=  cos  2gi’-t-cv  cy  ( j “ïô"*  “ 64 • 

Maintenant,  si  l’on  suit  la  marche  tracée  depuis  la  page  i32  jusqu’à 
la  page  i4s  du  vol.  , on  reconnoîtra  aisément  que  l’équation 

différentielle  en  9u , dont  il  est  ici  question  doit  être  formée  par  le 
procédé  suivant. 

A, cos 2gt> 4- cv  cy’^— |^-t-6ecosco.^. 

./  8.8  ,\ 

= cos2go4-cv  ey  (—4 )• 
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Produits  partiels  de  — • 6 y . ^ (av  — at>'). 


Multiplicateur 


Produit 


sm 

l 

cos 

sin 

*co, 

sin 

l 

cos 

sin 


sin 

3 

cos 


/ \ 1 

CO,  e/( 

117  . S887  ,\ 

64'”+-î15  ) 

lEv  1 

(-3)... 

— {2gv  + cv)  <?7*( 

04'”  / 

iEv-\-cv  e^6- 

2gV-4-Ct»  «7*^ 

8 88  ”8  , 

iEv—cv  Ci 

( «)-l 

— (agi’-t-ct')  C7*^ 

l-»') 

2EV'—2gV  7*1 

(-î)-{ 

— (2gv+cv)  67*  ( 

2Ev-^2gV  7*^- 

2gv»-t-ct»  ei‘(— 

îg"*-^ 35'"' 

2Ev—2gV  — CV 

2gv-+-ct>  ®V*(x) 

. . . . 1 2gl’4-C^> 

-6y. 

tu  i^sin  Z2^,_2l,')  = 

Wj  M,*  CO#  ' ' 

/8387  183  0 

771  45 

ey 

104'"^ 

'"V  256  82  8 

64  ■*'55 

|81  . 8 

^27^15  S25i 

«7* 

•+'ÎS'‘*T=  6Î  } 

m' . 

15  _ .1 

■ 4 — Î5«  j ”*  1 


Le  produit  des  deux  termes 


— — txEv  (/n)  X siniEv  — 7gv  — cv 

donne 

Mais  cette  même  foaciioo  renferme  les  deux  termes 


Digitized  by  Google 


CHAPITIIZ  COBPLÉMENTAIHE.  489 

cox"’  n-T"»  ; + co,=*&^  ï (“ië'"  ) 

(Voyez  pages  a3o  et  a3i  da  second  vol.).  Donc,  en  faisant  le 
produit  par  l + acoicv  c(— 3)  -H  acosagv  y‘(|),  il  viendra 

« «[(«'«'y""  (av-ao')'l 

8 _ LV  i cos  \ ■‘''JJ  ,in  . 1 Î7  S7  4S  99 1 

I“6i’*‘ï8“l6=“g3|'”*' 

11  suit  de  là  que , 

R.=  sin2gv+cv  ; 

-f  R.dv=  cos2gi>+ci> 

Le  produit  de  coscv  — g" '””'§5"^*)  P®*"  |'7’cosagv,  donne 

-acosagv  Y(ljJ'R,di>=  cosagvH-cv  cy*(- 

La  fonction^  renferme  les  trois  termes  (Voyez  la  page  i38  du 
second  volume  ) 

/ I8S  1557  ,\ 

cosw  j. 

lesquels  étant  multipliés  par  u,=zi -he coscv  — ^ cos  2gv  , donnent 

cos  agv-l-cv  C/  j^2-g  128+256“ 6i^'”^Vïü«  ^■‘^ïüâl— r 

£n  multipliant  — ^ — esincv—^’^'sin2gv  par 
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D • /•  45  1059  ,\  ./  9 „ . 177  ,\ 

Ii,=  sincv  el  — -g-"* — sa"'”  ) "*■  V (“I#"*"*"  sï'”  / 

(Voyez  page  i3q  du  second  volume)  on  aura 

O du,  . > < / 9 45  9 \ / 177  1059  309  \ , l 

-^.ÂT=  cosagv-hw  C7  = = j. 

Produits  partiels  de  — . 

Multiplicateur  Produit 

co52gv  + cu  ev‘( 

C0S3gV-hCV 

e(—  I ) {cos  agv-t-cw  ey'(^- | m‘) 

*(“î) {cofa^+cu  C7*^ 

/(  })....} cos agv-4- a»  C7*(- P m‘) 

3sin3£v—3gv—cv  «7*^— jcosagv+cv 
3sin3Ev’¥3gv-*-cv  <7‘(““î|) jcosagv-t*cw  e7*(— 


a si'n  a£'t' 

3sin  3Ev  — cv 
3sin3Ev+cv 
3 tin  3Ev  — 3gv 


( 1)  • 


’ at* 


cosagv-t-cu  ry  | + ( gjy  — g— g-— gj  = — 5^5  j m {. 
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Produits  partiels  de  — a ^ -H  du  ^ J' R,  dv 

Multiplicateur  Produit 

cos  2gv  ■+■  cv  ef  ^ î ) 


441 


(-D- 


2C0SiEv  — CV 
3 COS  afi'-t-cp 


C0S2gv-*-cv  ÎS"*’) 

8 ^. ..  j coî  agv-t-ci»  T"*') 

2COS2Ev—2gv  ^ j cos  2gv+ct> 

2cos2Ev—2gv  — cv  ey*^— y^...  |cos2gv  + cv> 

2 cos  2Ev  2gv -t- cv  e-/’ I )...  jcosagv  + co  ey*^  I '”*)• 

C0S2gV^CVet  I 

En  réunissant  ces  difierentes  parties  on  formera  cette  équation  dif- 
férentielle ■, 

d*.^U 
dv* 

.(  (H-D- 

coS2gv-t-cv  ey  ^ , 


d’où  l’on  tire,  en  multipliant  par  j(>— 
d«=  cosago  + co 


S 

I 

^du  = 

= 

0 3 

tss 

S7 

0 

16"^33  32 

IS 

+ 

-S-*" 

8t77 

»81 

309 

863 

“ÎM’’" 

S12 

■ 32  “S12'' 

Terne  I 


56 
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Celte  même  foBCiioQ  renferme  le  terme  cosigv  / ( 5 ^ 

"■  Volume  ) ; Donc  , le  produit  de  Su  par 

donne 


( Voyez  p.  33G  du  3.' 

1 


- = I — e co  s et»  , 


1/*  » 1 
\8i  4“  3a  j”*  Vsia  Si“8i2^"* 

/9m  177_5«7\  . 

VaôîB  2S6~aü4«^”* 

cosagv  ■/(  2"»-gâ"»-ïa'”  )• 

Le  terme  aOecté  de  l’argument  3gv-hcv  qui  entre  dans  le  dévelop 
pement  de  la  fenction  est  composé  des  parties  suivantes  : 


Produits  partiels  de 


Argument 


Produit 


2 cos  2£v  ^ a.  ^ • 


1.  ,/  39  I 779  , 247  A 

cos2gvhcv  ey  -- 

cos3gv~t-cv 

r / 13  237  A I , / IS  , es  , . 267  A 

acosaet» — et»  e ”*  )■■■  I ^ \ T”* '*'Ï6^'*“i2  ^7 

2C0S  2Ai»  + ct>  el  — çoj —-g-/7i  )...  j COS  2gv+cv>  ey  I — 82”*“64^  '*‘ÎS”*7' 


Donc  , en  prenant  aussi  le  terme  affecté  de  l'argument  agv  dj.ns  la 
page  338  du  3.*”  Vol.  , on  a; 


coi  2 gt- -4- et»- 
cos  agi' 


Cela  posé,  rien  ne  manque,  pour  pouvoir  développer  nos  foi  ctions 
d’une  manière  conforme  au  but  de  cette  recherche. 
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Cakul  du  calent  de  Pù^goÜlé  Lunaire  , ayant  pour  argument 

^ — 2gV  — Ci\ 

34.  Soit  G=~sin‘t> , et 

Cy.(«u)»coj3>  . JD_*  Co(âu)‘jin  3/v 

î-  , ± » «1— î*-* 

R — ^7(«— T»‘)Ca“y^w3A> 

i ^ 

(!■*■»)  « 

Comme  il  suffit  de  prendre  (n-w)~^=  i —1^*  ; • 

on  peut  ivdnire  ces  espressions  à celles-ci  ; 

/?.=  sR,  = i.G<fs{auysm3Jvi 

R^=  Gç^—i-t-^s‘^(iuysin^. 

£n  7 faisant  d’abord,  s^s.e^ysingvj  aus=u,=  i-t-e cos  cv—^  cos  2gv, 
on  aura  j 

M.‘=  I -+-*eowcv  — iy*CTJ3  îg-t»  — jC7*C0f  2gv-f-ct»  ; 

(”  4 ■*■  T **‘) ” î “ I « ( ig—  I = H)  V* cos  ag-i* 

/M  8 0\  . 

•”\rë“Ï6=s)''/  co^2gv■^-c^-; 

= I — 3ecorcp  — 1 = ^^  y*cof  2gv 

/63  8 Sl\  , 

“(ïë-ï-ie;*^/ J • 

3 S 3 

4*s.m,*=  j-7««gp-t-jc/s//igv-*-cp  ; 
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if , =—  G9  { |coi  ^ -I-  l-ecoîS/v  - ci»+||7*C0i^ - agv-4- ^«v’coi^  - agi»  - cv  j ; 

I S 8 i 

sR,=  G7  jgV  cos  ^—gi» -t-gcy cos  3/î>—gv —Cl»  I ; 

R^=i—Gq  j sin.^-+-|esw^  -ci»-H||7*s/n^— agi»-+-|^ey*sm^—  agi»-ct»j . 

Mais  , pour  avoir  égard  aux  termes  dûs  à l’action  du  Soleil , il  faut 
changer  au  en  u,A-iu , s en  s,-t-ds;  et  alors  on  a ; 

J?.=G<7(— |-*-ys,*)jlH-*^+(^yju;cosyi>-»-”G7(2S.as-i-(4s)‘)(u.-t-»tt)’cos3/î-; 

’s/î,=jG7  + j s.u.*si>i^-t-|G7Js(u.-i-Ju)‘«;»^  ; 

/f,=  G7(-I+^s;){.-K3Î^^.3(^'yju>•n^^-”G9(as.^s■H^^)‘)(«.+»«)‘«n3/î’. 

Maintenant , il  faudra  faire  dans  ces  expressions 


cos  agv 

cos  agv-t-ci» 

cos  iEv 
cosiEv  — cv 
cos  o.Ev  4*  cv 
cos  a£'i»4-  agi» 
cos  a£'i»4-  agv 
cos  a£’v—  agv — cv 
cos  a£'v  4- agv  4- cv 


/ 8 8 \ , /177 

+(1-6-18=°;"* -(bt- 
ïi"*— Vmô+IîS— âse;"*  | 

/8187  . 1851  _ 12189  \ ( 

■ \iÜ2i+ SU  “ 10S4  ;"*  J 

S.  771*4-^/»*^ 

15  857  A 

T"*+i6  "*; 

9 > 83  , \ 

!"*•) 

-ai"*— Îî8"*  ; 

•55"*  ;• 


m 
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' 

cos  igv 

1 

SI® 

1 

a® 

II 

a® 

\„1  /S8t  . « S78\  .. 

Z'”  \Iî8'*"Si~lî8Z”*  1 

cos  igv-t-cv 

«7*  (-!!«•) 

cos  OtEv—cv 

e( 

cosxEv-^cv 

/ J7  . 99  ,\ 

cos  2Ev  — 3gV 

cos  2Ev-*-2gV 

/{  4--*) 

cos  2Ev  — 2gV  — CV 

cos  2Eo-t-2gO-t-CV 

2s,9s-s-  (9sy= 

COS2ffO-hCt' 

W'”’) 

cos  2Ev—  2gV 

7*( 

COS2Ev  — 2gO  — CO 

«7*^-8. /n*)  J 

(u,-hiuy=st-t~2CC0SCV  ■+■  COS2E0  ^ 

s ■ /n*-H  y W*  ^ 

-I-  coja£’w  + a'  e^— 

(u,-*-iuy=ï-t-3ecoscv  cos2Ev  ^ 

8./7»*-I-  y 

> 

•+•  COJ  2Ev-i-cv  e ^ 

9 . m i\ 

î'”-+-t6 ) ; 
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j 2 J,  ÎA  + (Js)*  j (u,~t-iu)‘  = 


» / 8 ! , 41  J \ 

cosigv  V (gra-+-8|"»  ) 

. 1 . /*  8 27\  , /H7  .0.8  58  1«81\  , i 

C05  2gV  + C^  c;  j m -(g +6ï=sy'”  -^82  +®-^âS6-m=  W;"*  I 

COSiEv — 2gv 

C0SiEv-2gv-cv  ty*j|rà-»-(|j-8=-gJm‘|  ; 

j 2S.  is  ■+•  (S$y  } (tt,  4-  Im)’  Œ 

.(9  1./9  57  Iî8\,j 

C0S2g^  7 Îïô'n  + (gi+g5=64)m'| 

cos2gv-*-cv  ey*^/»*^ 

cos2Ev—2gv  V*( 

C0S2Ei>-2gi>-^ci>  e7*j^OT+(^-8=-l“)m*j  ; 

ce  qui  doaaera  les  termes  soivans 

Produits  partiels  de  (•“  |•♦•y8*)^<.‘cOT3/î’.  ^ 2 ^ 


Multiplicateur 


2Cos3fv  (— I).... 


Produit 


|coi^  — 2gv  •/*(— 

\cosyi>-2gv-c^ 

jo«2£-».+  3>-2gP-<v  ev*(  + 
cof a£'t>— ^-♦-agvH-cv  ey*^  2*5^"*’) 


1521  . 3«5«7 


Digitized  by  Google 


CH^nsE  coamjiMENrriiBE. 


1cm  ^ — 2gv  — Ct>  e;'  I „,*4.  ^ 

cosiEv-i-'ifv  — Vigv—cv  ‘7*(— 
coia^'v»— ^-t-2gv-*-cv 

acoi^-îgv  V*(-H)..-|coi2£'i'+3>- 2^v.-ci» 

y.  I 2i,Ji  + (3i)’|  (u,-+-3«)*coi^= 
CM3yî.-2ffV-C.  cy*( 

Produiis  panids  de 


Multiplicateur 


Produit 


^ «V»  3/t>  — 2gv 

7* 

(-  ï'”*) 

isinyv 

< 

1 sin  3/ÿ  — 2gv  — cv 

ef 

( >') 

'^sin2Ev-^y>  — ïgv  — cv 

cy* 

( S"*+S"*‘ 

sin  lEv — yi>  -f-  3gs’-t-  cv 

«7*1 

1 sin  3/î>  — 2gv  — ci> 

cy’l 

(~  8 "»*) 

2 sin  yv  — o>  e 1 

CO 

1 

f sin  2Ev-hyi>  — agv—d’ 

ey*| 

'sin  2Ev-y>-t~2gi’+cv 

r/( 

( â'”‘) 

iiiny>—  y‘j 

sin  2Ev-hyi> — 2gv — cv 

e-r{ 

■ 675  11565 

258'"“  ÏÜ2Î  "* 
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” I aî,a*-»-(95)‘  j (u,-*-»u)' sinyvss 

sin  yv  — 2gv  — CW  ( T "**  ) 

simEv-^yv-ygv—cv  c-/  (^n8'”‘"Tïî 

Produits  partiels  de  )' 

Multiplicateur  Produit 


icosijv—gv  7(^)  — 
2Cor^-gv— CW  e7(^)-.. 


1cosiEv-k-yv—gv—cv  ev(  11'”  + ^'”*) 

/ S7  09  i\ 

cosiEv—i/v-¥gv-\-cv  C7^— j 

|cos2£'w-»-^— gv— CW  I'”*) 

I cosaÆ’w— ^+gw4-cw  «7^ 


Produits  partiels  de  9i(u.-*-aM)‘ 
Multiplicateur  Produit 


1 «ngw-t- CW 

n 

C05  OV 

(O 

7 

f «'«  2 £'w  — gw  — CW 

«7 

2 COSCV 

e(  1 ) 

{«;»a£’w— gv  — CW 

nf 

2C0f  a£’w 

(m*) 

......  jsOTgy-4-cw 

O 

2cot2£‘wH-cw  e| 

J in‘+ Il  m*y . 1 * in  gw CW 

'>( 

( ®"*‘) 
H'n+isë'n-ïa 


m* 


) 


)■ 
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«nii-l—gp  ,(  Î'”+H'”‘) 

.i»ï£v_p,_cv  cr(  î»-(>-è=S)™i  i 

Jj  («,  -t-  Ju)* . sin  if\> = 

cos  3Jv-gv- CO  ey  (-  m‘) 

cosaEv-h^v—gv—cv  ‘^7(— 


n suit  de  là,  que  les  valeurs  précédentes  de  E,,  R„  sR,  renferment 
ces  termes;  savoir 


R. 


CO  S ^ 

cos  3/v—cv 
cos^—ogv 


C,- 

(-1) 

H-î) 

^ }”S5”g"*  ) 


cos3/î>— 2gv — ci>  ey 


le^iïs^w  8~m^'”'*’\Sü45”ïôM=3wS,)"* 
/86S67  . 69  8S8((I  SSÎOS\  . 

\ 8194  '*"6Î  l0»6  glW 

f «*  9 JiS  9 \ 

.)  ViS6'^ii8“63”jS6  = -"m^'” 


cosiEv-^^—igv—cv  ey' 

./**37  183  8835  1958  1178  \ .1 

\ 1024 "*"258  1024  "nï 158  j”*  . 

cos2Ev-3Ji>+3gv+co  ey'\ 

Tome  /, 
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G, 


sin  ^/i> 
sin'SJît—cv 


sin  iEv-t-  ifv  — agv  •-  cv  ey' 


(0 

(-) 

(-1) 

sin3fi>—2gv  7‘(— îi—l"»') 

sinYi>-2gv-cv  C7  {-|i-H^6Î-j+T*lï j"*  [ 

f /189  675  27  117  171  \ 

,\  VÎ28  — 2M~ÎÎ‘^Î18 256/'” 

/2837  m 11565  8818 _ 12881  \ 

V 512  ■^256‘“  lOM  “ 512  ~ IMS  )"*  . 

in2Ev  — Yv-*-2gv+cv  ey  J— n8-‘"ï6=‘"îa  j "*  • 

CO ’^  = 

cos3Jv—gv  y(  I) 

iy  / 8 » ^ I . 6M8 

cos3/v-gv~Ci>  ey{^  + 

cos2Ei>-3Ji>^gi>+cv  e7{-(S-î  = â)'«‘’^(n-m  = â)"*1 

cos2E^'-^3/^>^gv-cv  nf{  (S-â*â)'”'^(S|-^ï-^iS=SI)'"‘l 


sut 


35.  Avant  d’intégrer  l’expression  précédente  de  R,,  il  faut  observer 
que  nos  valeurs  analytiques  de  c et  g donnent 


81 

1589  . 

95029  4407059 

■gr  "* 

612  6144  ' 

9639  . . 

562553 . 394818449 

I «f* 

2S6  12288 

iO)’-'”-t*t5o,6.m*+2i97,5.n»’+3ao89,3.m‘^  J 
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et  que  par  conséquent  cette  série  est  divergente,  lorsque  m=^. 
D’après  cela  , nous  ferons  ^ = (3  — ag’  — c)  , et  nous  retiendrons 

la  constante  x jusqu’à  la  fin  du  calcul  : cependant , il  ne  faudra 
pas  perdre  de  vue  que  nous  regardons  le  produit  m*(3— ag  — c)“'  , 
comme  quantité  de  l’ordre  zéro. 

Cela  posé  , si  l’on  prend  i j 


(3/-  cr=(a  + | 

m*) 

— 1 

* . 
ÏB'”  » 

(3/ 

et 

si  l’on  fait 

9 

ISâ  , 

8«7  , 

2SM3 

10 

Ito"*’” 

aMo"*"*" 

8ièi 

on 

aura 

9)  . 

• • 

• • 

1 

Gy 

= 

sin 

3> 

( 1) 

sin 

^ — cv 

e 

( 1- 

â'”‘) 

sin 

3fv  — agi» 

Ÿ 

{ m- 

•d+îi^ 

39  \ 
~84/ 

sin 

3Jv—  igv  — cv 

«7* 

( î?) 

) 

sin 

2Ev-^-^ — agv  — 

cv 

e/| 

[ ^fr> 

/1173  9 

sin 

a£’t>  — ^ + igv-i-cv 

ey'i 

' m-  \ 

k sia'”  )• 

En 

multipliant  cette 

intégrale  par 

( Voyez 

p.  i; 

»<?'v  /8  ,\ 

— ^y^eco5Cv=  a 1 J I»  Iccofcv 


il  viendra 

9)  •■■  ■ Ûn3fv-cv 


sin3/v-2gv-ci>  «/'(sf"»'); 


DigiiiiOd  by  ( 
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Produit 
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et  en  la  multipliant  par  ( Voyez  p.  194  du  3.““  vol.  ) 

icosigv  v‘(J+/>)=  acosagv 

on  aura 


(4) —icosagv  t'{^-^P^J'R,dv= 

sin3Jv  — 2gv 

sin3Ji>-2gs^-ci>  = 

Produits  partiels  de 

Multiplicateur  Produit 


2C0S2gV  


sin3Jv  — 2gv 
sin3fv—2gv  — cv 
iCOîag^-^-w  cy*(-Jm*) \sin3fv-2gv-cv 

Multiplicateur  ....  2cos2£v  s.m*— |/ra’+0.m*) 

|s/n2£t.  + 3>-2gi;-cv  + j 

\sin2Ei>-3Ji>-t.2gv-hcv  ey*x( 


Multiplicateur  Produit 

2C0S2Es>-cv  e(  ~m')....\sin2Ev^3fv-2gv-cv  ^m‘) 

2cos2Ev-h-cv  e(  s.m'y...\sin2Ev-3fv+2gv+cv 

2C0S2Ev-2gV  7*(à»*-^m*)...{«n2^K4-^-2gU-CV  ^7* 
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2C0i2£'i»+agv  7*^— cy*^  Sî”**) 
2C0J2£'i»— 2gv— CP  ey’^8.m*^..|5W2Æ'i>-*-3/î>— 2gv— cv  cy*^  î '”*) 
2C0î2£'p-t-2gv-4»£vey*^Y'”*)”{«^2£’p— ^-h2gv-i-cp  cy*(— 

La  réunion  de  ces  produits  partiels  donne' 

P) 

sin3/v  — 2gv  y*^— 

sin3Jv^2gv-cv  cy‘j_ 

9 „ . /ass  207  3 1977 \ 

H8'”‘*’VlT“gïâ'*'ï— lîT^'”  I 

»7  a7__^405  f 

i/_  75  « 1S_  165\ 

K S2+6»  Î8— e*;"» 

En  ajoutant  à l’expression  précédente  de  Ji,  les  deux  ternies 


! 

sin^Ev-^-3/v  — agv — cv  erf  • 


63  429 

i xse'^'su 


~512/"*  I 


C0S2£’p  + 3>-2gV  y-j  (â-â  = S)'”  + (l 

COSa^P  — 3/p  + 2gP 

et  multipliant  ensuite  par 

-S=  «(ï -?'”*)  -4-  2SW2^ 

on  aura  j 
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(6)  

\ 

si«3/p-cv  <(  l-k"*') 

sln3/v^2gv^cv  e7’{  ^ 

' siniEv^3Ji>-igv-cv  cy  iSil"*  ) 

sin2Ev  — 3/v-*-2gv+cvey'{—^’^')- 


2 sin  2gv 


, . -,  J fl. 

ProduiU  partiels  de  — -5T‘ 

Multiplicateur 

|«B^-2gt> 

■/•(î 

' ' I SM»  3/v> — agy  — 


Produit 


ï*(  l"»*) 

«7*(  I '”■) 

«v‘( 


2SMI agf+ci» 

IsiniEv-^-yv-igv-cv  e7’(—  ^ ) 

sin2Ev—3fv-t-2gv-t-cv  e*/  ïê  "*  j 

/ **ï  2296  \ 

2SM»2£'i'-a«e(||m-+-^/»*)...jima£'v+yv’-2g‘'-«>  «7  (-5ï5'""2iH8'"7 

(3SS  \ 

2sin2Ev^2gv  /(-^m-)...lsm2Ê'v’+3>-2gv-a>  e/(  â"‘‘) 

2 sm afp -t-2gi>  V’(  J m'y..\sin2Ev-3f\>-^‘2gv-*-cv  ev*(-  jj  w‘) 

. Ç ' 23 13  ^ 

2Sin2Ev—2gV  — CV  — *7  (""33'"“  iglî'"  ) 

2ïm2£’v>+2gv-Hci»r/’(-^m‘)..  |im2£v'-^-»-2gv+cv>  e7‘( 


chapitre  COMPLEMENTAIRZ 
La  réunion  de  ces  produits  partiels  donne 


(7) 


A.  IJif. 


sinifv — 2gv 
sin^ — 2gv  — cv 


■(  J”-) 

1 \*m 

SI  »5  9 360  \ 


3 . 37  138 

^ I 8"*'556“36« 


OU  aura 


CO  . • 

cos'ifv — gv 


cos  s 


_ R,  ds, 

Gq'  dv  ~~ 

8.9  ,\ 

8.9  , 

37  3 

j + jjTO- 

SM™ 

de  — 

Gq 

d.ls 

dv 

Multiplicateur 


Produit 
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sin2Eo^yo-2gy^cs,  d ^ ^ 

Vï6‘^«)il“îï'**îü3î=siM8;'” 

r'  .1  9 335  8 7S  9 1 , 

smoEv^yv^igy^cv  ey  j_-+— m* 

36.  En  multipliant  la  valeur  de  R,  par 

ds,  / 1 8 ,\ 

—37=  } 


(*)2C0Sgv-t-cv  \cosiJv—gv—cv  e7(— 

2C0S 2£’v-gv  y(— jcosa.fi'v+^-gv-cv  «7 ^ 

(*)  Voyez  p.  88  du  3.“"*  toI. 


Digitized  by  Googl 


456 


THÉORIE  DD  UODTEHENT  DE  LA  LDNE 


cos3Jv^gv—cv  * mV  JinVjgm*) 

\ 

cos2Ev’t-Y^-’gv—cv  cy*( 

Le  produit  de  (Voyez  p.  276  de  ce  vol.  et  la  page  184  du  3.““  vol.) 

— 2Pysingv=  isingv  7^— 
par  — , donne  j . 


C43 

cos3/v—gv 


cos  ey  j-  â'”’+ra"‘’+(sTi-»-m=ln)  '«*  I 

Produits  paruels  de 

Multiplicateur  Produit 

2singo+cv  {m3>-gv -cv 

2sin2Ev-goy{^m') \cos 2E^^^3fv-gv-ov  e-/‘ 



cos3fv-gi^a>  ey( 

coia£'KH-^t»-gv-cv  ey(^-^m'y 
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37.  Maintenant  , si  l’on  nomme  5 la  somme  des  termes  compris 
dans  la  fonction  j et  U la  somme  des 

termes  renfermés  dans  la  fonction 

G-7ot*1(i)h-2.(2)  + (3)  . . . -f(7)|, 


on  aura 


cor  3/î>— g'w 


5= 


Î/3  8_3\  . /9  3 3 9 8 21\ 

VS'^8— îj Î-ÏB-+-4  = -32)' 

4.  / .51  _ JZ. ?. \ 

^\âl3  296^82^12*  32~B12/'” 

/SM3  ^ m 819  881_6«81\  , 

\56lé  1024 ■*"128 ■‘*512  128”2Ü48/"* 

oora£’o+3>-eo-cp  | 
cosiEv-yv-^gv-^-cv  G^ev^— ; 

U= 

Gq  j OT* 

f /IS  15  , 8 8 \ . \ 

.)  \1«  16'*"16  16~°j"'  / 

/69  8 8 3 9 . 8_105\  ,1 

\33  4 "‘"S  8 64"'‘8~64/'”  ) 

( fl,  ./  9 SI  8 81  \ , 

Ce-*)  ^^'*^■^(32  82"^6Î~  64)"* 

I J. /îü  j-i®  J.Ü?  * y?  83  _ 639\ 
{■^V 6»  ■*'64 ■‘■256  4*^256  2î6“2S6,/"*  ) 


sin  3/Ô 
sinyi> — cv 

sin  3/î>  — 2gv  Gqy' 
sin  3/I>  — 2gv  — cv 


Tome  l 
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siniLEv-ir^v — îgv — cv  Gijey’ 


./  27  27  „ ^403  ,\ 

V *#  32”*"*' lis”*  / I 

/_L  ÎZ!  _L  il  ?«?_  Z??^  » ^ 

\128  2S6**‘l2«  2S6""S12~  612^'”  | 

/1191  12381  1977  429  778S_  15969\  J 

\2S0  1U24  ■*■512  “1024  “2(38““  2W8/'"  , 


sin  s£V  — ^-+-  2gV-\-cv  Gqe-f' 


,/27  . 27  40S 

16-^82 "‘“128"*  ) 


'-( 


83 


les  8 0 _ 1479  \ 

ris’^îse'^  64  ■•■32"*"5Ï9“  512  ) 


m' 


La  fonction  désignée  par  S fournit  les  termes,  que  les  trois  fonctions 
il,,  /fj , sRi,  posées  dans  le  n.°  34  > introduisent  dans  le  second 
membre  de  l’équation  différentielle  en  is  ; et  la  fonction  U,  donne 
les  termes  que  les  mêmes  fonctions  introduisent  dans  le  second 
membre  de  l'équation  différentielle  en  iu. 

38.  11  suit  de  là  , que  si  l'on  fait  pour  plus  de  simplicité  ; 


on  a ; 

3s  = cos^^— Gqy{^  Y 
3s,3s=  sm3/v  — 2gv  Gqf^—\ 


• 3 21  . 135  , , «681  , 

5 P —4  32"*  ■*■512'”  2018'”  j 


) + COS  Yv  —go — cv  Gqe-i  ( ) ; 

w’)  + s/rt^i>-2gu-cn  Gqey' {—\f y'^  ; 


abstraction  faite  des  autres  termes  j lesquels  seraient  incomplets  , 
n’ayant  pas  encore  considéré  les  termes  , que  la  figure  de  la  Terre 
fait  naître  dans  le  développement  de  l’expression  de  iR  , due  à 
l’action  du  Soleil.  Par  le  même  motif,  la  valeur  de  p"  est  incom- 
plète ; mais  son  premier  terme  est  exact  ; et  pour  le  moment  , il 
suffit  de  savoir  , que  la  quantité  ^"y  doit  être  traitée  comme  étant 
de  l’ordre  zéro. 

Eu  réunissant  cette  valeur  de  3s, 3s  à la  précédente  de  U,  on 
pourra  former  cette  équation  en  3«  5 
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rf» . îu  / 8 « \ s 

)3u  = 

sinyv  G(j{^\m'^-\-sin^v—cv  Gqe^—^m''^ 

-t-sin^  —3gv  Gçy’ ^ agv— cv  Gi/ey'^a^x— j 

d’où  l’on  tire  en  intégrant , et  faisant 

K'-  2{i'x-l^"y 

(y—  ag^— c)‘  — i-h4W  ’ 

du—  sin^ 

-i-sin^v—  igv  G^y‘(^  î ) "*"  Gqey’^  A"^. 

Le  produit  de  cette  valeur  de  tu  par  ^=1— ecosci»  , donne 

^‘=  sinSfv  -*-  sin3fv-cv  G<7«  } ^“8  =”^  } "*’ 

-*-sinyî>—‘2gv  GqŸ^  ï ) "^  sin^  — 2gv  — cv  Gqe-t'(^K")  -, 

où  K"=K'-\. 

39.  Revenons  maintenant  à l’cquation  différentielle  en  ts.  En 

0 8 

prenant  seulement  ^ , nous  aurons  , pour  résultat  de  la  pre- 

mière approximation  ; 

ts=  cos3fv—gv—cv  Gqe-i{^\yy,  —i^=sin3fv—g\>—cv  Gqey(^\y)- 
Donc,  en  prenant  R,-=^sin2Ev , R^-=^cos2Ev  , il  viendra 

= cos  2Ev-~3/v-i-gv-^cv  Gqey(^  g'^y)  i 

et  par  conséquent  ; 
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3s=  cos  lEv  — 3>-4-gv-+-cv  G7«v(— 

Ce  terme  de  Ss  donne 

^cos2Ev.3s—^sin%Ev.‘^^—  cnsifv—%v—cv  Gqet{^^my^- 

En  le  réunissant  avec  le  correspondant  qui  entre  dans  l’expression 
de  5 , on  aura , en  négligeant  les  termes  multipliés  par  ; 

“^'”('•*•1"**)**"  cos^— gv  — CW  ; 

d’où  l’on  tire  ; 

as=  cosijv—gv—cv  Gqni^y—^my'Y 
11  suit  de  là  , que 

3 >\  > ® ri  ^ * r ii.îx 

— ps=:  ^cos2£v.9s^^$m2Ei^.-j^ 

= cosiEv-^-i-gv-i-cv  Gqef(^ fn'y  — 
et  que  en  intégrant  on  a 

5s=  coS2Eo-3fv-t-gv-*-cv  Gqey(^~^my^.^my-^myy 

Cela  posé , noos  pouvons  calculer  le  troisième  terme  du  coefEcient , 
qui  , dans  la  valeur  de  3s  afifectc  l’argument  ^ — gv  — cw.  Les  deux 
termes  précédens  de  3s  étant  multipliés  par  /?,  = — 3m*-4-|cns  a£'w 
( Voyez  p.  386  ) on  obtient  ; 

n J»  oy  y-,  < 27  213  /9  18»  2439\  , i 

E,3s=  cos3f^-gv-cv 

g 

Le  produit  de  R,  — ^siri2Ev  par 


«»2£’w-!^+gv-i-cw 

donne 
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Et  en  multipliant  —J' R,âv^^cos  lEv  par 


on  aura 

“ “ cos3fv—gv—cv  G(fe-t(^—^myy 

Nous  avons 


iî.— 1 = — 6ecoscu— 6^(  I — 4ecoicv>) 

= — 6ccosct» — 6(1  -^l^ecoscv)Gq  j — j^s/«3/î> — cf| 
= — 6 c cos  Ci» -H  1 1 m* i»»  3/^  — ^ m*  e *m  ^ — ci>  j . 

En  multipliant  cette  fonction  par 

s,  + ds=  isingv-^Gq .^^sin3J\>—gv  , 

nous  aurons 

cosijv-gv-cv  G7«v|- m’. 

En  ajoutant  ces  termes  avec  celui  qui  fait  partie  de  la  valeur  de  5, 
on  formera  celte  équation  diSerentielle 


rf*.ï» 

dv' 


^1  = 


cosyv—gv—cv  Gqe~f 


3 , / 37^*7  37\  , /243  . 248  243  \ , A 

4'"“\ïa-*-m-64r"^"^Vâ)48'^2im=fü3i;^^^ 
/2439  , 297  37  1S08\  , /31  27  8 \ 

“WlWÎ  ioTt^- 82=513  32 -^32  ) 


qui  étant  intégrée  , donne 
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3sz=  cosYv—gv—cv 

Mais  on  a trouvé  plus  haut , les  termes 
ès—  cos3Jv  — gv  G<}t{  t) 

cosiiEv—ifv^-gv¥cv  G7C7(— ; 
partant , nous  avons 
3s,4î=:  sinyv—2gv 

sin3f^-igv  - w Gqn'  (-  \y-*-  m '"‘/•‘•Sî  "‘!r) 

siniEv-3fv*-2gv-i-cy  G<]ei‘{^^lmy^^m'y-'^m'y). 

(3  8 \ 

-gm-^-^m'\fsin:LEv  — gv , 

fourni  par  l’action  du  Soleil  , et  faisant  ensuite  le  carré , il  viendra 

|(a's)‘=  sin3Ji’-2gy-cy 

sm2Ev  + 3/v-2gv-cv  Gqe-f'(^ 

4o.  De  là,  on  peut  tirer  le  premier  terme  du  coefficient  des  deux 

argumens  lEv-^r^v agv — cy  , lEy  — ^^’  + agv  + ci»  qui  entrent 

dans  l’expression  de  Eu  effet  ; nous  avons  d’abord  l’équation 
différentielle 

-^‘-('-1'"*)^“=  3s.as^-|(ai)•= 

Gqeq'.^my  j sin  2Ey-*-3Jÿ—  2gv  — cv  — sin2Ev—^-*-2gv-¥cvl  , 
qui  donne  en  l’intégrant  ; « 

4m=  Gqei' ,^my . ^sin2Ey-*-^—^gv—cy—iin2Ev—^y-¥2gy+cy^. 
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Mais  cela  ne  sufEt  pas  ; il  faut  encore  avoir  le  premier  terme  du 
coefficient  qui  affecte  l’argument 

Pour  cela  , on  prendra  R=^îiniEv  ; 

9R  =—GsiniEv*-^-,  iR'=  — \cos2Ev.—  i 

”i  * “i  ^ 

C05  3/p_2^P  Gn'(-\)i 

ce  qui  donnera 

SR=cos2E^>-ifv-^-1g^>  iR''=zsin2Ev-3fv^2gv  Gqf{^ 

—f ^Rdv=.  simEv  — 3fv-i-igv  Gqt'{^ 

~'^^=  siniEv-3fv^igv  Gqt'{-^y, 
et  par  conséquent 

«>i2£'p-3>-f-2gP  G77*||-^+^=^jm’; 

d’où  l'on  tire 

Su=  sin2Ev  — y's>^2gv 

Eu  réunissant  ce  terme  aux  deux  précédens  , et  faisant  ensuite  le 
produit  par  — =i — ecoscv  , il  évident  qu’on  obtient  j 

sin2Ev-^ifv-2gv-cv  Gqn'{ 

f/«2£'p-3>+2gi;-».cP  Gqey'( 

sm2£’p-^v+2gv 

4i.  U n est  pas  moins  clair  que  le  carré  du  binôme 
~=  -g'fnecos  2Ev—cv-t-Gq^sin3/i> — sg'p, 


donne  ; 
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sin2Ev-^^—2gv  — cv  <?7e7*(gî”*)- 

Donc  en  posant 

iR=:  [—6sin2Ev'-*-i2esin2Ev^cvŸ^-t-i5sin2Ev.Ç-^^  , 

et  retenant  seulement  les  termes  afiectés  de  l'argument  ^ — agv  — w 
il  viendra 

SR=  cos3/i>-2gv-cv  G^e-/*  j(S-|i  = o)ff»7+(^-p-îj=o)m|. 

On  voit  par  là , que  la  partie  de  ce  coeflGicient , qui  entre  dans  le 
développement  de  SE' , est  au  moins  de  l’ordre  de  m‘.  Ainsi  en 
prenant  seulement 

— 2m'J'R,dvz=i  sin^v  — 2gv — et»  Gqey'^  ( Voyez  p.  451  ) ; 

(9  81  \ 

— + j (V.  p 46j) 

on  formera  l’équation  différentielle 

sin3fi>-2gv-.cv  Gqef  \ l(x-y)-i-^my\, 

qui  donne  le  terme 

Su=>  sin.3fv~2gv^a>  Gqef\\{y-~x)  — ^mf\, 

exact  jusqu’aux  quantités  de  l’ordre  Gqmeq' , inclusivement. 

42.  Cherchons  maintenant  le  terme  , multiplié  par  m,  du  coeiEcient 
de  cet  argument  qui  entre  dans  la  valeur  de  — . Pour  cela,  remar- 
quons , qu  en  prenant 
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R =i\simEv,  iRss—6siniEv,^—-,  tR"  =^—%cos  :iEv 

!i7  = sin2Ev—Yv+2gv  j 

— cosiEv-3fi>+2gv  G^y‘( 

on  obtient  ; 

9R=  cos^  — 2gv  Gqi'i^%my,  iR' = sin3fv—2gv  C77‘(-|^»‘); 

-^^“=  sin3Jv-agv  Gijy'(^m). 

11  suit  de  là  que  , 

R,  = R-i-iR=:  C0Syi>—2gV  /»)  (Vojrti  p.  449). 

—J'R,tU>=sin3/v—2gvGqi‘{^  g?— M'”)’ 

<f.»«  / 8 A»  . y-.  >f  8 , /4S  45  185  MS\ 

"»)*“=  ««3>-3gv  G<ri  }-8"»-(ï6-'ïï8^-i3i=«f)'"  }> 

d’où  l’on  tire  en  intégrant  ; 

iu=  sin3fv-2gv  G9/|*+(g^.l=51)m|. 

En  réunissant  ce  terme  de  9u  avec  celui  trouvé  plus  haut , et  mul- 
tipliant les  deux  termes  par  —ecoscv  , on  aura 

sin3fv-2gv^cv  G7<7*{|(^-x)-^to/-J-|}/»{ 

— 2gv  GT7*(î-*-^"»)- 

43.  Ces  résultats  donnent  ces  deux  termes 

T./  Sÿ 
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sm3fs>-ugv-cv  G7<r-/‘}J(7— 
sin  3/v  — agy  Gij-/'  ( j+fj  /»)  j 

desquels  ou  tire,  en  les  multipliant  par  — i-i-aecoicv; 
sin3/x>-3gi>  Cyv‘(-|— 

3nl=  coî3>-agv-cv  Gye-/‘.i  j 

coî  3/v  - ag-v  Gyy’  ( f + ^ 

Eu  remplaçant  x et  ^ par  leurs  valeurs  développées;  c’est>à-dire  par 


on  obtient 


8 

4 


27  . 81 


/*  J.*  » 

U"*"?"! 


8 ^ 


9 729  \ 

lU-32=V'”i 


ce  qui  démontre,  qne  le  premier  terme  du  coefficient  de  l’argument 
^ — 2gv — cv  est  de  l’ordre  zéro  par  rapport  à la  lettre  m. 

44-  Passons  maintenant  à la  recherche  des  termes  de  l’ordre  sub- 
séquent , qui  font  partie  du  coefficient  de  l’argument  ^ — agv  — cv 
dans  l’expression  de  3nt.  Pour  cela  , il  est  indispensable  d’avoir 
dans  Su  et  niSnt  les  termes  multipliés  par  m*,  qui  appartiennent  aux 
coefllciens  des  quatre  argumens  a£’vS:^-»- agv,  — agv — cv, 

2Ev  — ^ -t- agv -+- cv.  Ainsi,  il  faut  avant  tout  nous  procurer  ces 
termes  auxiliaires.  A cet  effet,  on  prendra  d’abord 
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W = |— 6jmi  ie  sin2Ev—cv+iiesiniEv-hcv^~ — ScosiEv.mint, 

et  à l’aide  de  l’expression  précédente  de  ( Voyez  p.  465  )‘  et 
du  terme  mdnt=  cos^  — 2gv  trouvera  ; 

SE'=  C0S2Eif-h^—3gV  ^77*  ( I) 

cos2Ei^-3fi>  + 2gu  Gy7-j-i-(^».».J  = ^)mj 

coi2£'t>.4-3/i>-2gv-ct>  Gi/ey‘j  = 

C0S2Zft»-3>+2gV  + CP  G7e7’j-Ç(^-x)-t-(jH-|  = ^)j  ; 

d’où  l’on  tire  , en  intégrant 

sin2Ev-^^  — 2gv 

sin2Ev-~3/s>^2gv  GqŸ\  ï+(W-»-î=©«*j 
s;n2£’t>-»-^-2gv-cv  Gqef\-^{y—x)-^'^\ 
sin2Ev—3fv-^2gv¥cv  Gqc'i'\  |’(^_x)  — 1||. 

Le  produit  —J' R,dv  = ^cos2Ev  par 

sin3/v-2gv-cv  Gqe'i'\—\(x—y)\  , 

donne 

W -2(^+a«)y>>= 

iin2Ev-^^v—2gv--cv  Gtjef'^ 
sin  2Ev—3/v-^2gv-k-  cv  G^ef\-%{y-x)\, 


DigiüzecLby  Google 


468  THÉORIE  DU  MOUTEMENT  DE  LA  LUNE 

Le  produit  de  — cos^v—3gv  j— par 

R = % sin^Ev  — ZesiniEv — et' — dermaZ’t'-f-ci', 

donne 

(3) 

simEv-i/v-^igv  ^/n)-l-«n2£'t'+3/ù— 2gv  G7T*(— 

-*-Gq.\eŸ\  simEv-^-yv—  ^gv—cv•^-sin^Ev—?^■^rigv•^ev  j. 

« 

La  fonction 

j — |cof  2£'t'-+-9ecoj a£'t'— cv+gecoîiiS't'+ct'j  ^-^-^-^siniEv .mint 
donne  ces  ternies  ; 

~=  sM2Ev-i-^  — 3gv 

sin2Ev-3Jv-*-2gv  Gqf\  ^-t-(f2é-»-î=ïlg)'”{ 
sm2Ev-^-3fv-2gv-cv  [-^(9' = } 

sin2Ev-3fv^2gv-i-cv  Gqef\  |5(^_x)-(|^h-|  = ||)  j ; 

lesquels  étant  multipliés  par  »,=:  i 4-ecorcf  , on  obtient; 

(4)...?^''=  sin2£’t'+^-2gv 

sin2Ev  — Yv-k-2gv  Gv/’( 

tin2Ev^i/v--2gv-cv  Gqeq'  |-S(>r-^)^-(g3-"â=l){ 
sm2Ev-Yv+7gv-i-cv  Gqe-i'\  55(7-^^)+ (^-^=|)|- 
Mais  nous  ayons  ( Voyez  p.  4^2  ) 
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(5) 3s.9s-h\{9s)‘  = 

sin2£vJh3/i>—2gv-cv  Gqey‘(^ 

sin2Ev-3/v-t-2gv-*-cv  &fey' (—  ^ my+  m'y- ). 
Dodc  en  réunissant  les  termes  compris  dans  la  fonction 

(5)  + m-lî.(0  + (a)+(3)  + C4)}  + i/ 

on  aura  cette  équation  différentielle  en  9u  : 


■•37" 


• ^1  — j/n*^  Jm  = 


sin:iEv*-3yv-2gv  G^y*  | 

I?  9/-  ^ >1/8  8 » 1S\  ../815  243  825  15S1\  ,1 

s,n2Ey-3y>-f2gi>  G77  { (î-î5+ï5=t)'” -^(lë -Î2T»-i3=-êr)"*  I 

1 = j 

n » ) . /«  27  81  27  27\  , 248  . .1 

sin2Ev^3fv-2gv-w  Gqeri  V 

I . 27  / 27  27  27  81  1269\  . l 

Si'”^‘^(2W“T'+'32”52==” 

1 / 8 15  9 21  \ . \ 

\ 8 8 ï~  8 /'”  J 

. 243  ..,/27  37  . 81  185  24S7\  . 

■’"ï®24'”.^'^\8  32‘*'52  512”  512 

de  laquelle  on  lire 
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sin  lEv  3/î>  — 2gv 
iin  7.Ev  — 2gt» 


9us= 


sin  lEv-t-^  — 2gv — cv  GqeŸ' 


siniEv — 7gv-i-cv  GqeŸ 


9 81  , . 


/m  8 8S7\  9 

- ( SÏ8  “ 8 = Ï56  ) "*  ^■^5'”  "^î  1 


r 9 , 81  . . 


1^/819  8 627\  7 . 9 . l 

En  multipliant  celte  expression  de  9u  par  ^=i — ecoscv,  on  aura; 


} U 


sin^Ev-^-iJv  — 2gv 
sin  iEv  — ijv  -I-  igy 


siniEv-\-'ifv  — ^gv  — cv  GqeŸ' 


siniEv-^-i-igvi-cv  G^ey* 


9 81  > . 887  . . 9 . ' 

U'^y-ïm'^y  -isê'”r+«'»  ^ 


/9  . S _77\  . 


i— In  j 


*®„^/9«3  7_679\„, 

'6ï'”'^VÏ58"Ï-*56;'" 


11  est  facile  d’obtenir  les  termes  semblables  renfermés  dans  le  carré 


de  ^ : voici  les  parties  dont  ils  sont  composés. 
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Multiplicateur 


Produit 


IsiniEv-^yv --xgv-cv  x)— 

siniEv—ifv-i-igv+cv  Gtjef  j—  |m*(j^'-x)-t-ï{ 
siniEv-hyi>  — 2gv 
sin2Ev—^v-\-igv 

2C0S2Ev-cv  eÇjm*^m>'^\siri2Ei>-t-3fv-2gv~cv 
hcos2Ev+cv  e(—^m‘^...^sin2Ev-^-i-2gV’i-cv  Gqey'{^^m'^  j 
partant  , il  est  clair  qu’on  a 


5m2£’u+3>-2gv-cu  Gqey'\  = 

sin2Ev-3Jv-i-2gv+cv  G<7ey’|— — x)  + (^+j  = ||^  ni*  j 
sin  2Ev  -t-  3/î>  — 2gv  Gqy'  ( ^ ) 

sin  2Ev  — ^ -t-  2gv  Gqy'  ^ — y ^ 

Maintenant  , si  l’on  fait  2 ^ (— i -l- 2 e coj  w)  , on  aura; 

sin2Ei>-*-Y^  — 2gv—cv  Gqey'(—^my'^ 
sin2Ev-3/s>+2gv-i-cv  Gqey'\  (^-h|^  = g)  w j 

sin  2Ev  — 3fv  ■*•  2gv  Gqy'(^  î|"*)> 

d’où  l’on  tire 


* 
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int=B  cosiEv-^i/v  — 2gv—cv  G(fej‘^ 
coia£’i>  — ^-*-3gv-t-a> 

C0S2£v-^-t-3gV 

45.  Cela  posé  nous  pouvons  développer  les  différentes  parties  de 
la  fonction  iR. 


Produits  partiels  de  —6  av').^. 


Multiplicateur 


2sin 


a£v  (—s) 


coi^  — agw  G7V’( 

cor^  — a^  G7v*(  55"»*) 

cos3Jv-2gv -cv  Gqn'  j- (- I 


cot^— agy — cv  Gqey 


4»  . 87  . 2037  . 

-i4"*-*-T"‘ 2S« 


Z* 

,•  •* 

. /27  t«8I  . 248  . \ 


Multiplicateur 


Produit 


2sin2Ev—cv  e^6-t-6.my ..  jcoï^ — 2gv—cv  Gçey'^—^m — 
2sin2Ev-i-cv  jcor^— agv— t?v  G^ev*^— 
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Produits  partiels  de  i5*îj^si7»(ap— 2V^). 

Multiplicateur  Produit 

cosZfv—iffi  ^v‘(  ï'”*) 

cos^— agv 
co53>-ag^_«.  G<in'\ 
cos  ^ — 2gv—w  Gqn'\  — Jf)} 

zsimEv  — cv  e^— 15^ IcosS/î»  — agv — cv  Gqey'^  T^**) 

:x  sin  2Ev  •*•  cv  c^ — is^ |cos3/v» — ngv — cv  Gqe-f{^ — T^*)‘ 

d .[^{a  u'y sin (av-av')]  = — 3 cos  a£’v.  'X.rnSnt 

=cos3/v—igv  Gq/'(^  Îîm*) 
cos^— 2gv— cv 
cosaÆ'v— ^+3gv  Gqq'(^ — -y^. 

m •=!  — ( J— oecoscvlacos lEv.mint 

s=cos3fv~igv  Gqy'(^  Si'"’) 

cos^v—^gv—cv  <^7^‘}”îl8'“ll“’"îl8} 

coiiEv-3fv->figy  Gqq'^- 

En  multipliant  cette  expression  par 

— 4^=  2 cos aiPv—cv  e^— y 771^  ' 
on  aura  le  terme 

Tpmû  I 60 
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cos3/v-3gv-cv  Gqn 

£n  réunissant  ces  différentes  parties  de  la  fonction  iR  il  viendra  ; 

iR= 

,/•  .1  45  . /Î709^15  , IS  15  , 45  M49\  ,i 

cosi/v  — ^gv  Gq-i  \ sî"*-^(T2S’"^M'*’T'“T'*'8Ï=wj'"  } 


/Î2S  45  45  \ /V7  V3  \ , 

( 64 -6i-i6=‘>)'”  + (T-T=o}'”  * 


cosi/v—igv—cv  Gqef{ 


( 231 

2037 

2709 

45 

25455 

64 

256 

64 

"l6 

■■gn" 

) 195 

64 

15  495  45 

T"'Î28'+‘Ï5 

1059 
~ 512 

mr 


/135  185  \ y » , /t7  Î7  \ I 

(le— 16=°)'”  (r-J^K(ëî-64=°)'”r] 

' . / 213  243  \ ^ . /981  1881  81  \ . 

1Ô5Î“°)'”^^V*S8  612  ”512/'” 


46.  En  ajoutant  à ces  deux  termes  de  iR  les  termes  semblables  posés 
dans  la  page  449  > 5ura 


w »»  » Qy  45  . 45  . /2949  8 2901\  ,J 

R-i-SR=R  = cos^v  — 2gv  Gqy  }— 82'+'8â'”‘^\W“S  = l2î)'”  ( 

Oy  y >1  9 /1059  135  519\  .81  .1 

COsi/v-2gV-CV  Gqn  }-Î6-(-5ÏÏ“ÏM=5T2)'”-^Sl2'”.>"!» 

et  par  conséquent , 

{i)...-jB,dv=  sin3Jv-2gi>  ^^7ïi33-|l'”-(w-sî=w)'”‘( 

stn^v-2gv-cv  Gqey  ^}î8-*-5i2'”“6Ïl'”.>  {• 

Cette  même  intégrale  renferme  les  deux  termes  (Voyez  p.  4^t) 
sin^  Gq(^^  ■+•  sin^  — cv  Gqe^^ 
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lesquels  étant  multipliés  par  acosagv  7*(î+|»»*)  (Voyez  p.  45a  ) 
donnent 


(2) —2C0S2gv 

sinyv  — 7gv  '»*)  •+•  sin3/v—igv—cv 

Maintenant , si  l’on  fait  le  produit  de 

—J'R^dvss  cosiEv  -t-  sin^v  -+-  sin^  — cv 

•*-sin2Ev—yv-t‘2gv  Gqy'Q^'^-t-sin2£v-*-yv—2gv 

par  ■ = 

cos  2gv  7* I m'^  + cos  2Ev  8. nt*^ 

Srsin2Ev-3Jv-^2gv  GqŸ{—^m')  + sma£’p+^p-3gv  Gqfi^m’)  , 

on  aura  les  termes  suivans  : 

O 

Produits  partiels  de  —2(^^^^+iu^J'R,dv 

Multiplicateur  Produit 

„ / a\  Uirt^Jv—2gv 

2C0S2E.  (î)-* 

f îin^— agv 

2sinyv  Gq(^  î)"l  sinijv—2gv 

2sin2Ev-^-h2gv  Gqy‘^  î)'  * ■ \sin^—2gv 
2sin2Ev-t-yv—2gv  Gy7*^— . . . j sin^  — a^p 
lesquels  étant  réunis  donnent  ; 


Ggy'i 

Si™  ) 

&rt‘{ 

S”-) 

Gqf(. 

■I»-) 

&n'{ 

j™-) 

Gqi'( 
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(3) 

Sin3fv-2gv  Gq/‘\  s|-+-îg-|-+-|+î=^ { "»*• 

Le  produit  de 

R,=  cos3/v  Gq(-l)+cos3fv-cv  G^e^— |)-hcof ?/v— 2gv 

par  ”^=  KO  ■*'  ^’("0’ 


donne 


(4) 


sin^v—2gv—cv  Gqey'(^^—^=^^-i-Stn^—2gv  G<jft‘ {— ïï~~ ti 

£11  faisant  le  produit  de 

/f.=_  2Sin2£v  ( |^-4-2C0î^ 

■2C0S2£'p— ^+2gv  GqŸ^—^^-*-2C0S2Ev+^v—2gv  Gqy'(^'^, 


< O 


par 


dv 


sin  2gv  v’  ^ ^ 

■^•sin2Ev  ^ 2.m*^ 

r.  oy  .1  15  / 903  IS  783\  ,1 

■*-c0S2Ev—3fvir2gv  Gqy  \ S3'”'*'VH«"Ï6==ia8^ ( 

-♦- cos  2£'i>+^— 2gw  Gqy'^  M'”’) 

on  aura  les  termes  suivans  ; 
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Prodaits  partiels  de  — 

Multiplicateur  Produit 

( ®) j««3>-agv  G7/( 

* I sm  agP  G^v*  (- ^ «»*  ) 

acos^/p  agp  Gqt'i^  S'"**) 

acoj aiE'p— ^-+-agp  Gyy*^— |^  . . . j îw»3/p— agp  G^v'^— |»»*) 

3C0sjiEv-t-^—3gv  Gïjy'^  . . . j — agp 

lesquels  étant  réunis  , donnent  j 

(5) 

.>m>  r'/T..*  i 45  a 3 s 1593  \ .1 

smifv-igv  Wv  6îî-“m'^8“ï“î=6ïâ)'”  i- 

En  prenant 

^Gccoscp  — |•'/*coi  agp^^  ; 

2gP  Gv7*(|)- 

on  aura 

(6) iR'+^Su=  sinyv—Tgv 

sw^  — agp — CP  Gqey'^  | ^ 

La  fonction 

iiî’'= — I C05  a^p . ^ — 9 C05  aifp  ^ ^ y -h  3 î/ra  a^Fp . OT  în  r , 

donne 
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9 r »u  • a/.  A-  .(  1SS„  /««?  « 7947\  ,i 

-jC0S2£i>.-=  sinifv-2gv  Gqt  l-ïM'»-(siî-ïî8  = -siî;'"  } } 

-9coia£’t>.(^)*=  sinlf^-2^  Gy/ |_  j «•  ; 

isimEv . mint=s  sinijv  — agv  Gyy’ 


Donc  , en  ayant  égard  à l’équation  (i)  posée  dans  la  page  > 
OD  aura  pour  la  valeur  complète  de  ; 

(7) -«i= 


. ar  *5  /7»47  ^9  , « . 8 10MS\  .1 

«n^-agv  Gqy  SÏJ-»-ï-^8i+ï  = lîr}'”  I 

sin^v-2gv-~cv  G7ey*(— 15). 


D’après  la  valeur  de  la  fonction  S posée  dans  la  page  4^7  > nous 
avons  dans  l’expression  de  Ss  le  terme 

«j=  cos3fv—gv  > 

duquel  on  tire 

3s,Ss=  sinyv—igv 


• * 8 
11  suit  de  là  , et  des  valeurs  de  3s,  ir , ^ (3s)‘ , données  dans  la 

page  46a  , qu’on  a j 


(8) i.j3r.^^+J(^r)•|  = 

sin3Jv—2gv  GyY*^_|ni*w“#ïi<^ 


sinyv—igv--cv  Gqei 


/9  81 

’U’"*»- 


9 788\  , 
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47-  Cela  posé,  si  l’on  fait  la  réunion  des  termes  compris  dans  la  fon- 
ction (8)-H/n* { 2.(i)-t-(a)-t-(3)  • • • (7)  } , on  aura  cette  équation 
différentielle  en  du  : 

H 


• ^i  — j-m*^du  = 


sin^—3gv  Gif  y' 


sin^—2gv—cv  Gqey' 


r /8  . 15  IS  8 8 8\  . /4S  45  , 185  3)5\  , 

\8'*‘l6~'l0‘^16  16“S7"*  V16  ÎÏ8''"128~64  j'” 

/8  83  10208  . 1598  2811.8  .1™  9_  14387\ 
V*ï  64  Sll‘*'SU  61  8J  "61~  iSt 

/O  . 519  . 81  . \ . /3  SI  . 9 9\  . 

■^^(s'^ÎSe"*  î56'”.^/'‘"(l  82"^  82”  W/” 

/9  81  . 729  . . 4509  . 788  A 

128'”-^‘*‘2018”*-^  1024"* 512'”/ 


En  intégrant  cette  équation  ; ce  qui  revient  à multiplier  le  premier 
terme  par 

1 1 +1"»*  r =”3^*(*  ■*■!"* » 

et  le  second  par 
on  aura  ; 


du  = 


.5-  ^ ,1  1 ,/75  . 8 81\  . /47T9  . 225  . 81  1313\  ,1 

sin^v  2gV  Gqy  j T'1‘(î5'*‘i6— 82/'”"**\  12Ï"^i28‘**18~  61  I 

-'^i8-^(2-56  + Î6  = 2S6)'"-2^'”.rî+Ï6«  j 

sinyv—2gv—cv  Gqe-i'ï 

lu-  V l 

/?!_!?*— il 

V16  512~512^ 


h-J'' 


I 9 81  729  , . 4509  . 

U-m'”r-^5)î8'”  J' -1024"*^ 


On  a vu  dans  la  page  4^9  > l'expression  de  du  renferme  aussi 
les  deux  termes 
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sinyv  •+■  Sin^v—cv  Gqe{^—^y 

Donc,  eu  faisant  le  produit  de  par  -i=  i —ccofw+jv* cos ag'o  , 
il  viendra  \ 

ÏU__ 

“•  * 


sin3/v^2gv  G77  I 4+8»'”'*‘V'ët — ïâg— îîî/"*l 

i/9  951  > 81  > \ 

1 81  /ISIS^l  9_1248\  . 

•"  S “ 6Î  "*  ”■  V. ’ÏÎÎ  ■**  65  “ Ï8  - TîS  7 

/9  81  . 729  . . 4S09_.  . 81 


Le  carré  de 


»i 


renferme  le  terme 


2C05  2£'o— £v  «(y'”)  X siniEv—yi>-h3gi>  G7v‘(— J5I») 
= sin3/v  — 2gv  — cv  Gqe-{'Ç^m'^. 

D suit  de  là  , et  des  résultats  précédens  que  nous  avons  j 


Gq(—’j) 

sin^v—cv 

sin3f\>—2gv  Gqt  y î‘^î6'”"*‘'6r'”  / 

/9  951  , 81  . \ 1 81  _ 

-^(î+i28'”-i28"*r;-5-S5'" 

• 3/.  r-  ,1  /1248  075  5617  \ , 

sin3f^-2sv-cv  G7e/^-^-g5--»-25ë='55ë)w 

/9  81  729  . , 4509  t , ^ 81  ^Al 

-^^(i“6Î'”^'+‘ÎÜ25"*^  ■"  5îï'”^'^2^'" /) 
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sin  ^ 

Mt) 

sinijlf  — cv 

Gqe{^\m')-, 

sin  — igv 

sin  3/î> — igv  — c\> 

^ * * 

> • . 

. 

Y=À-B= 

sin  3/v 

^•/!  î"5  = sl'”’ 

sin  3/î»  — ci> 

^7*!  K“Ï6“ïëi"* 

sin  3/î>  — agv 

^ . 1 1 81  . / 2625  . 1$ 

^7V  I 3'^Ï8"*'+‘(^  ■'■84  = 

3655  \ , 1 

-"oT  )"*  ( 

_•  OZ*.  

( 1 81  5647  . 

^ .1  4 82"*  256  "* 

/97  . 3285  . 

^16"^  512  "* 

^ _ 729  . . ««9  . 81  Al 

(■»-r(4-M'«r+iô2i"»r  - 5îr'”r+5îè"»  )) 

Maintenaut,  si  l’on  fait  le  produit  do  celte  valeur  de  Y par  (V.  p.  3i3) 

— Y=— 1 a coici»  e(i)  + acoiagv  y’^— |)-t-2C0îsgi>-t-ct> 

on  aura , en  conservant  seulement  les  termes  affectés  de  l’argument 

yv—ngv  — cv, 

d.tnt 

d9 


sin^—igv—cv  Gqey' 


1 3\  /81  81  24S\ 

( J 4 = î ) ( 3S5  îë  = M ) 

I /S647  ^ £ 8 _ 16467  \ . 

, \ 256  61  "^64  6î  ~ 2S6  / '” 

/37  828S  . 348  . \ 

/9  81  , 799  . , 4509  . 81  aI 


Tom$  /. 


61 
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En  substituant  pour  G sa  valeur  (Voyez  p.  44^)  et  nommant, 
pour  plus  de  simplicité,  iV  le  coefficient  de  Gqey',  Il  est  clair  que 
cette  équation  donne 


ânt=  cos3f^-2gv-c^  ^.vij-v-c) • 


Comme  nous  avons 


m* 


y 


( Voyez  p.  854  et  855  du  second  volume  ) on  pourra  écrire  ( en 
faisant  ^ = i ) 

intz=  cos  — 2BV  —cv  tttt ; ■ 

Pour  réduire  en  nombres  la  valeur  de  N on  prendra  g^=  1,00402175  j 
= 0)99»  5480  j 


.r=  ; 


Log.  ar=  1,1366261  , 


3-»g“c  > 

> ^=«>>313332  ; 

ce  qui  donnera  ^ 

7V=+ai,4933j  A^(n-m-)=  2i,6i36;  3862,85. 

Mais  on  a ( Voyez  p.  4^7  ) 

parlant 

3nl=  X.„Xa47",a3. eos^  — agv-'cv. 


De  là  on  tire  la  conséquence  , que  cette  inégalité  est  insensible  , 
puisque  son  coefficient  demeure  inférieur  à une  demi-seconde,  en  attri- 
buant A X;,,  la  valeur  probable  qui  résulte  de  l’ensemble  des  phénomènes 
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Expression  analytique  de  la  Longitude  moyenne  et  de  la  Latitude 
, de  la  Lune , en  fonction  de  sa  Longitude  vraie. 

48'  Je  vais  faire  ici  la  réunion  des  termes,  indiquée  dans  la  page 
317  du  3.^  Volume  ; et  rapprocher  de  ce  résultat  , celui  relatif  à 
la  latitude  , tel  qu’il  a été  trouvé  dans  les  pages  83i-837  du  même 
Volume.  Et  afin  de  pouvoir  embrasser , d’un  coup  d’oeil , ce  qui 
tient , non  seulement  à la  formation  analytique  des  coefiiclens , mais 
aussi  à celle  des  argumens  , je  fais  précéder  l’expression  de  la 
Longitude  moyenne  et  de  la  Latitude  de  la  Lune  de  l’expression  ana- 
lytique de  l’équation  séculaire  ( donnée  dans  les  pages  3a  i et  802 
du  3.““  Vol.  ) et  des  formules  du  moyen  mouvement  du  périgée  ci 
du  noeud,  telles  que  nous  les  avons  obtenues  dans  les  pages  292  et 
igS  du  troisième  Volume.  J’associe  à ces  expressions  celle  de  la 
Constante  de  la  parallaxe  équatoriale  de  la  Lune  , pour  présenter  cettu 
partie  principale  de  la  troisième  ordonnée  tout-à-fait  séparée  de  la 
partie  variable,  composée  de  termes  périodiques.  Pour  plus  de  clarté, 
voici,  avant  tout,  la  signification  des  dillereotes  quantités  littérales, 
ainsi  que  les  élémens  numériques  propres  à réduire  en  nombres  lus 
coeficiens  des  inégalités  Lunaires. 

V = Longitude  vraie  de  la  Lune. 

jOMTS  J 

n =s  1 7325593*,54=n)onv<ement  moyen  sidéral  de  ta  Lune  en  36S 
7’  = 236o5gi",8o=:  temps  de  la  révolution  sidérale  de  la  Lune. 

m = Rapport  des  moyens  mouvemens  du 

Soleil  et  de  la  Lnoe “ o,o74Rot3<»  = lâjâUs 

E = 1 — m 

e = Excentricité  de  l’orbite  de  la  Lune  . = 0,05484721  = 

E = Excentricitédel’orbite  duSoleilcn  1760  = o,oiG8ioi3  = 
t'  = Excentricité  de  l’orbite  du  Soleil  pour  une  époque  quelconque 
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i = Époque  de  la  Lon^tude  de  la  Lune. 

V = Tangente  de  l’inclinaison  moyenne  de 
l’orbite  de  la  Lune  par  rapport  à 

l’Écliptique  vraie .•  = o,oc)oo5goo  = 

b'  = Rapport  des  moyennes  distances  de  la 

Lune  et  du  Soleil  au  centre  de  la  Terre  = o,ooa52o64  = 
= Rapport  entre  le  rayon  moyen  du  globe 
de  la  Terre  et  la  distance  moyenne  de 

la  Lune  à la  Terre = o,oi65Gi7  = 

A „=  Aplatissement  de  la  Terre  =g^ 


t 

896,72) 


1 

ÉîMTe 


aH  = 2^  =:  Rapport  de  la  force  centrifuge  à la  gravité  sous  l’équatenr. 


1 _w, i _ 1 _ 87S 

“(■)  3«i  578  ~ 80âx578* 

= 23°.  27'.  5o"=  Obliquité  de  l’écliptique  (en  1800). 

< = ^ = Rapport  de  la  masse  de  la  Lune  à la  somme  des  masses  do 

la  Terre  et  de  la  Lune. 


L'=  O,  992586=  Longueur  du  pendule  qui  bat  la  seconde  sur  le 
parallèle  dont  le  sinus  de  la  latitude  est  égal  à 
/î’s=  Longitude  vraie  de  la  Lune  par  rapport  au  point  mobile  de 
l’équinoxe  du  printemps  ==  00000 a886)  w 

(i  — c')/n=  Rapport  des  moyens  mouvemens  du  périgée  solaire  et  de 
la  Lune  =:^^^s=  0,0000006867. 
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>= Équation  séculaire 

* ««•  MMUhQ  = 

^ 716779 499M  ,\  \ 

V*"*  U8  — sr"* — 6ïr  "‘•‘•-îar'”  ) ] 

i^->/*461„..  10638»  S479419  . 7344621  .v  i 

■X.A»/Z!  — ■ 9MtS„.  . 75  . 225  .\  I 

V5i— Sï"*  + -iï2-"» -+-T®  - Wï  ) I 

3709  , . , 2229  . , 8367  . . 9 , I 

“■556  "*«  V — jsë«»  ï‘—j5gTO*e‘  — ^ 

I 8 '”‘^TS6“'”'*"ÎÔ2Î''”  ® ■‘■TSa"'”  ï’"+"Ï6*' 


•"I  T"‘^-Ts6-"»-^ÎÔ2î'”®^- 

'■Î6"»y' 

{i—c)v-^J'ndv=i  Mouvement  moyen  du  périgée  Lunairç  = 
y U"*^'S3"»-^ï2r'"  -^  W'”  ) 

f«*V* 

(55'”*'^ïra  "*’) 

’ / 9 . 825  . 617.55  4B<f<Via  ,\  > 


> - - / VA  ^ 04 

/ ® m* J.  **®  *‘’S»  „4  ■ 1811049  , \ . 

>/  * */9  ..^698  j\  (y 

^ iü'”-^-6r"*;-V  (î"*  + -8ï'»  )) 

Ziunc  / 


0-2 
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j' Mouvement  moyen  du  noeud  Lunaire  — 

(8  > 0 I 378  , 9797  5.  199378  68S7733  \ 

- î'« +13 + 34576  '”+ 589^ 

l ,/  8 . 189  . 8037  . . 1799SS  \ 

[-«  ( ï"»+â3'"+w'”‘^'804r'”  ; 

,/  8 . 37  I 848  4 6893  s\ 

•7^  S'”-6î'”"5Ï3'””4Ü56'”  ; 

( 8'"-S8'"-  856  '”--n«T'”  ; 

-«  / (,88'”“l6  ^ U 

- ï' ( è s ( S5 î ) 

.1  - * ‘ ( s '"*+  w ) ” ( * ” î ^ ^ 

/9  . 88  , 8683  , 74601  „s\  \ 

(8'”-S5'”-W'”— ÏÜ3Î'”)  j 
" (4'"+83'”)-v  (ï6'”-6i'”)  ) 

Constante  du  sinus  de  la  parallaxe  équatoriale  de  la  Lune  = 


Le  sinus  de  cette  parallaxe  est  censé  développé  en  fonctions  pério- 
diques du  temps.  Mais  si  on  le  développait  en  fonctions  périodiques 
de  la  longitude  vraie  de  la  Lune;  alors  la  constante  serait  exprimée  par 
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rU-i-t:=  Longitude  moyenne  de  la  Lunesso-^- J'çdv-t- 

1/  . «„|.  M7_,  . 187m„,  . 14«M7_..\  > 

ïîsTff"*  ; ' 

■•*7  Vâ'^12*'”  le"*  j+c  loM  ™/ 

».  >65^,.  147  A ,/l  ÎS7  2369  , , 

. » •/  *5  . **»  tW  A 925 

& +C  7 ^ 10”*"6l”*~  61  ^}"^256”*®'^  / 

458  \ ry»  « 49  % ryx  4S  ^ 87  » i , 5 . « L 

4-  £^g  m 7 — iÿ  m ^ I 


7»67^,  . 5619  . . 1 

T'”'*'  89  "*  956  "*  ■*■  Uâ6  ® / . ,. 

SOI  . . 75,.  105  ....  ~ ^ 


i/3  . 1 . 405  3 2577  , 671893  3 595476519  «\  \ 

(î'+’ie'”  61  ”*  64  4096  491S2U  / j 

“■If  (ï6-^m'"-^6i'”}-^^  (s“266'”  ;-^8i'”^  f 
. 87  ( . * * . 7 • • \ 

+ 64  7 +61  ® ’^OÏ®  > J 

5/>»3w  c’{-l4-55w--Jc‘-^7*) 

Jfn4w  e'( 

«>i5cw 

singv-fv  7.^( 

.1  /I  11  . 83  • , 440  ,\  ,/15  405  1 ,1 

stn2go  7{  (î-i8m+iî8m  + n5'«7-‘'(ï6-Î48"*;-87  j 

sinigv  /(  i) 

/ 185  1331  . 19181  7 

( > 89  950  "*  2018  "*  / I 

*«agl.-cv  C7  ,,  ,0-  . ,5Î  ,35  . S8J 

-^V(ï6-m'«)-<î(82— 8 '”;— 64'”‘  ) 


sin  2CV  I 


sin  4cv» 


sin  2gv 
sin  igv 
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sin2gv-i-cv  ey  (— 4-*- •♦■îëV  ) 

, 1 18»  \ 

sm2gv  — 2CV 

sm  2gv+aci»  e*y*( 

, , ,/  « ISS  \ 

sm2gv  — Zcv  ey^— 8Î+8Î'"; 

sin  2gv  3cv  c’y*  j ^ 

s/n4gv-w  r/'( 

s»>»4^-*-cv  <'y‘(—^) 

i/.  _ 78S„,  1261„,  S7MS7_s  8î7884I_»  978306967 

1*"*— î6™ — i-"* — sgî-'” — gw"* — ssm-'^J 

-5ïî-"‘'^-6n4-'” âôüMa-"*  ) 

,/87  117  . 19097  87  „ 
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S 4. 


Expression  de  la  Longitude  vraie  de  la  Lune 
en  fonction  de  sa  Longitude  moyenne. 


4g.  Soit  = l’expression  de  la  longitude  mo- 

yenne de  la  Lune  en  fonction  de  sa  longitude  vraie  , telle  qu’elle 
vient  d’ètre  rapportée  dans  le  paragraphe  précédenL  La  petitesse  des 
coefficiens , jointe  à l’excessive  longueur  de  la  période  des  termes 
dont  se  compose  l’intégrale  f^dv  , permet  d’en  éliminer  v en  y 
faisant  simplement  v = nt-^t.  De  sorte  que,  nous  avons  l’équation 

e— j 


où  le  premier  membre  est  une  fonction  de  t,  et  le  second  une  fon- 
ction de  V , seidement.  Ainsi  on  peut , à l’aide  de  la  série  de 
Lagrange , tirer  de  là  immédiatement  la  valeur  de  v , en  posant 


dv' 


t-  etc. 


et  prenant  pour  l'expression  cherchée  de  v en  fonction  de  t ce  que 
devient  le  second  membre  de  cette  équation  lorsque  , après  l'exé- 
cution des  opérations  indiquées  , on  y remplace  la  lettre  v par  le 
trinôme  nt-hc—fÇndt. 

Toute  la  difficulté  consiste  donc  dans  la  formatioR  des  puissances 
du  E(y)  ; ou  plutôt  dans  le  choix  convenable  des  termes  qu’il  faut 
conserver  dans  le  développement  de  ces  puissances.  A cet  égard  il 
y a uu  principe  fixe  duquel  on  ne  saurait  s’écarter , fondé  sur  ceci: 
savoir,  que,  le  développement  de  v en  fonction  de  t,  qu’on  obtient 
par  ce  renversement  de  notre  formule  originale,  ne  peut  être  censé 
exact  , analytiquement  parlant  , au  de  là  des  termes  , qui , par 
leur  ordre  , ou  par  leur  forme  , différéroient  de  ceux  que  nous 
avons  obtenu  par  l’intégration  directe  dans  l’expression  de  F (v). 
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D’après  cela  on  conçoit,  qu’il  serait  absurde  de  vouloir  tenir  compte 

» i 

1 , J’' (v)  ■%  ^ % Æ» 

dans  -^7“  , — , etc.  des  termes  de  la  forme 

A sin(5Ev-hw)  , A" sin {6Ev a'v)  , etc.  ; 

ou , des  termes  d’un  ordre  supérieur  au  huitième  qui  affecteraient 
des  argumens  semblables  à ceux  déjà  renfermés  dans  E(y).  En  effet; 
cette  fonction  n’en  renferme  aucun  qui  dépasse  cet  ordre , et  ne 
comprend  que  des  termes  spéciaux  du  sixième,  septième,  ou  huitième 
ordre  , auxquels  la  nature  peu  convergente  de  certaines  séries  a 
forcé  d’avoir  égard  : mais  son  caractère  analytique  et  exempt  d’exce- 
ptions , est,  d’étre  exacte  jusqu’aux  quantités  du  cinquième  ordre 
inclusivement 

Dans  la  formation  des  puissances  successives  de  /'(v)  on  doit  donc 
avoir  le  double  but  : de  pouvoir  en  déduire  par  la  différentiation  les 
termes  correspondans  à ceux  qu’on  voit  dans  F(y)  ; et  de  pouvoir 
faire  servir  le  développement  du  carré  de  E(y)  à la  formation  de 
celui  du  cube;  ce  dernier  à la  formation  de  la  quatrième  puissance; 
ot  ainsi  de  suite.  Cependant  cette  règle  doit  être  associée  à une 
autre  qui  constitue  une  espèce  d’exception.  Voici  en  quoi  elle  con- 
siste. Avant  d’obtenir  F(y) , notre  méthode  donne  la  valeur  de 

J f--  avec  toutes  les  parties  qui  concourent  à la  formation  des 

différens  termes  dont  on  a voulu  tenir  compte.  Si  donc , par  la 
destruction  mutuelle  de  ces  parties  , quelques  uns  de  ces  termes  ne 
paroissent  pas  dans  l’expression  de  F(y) , cela  ne  prouve  pas  qu’il 
doit  en  arriver  autant  à l’ensemble  de  ceux  du  'même  ordre  et 
affectés  des  mêmes  argumens  , qui  pourraient  naître  du  carré , du 
cube,  etc.  de  F(y).  En  conséquence,  il  faudra  porter  une  attention 
particulière  sur  les  termes  de  cette  espèce  , pour  éviter  toute'  incon- 
séquence et  demeurer  fidèle  aux  principes  que  l’analyse  prescrit  de  . 
suivre  dans  les  méthodes  d’approximation. 


Digitized  by  Google 


THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE 


5o4 

5o.  En  appliquant  ces  réflexions  à notre  expression  de  F(y) , et 
remarquant  qu’elle  renferme  le  terme  du  huitième  ordre  , de  la 
forme  Ke' .sin^Ev  — acv  , on  sentira  aussitôt,  que  le  terme  cor- 
respondant fourni  par  le  carré  de  F (y)  serait  inexact , si  en  déve- 
loppant la  valeur  de  F(v)' , on  n’avait  pas  l’attemtion  de  considérer 

la  combinaison  du  terme  —^m'siniEv  avec  le  terme 


“1Ô96  sin6Ev-2Cv  , 

qui  fait  aussi  partie  de  la  valeur  de  En  effet , nous  avons 

( Voyez  p.  5oo  , 5oa  , 5i6  , 5a5  du  3.““*  Vol.  ) ; 

2 ^ =cos6Ev  — 2cv  4(^*y=cos6£'i>— act» 

8 =C056£’i>— 2CV  e' -mjR,dv=cos6Ev-iCV e' 


et  comme  il  suffit , pour  l’objet  actuel , de  poser  l’équation 
il  est  clair  qu’on  a j 


tiv 


>;  U»  \ 67«i  3379  67o  8875 

ccs6Ev^2Cv  e = 


d’où  l’on  tire  , 

Snt=  sin6Ev—2CV  iî 

Au  reste  , ce  terme  est  le  seul  qu’il  soit  nécessitire  d’ajouter  i 
notre  expression  de  int  pour  en  déduire  les  puissances  de  F (y)  y 
conformément  aux  préceptes  qu’on  vient  d’exposer.  doute  analogue 
qu’on  pourrait  se  proposer^à  l’égard  du  coelEcient  de  l'argument 
4Ev>— cv  disparoit , en'  observant  que  , dans  Snt  , nous  avons 
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borné  rapproxlmatlon  au  terme  du  septième  ordre , de  la  forme 
Am‘c.5M»(4£’i'— Ci>);  et  que  la  combinaison  du  terme  —^m'sin2Ev 
avec  celui  affecté  de  l’argument  6Ev — cv  donnerait  nécessairement 
un  terme  du  huitième  ordre  ; puisque  , dans  la  page  G33  du  3.*^ 
Volume , on  a trouvé  , 

' • 

Ju=  cos&Ev—cv 

5i.  Tels  sont  les  principes  que  nous  avons  suivis  dans  la  con* 
stmction  de  nos  résultats.  Nous  allons  les  présenter  accompagnés 
des  parties  dont  chaque  terme  se  compose  , afin  d’en  faciliter  la 
vérification.  Il  est  vrai  que  , poiir  l’objet  unique  qu’on  a en  vue 
dans  ce  paragraphe,  on  aurait  pu  en  abréger  l’exposition  en  donnant 

» 3 

seulement  les  valeurs  des  coefSciens  différentiels  ^ , etc.  : 

mais  nous  ne  voulons  pas  supprimer  ici  des  résultats  intermédiaires  qui 
peuvent  être  utiles  pour  résoudre  d’autres  problèmes  du  même  genre. 
S’il  était  question , par  exemple , de  traduire  en  fonction  de  t l’ex- 
pression de  la  latitude  ou  de  la  parallaxe  de  la  Lune , on  aurait  à 
transformer  de  la  sorte  une  série  de  termes  de  la  forme  > 

ce  qui , d’après  le  même  théorème  de  Lagrange,  exigerait  de  former 
la  fonction 


\pv- 


cos. 


\Zp^- 


•yXF(»)’i  _ 


d V 


etc. 


et  d’y  changer  ensuite,  v en  nt-t-t—yçmît.  Or  il  est  clair,  que 
cette  opération  deviendra  plus  facile,  en  ayant  déjà  préparé  le  déve- 
loppement des  puissances  de  F (y). 

Ces  explications  nous  paroissent  suffisantes  pour  rendre  raison  de 
la  formation  aussi  bien  que  de  la  disposition  des  résultats  suivans. 
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Les  argumeas  précédens  sont  ainsi  écrits  , pour  plus  de  simplicité  ; 
mais  lorsqu’on  voudra  former  leurê  valeurs  ciTectives  , on  aura  soin 
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en  se  rappelant  que  nt-t-s'.— x'  représente  l’anomalie  moyenne  du  Soleil. 

Sa.  Remarquons  maintenant  , que  l’équation  précédente  a été  for- 
mée , sans  considérer  les  termes  appartenans  aux  fonctions  F(yy  , 
F (y)',  F(y)‘,  F(yy,  qui  doivent  leur  e.xistence  à la  partie  multipliée 
par  cosoi> , renfermée  dans  le  carré  de  F(y)i  c’est-à-dire  au  terme 
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Maiatenant  , il  n’y  a qu’à  réunir  les  termes  de  cette  dernière  équa- 
tion avec  ceux  qui  forment  le  second  membre  de  l’équation  posée 
dans  les  pages  54i-564,  pour  obtenir  l’expression  cherchée  de  v en 
fonction  explicite  du  tems.  L’équation  suivante  donne  ce  résultat 
important. 
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7 (i6"’*^'gi''”‘+‘  1021  "*/  *(l28"*"^12 

\-T6 7 -►-m'”*  y —82  me  t 


12669  i\ 

W"»’ 


S in  %E.nt  — ac.ol  e* 


45  . 53  . . 276049  , 8005693  , 

3ÔÎ2"'”"^  18432  I 


16 


sin  2 


lO  1 ou/2  10)02 

, . 2166605291  941693724529  » 

(■'  881736  106168320 

lo  \ 57  • 225 

I ■ 64"**"  “62"‘  > — 82"*' 

,,  , . 95  . 918  132833  , Sl5  . 89  .\ 

L.nt-i-2c.nt  e m m'-t- ~^me ) 

' 0 11  . 3939  3 168653  , 1 

•""*  8*”  3072"*  18482  "*  I 


16 


sln2E.nl— 2P.nt  Ÿ { 

® ' J 88  . 75  . 45  ,. 

-6î"*ï  -85"*®  -33"*' 


sin  2E.nt-i-2g. 
sin  2E.nt-i-2cm.nt 


\ U « w« 

. 11  ..  3 .85  .\ 

7 (“sî'w-^-ëîWy  -ë|me  j 


sin  2E.nI  — 2c'm.nl 


r>  / 83  3 . 9 

(-32"*-^iî"*ï 

4.5 

t I 

-"*-*■ -6T 


225  .\ 

-64"“') 


187  . 9707  3 ^78825  , 

“ ■ m’-4--j^m' 


16  "*  ‘ ' ■ 144  I 

‘ 1 60865501  , 1275  . 51 

l+-27648-"*-*--6r"‘®-6i"'l'  ! 


Sis  178  , 49045  3 29319517  . -, 

-T"*-82"*-»--8gr"*-^  -ÎMST"*  i 


sin 


1— T"‘— 82  8g4  "ïâiâ* 

, /T  „ / «'  1^2827212687  ,^  224176571881  , 

2E.nt-i-Cm.nt  c.nt  et  • |-4-  2654208  "* 


89  . 15  ,. 

■Î6"*ï  -^-32"*' 
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8S 


-m- 


1801 


8243» 


82  '”■**"128' 


m- 


1880091 
■ 2048 


-m' 


1211197 


9IS99480S7 


sin2E.nt^dm.nt—cM  es  < l-i — m -t-  — sggsiïT" 


m’ 


sin2E.nt-*-c'm.nt-^c.nt  et  < 


sin^E.nt—c'm.nt’^c.nt  es' • 


91  . eis 

•îs'”'/ 

17  2633  , 

"ÏB"*  192  " 

9677859  <8  . , 

119  . 8181  >^115757  . 

16  ÜT'”  — SÏT" 


5266851 


280878 
4608 
195 


sin  lE.nt  ■¥■  3c'm.nt  ( 

sin  2E.nI  — 3c'm.nt  s’'  ^ 

sin2E.nt-3c.nt  c‘( 

sin  2E  nt  H-  3c.nt  e'  ^ 

siri2E.nt-i-cni.nt—2c.nt  e’t' 
sin2E.nt~cm.nt-2c.nl  eV^ 
sin2E.nt+cm.nt-i-2c.nt 
sin2E.nt-c1n.nt-i-2c.nt  e't' 
sin  2E.nt-i-cm.nt—2g.nt  y't'  ^ — 
sin  2EM  - c' m.nt—2g.nt  yV  ^ 
sin2E.nt-irdnijU-i-2g.nt  -t'i!  ^ 
sin  2EjU  - dmjU-i-2gJtt  y*»' 


6144 

8gï'”  j 

9295  . \ 

•38T'”  ) 


t 7 . 455  . 

-*-82 


82 


„ . COII„.\ 


1093  .\ 

-ëT'”) 


45  193 

ro"»-»- 


w'»-) 

■) 


105  . 577 

Tü'”-^-Î6'” 

Ôî  j 

665 


'•) 

î5'”“T'”y 
SI'”  ) 

P'”; 
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sin  ^E.nt — ag'.n/ — c.nt 

./  8 

«TT  ( 8 

■ iB  ; 

sin  iE.nt-t-  2g.nt — c.nt 

15 

■T"*  ; 

sin  7.E.nt — 2g.nt-i-c.nt 

83  231  ,\ 

^ (-82  "‘-*-«6'”  ) 

sin  iE.nt-i-ag.nt-t-c.Jit 

. / 39  , \ 

(-32"*  ) 

1 

sin  2E.nI  — 2c'm.nt  — c.nt 

255  „ . 17179_.,  . 291019  , 

( 10  t28  884 

sin  2E.nI  -+-  2c'm.nt — c.nt 

l 45 
“ ïü"*- 

ec'‘  1 

6219  . 46669  , 

l28  "*  — W"*"*"*® 

35  . 297  , 

g m 1 jsg  e . w 

sin  2E.nt  — 2cm.nt  c.nt 

>./  289  . \ 

1 

sin  2E.nt-i-  2c'm.nt-t-2c.nt 

Cf  ( 6Î"*'^2S6«  ) 

sin  2E.nt  — 2cm.nt  — 2C.nt 

% •»  / 765  \ 

m"*) 

sin  2E.nt-i-2cm.nt — 2g.nt 

(-64"*- 

135  . -'V 

Hô®-"*  ) 

sin  lE.nt — ic'm.nt — 2g.nt 

( w"*) 

sin  2 E.nt  -»•  cni.nl  — ic.nt 

II/  105  \ 

sin  2E./U  — c'm.nt  — 3c.nt 

f "•) 

sin  2E.nt  ■+■  2g.nt  — 2c. nt 

ey(-  1 m) 

sin  xE.nt — 2g.nt — 2C.nt 

sin  2E.nt  — 2g.nt  •+■  2C.nt 

sin  2E.nt  — ^g.nt 

Tome  l 

210639709 

73728 

. m e'  ) 


74 
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sin 

lE.nt- 

— ^c.nt 

15 

T 

m) 

sin 

lE.nt- 

■4-3cm.ni- 

-c.nt 

-"(■ 

s 

“ Si 

m) 

sin 

2 E.nl 

— ic'm.nt  - 

— e.nl 

< 

845 

82 

m) 

sin 

iE.nl 

-k-cm.nt  — 

ig.nt-*-c.nt 

«'V  ( 

83 

82 

m) 

sin 

lEjil 

— cm.nt  — 

ig.nt-i-c.nt 

C‘V(- 

77 

32 

m) 

sin 

iE.nl' 

dm.nl  — 

ig.nl- 

— c.nt 

CtV  (- 

8 

“ 8 

sin 

iE.nl' 

ig.nt- 

—c.nt 

eiV( 

18 

16 

m) 

sin 

iE.nl 

— dm.nl 

• ig.nt 

— c.nt 

e.v( 

85 

16 

m) 

sin 

iE.nl 

— cm.nt  — 

■ig.nt 

—c.nt 

et’ fl 

7 

8 

m) 

9S  . 6M7  I 1S8I89  , 1SS3407  j 223611731 

m - - m — m ^ — m 


sinE.nt  h 


f/  15  93  . 6917 

U~T^  8^  128 

1 <05  _ . . 165  , 15  „ 

(__me  “t"*' 


"*  512  1Ü21  "*■ 


2)576 


m')j 


5fnj 


185 

7317  . 

186117  , 

14127729 

82  "* 

256  "* 

1024  "* 

1638) 

75 

79415  1 

1966573 

8ï"*- 

-g-  m — 

102) 

614) 

( /5  45 

1 \Î“T 

sin  E.nt-\-c'm.nt  t’b' \ 


5 45  2223  . 121895  ,\  ^ ,/15^3338 


m H — gj-  m ■ 


768 


,\  ,/M  3338  \i 


/IS  815  > 

k >i/5 

873  ' 

(ï 

-- r"*. 

)-f-g-e  V .m 

. „ . - • 'I./  1»  931  . 87669  , 263  _ . 135  ^ , 7î„,  ».\ 

SinE.nt— cni.nt  tb  l tus""*  — / 


sin  E.nl — ic.nl  e’b'  ^ ^ ) 

sinE.nt-^ 2C.nl  e'b' 

sin  E.nl  — ig.nl  y'b'  ^ ^ ) 
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$in  E.nl  + ig-nt 

y'b' 

( H-) 

tinE.nl  ic'm.nt 

(-“"■) 

.un  E.nt  — 2C  m.nt 

n.'\ 

k 61  ) 

tin  E.nl  ■+■  cm. ni  — c.nl 

edb'{ 

( 25  1095  U . -'N 

^ T-Ta  ; 

sin  E.nl-t-c'rn.nt  -i-c.nt 

et'b'  ( 

l 25.  225  \ 

1 8-iü"V 

sin  E.nl  — c'Vn.nt  — e.nl 

ei'b'  1 

l”  Gi"*; 

sin  E.nt  — c'm.nt-i-c.nt 

et  b'  ^ 

' 75  \ 

, ¥i'V 

sin  E.nl cm. ni  — 2CJit 

di’b‘(^ 

105  \ 

Î6  / 

sin  E.nt -t- cm.nl  ■+■  2c.nl 

e','b'{ 

[ ‘â  ) 

sin  E.nt  -t-  cni.nl  -j-  2^.nt 

y‘'b'{ 

: A ) 

sin  E.nl  + dm.nl  ■+■  2g.ni 

ft'b'i 

^ H ) 

• 

sin  3E.nl 

' 15  . 5 , 1031  , M0889  A . 

, 32"»-s'«-iir'”  --oïvr '«  ) . 

sin  3E.nl  — c.nl 

eb'{ 

> 2535  „ . 8I8C5  , 7611089 
^ 250  1021  16381  ) 

• 

sin3E.ni-i-c.nl 

eh'  1 

( 

sin  3 E. ni -i- dm. ni 

,7/( 

! «“■) 

sin  3E.nt  — dm. ni 

.b'{ 

. 35  ) 

sin  3E.nl  — 2c.nt 

db'( 

' 175  \ 

-12'») 

sin3E.nl — 2g.nt 

y'h‘{ 

f 25  \ 

-Fa"*) 

sin  3E.nl  -f-  dm.nl  — c.nl 

et'b‘{ 

' 815  \ 

, ¥l  "*) 

Stn4E.nI  ( "*  "*■  120 

5 . M7m  é 83  , . 1425  , . \ 

«W0û'"-Ï2S"'  V -*-128  ^ ) 
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288  , . 7701  , . 6X1979  i t 

61  256  "*  4096  "*  I 

4IS887910  «,2925  ..  45,,>.l 

78728U  "•  •♦*  J je  c C5  'i  J 

rnA  V 


•I .nt -\r  c.nt  ÎS”*') 

, ,/  201  , 5611  •.  8195  , 

t^E.nl->rcm.nt  t g-g  — êîô  - lîë  "* 

7 \E.nt 


8165  J , . »a  I , \ 
Viu  llN  * / 

. , »/  1107  , IWU  A 12005  J , 385  J ,\ 

■‘■nt-cni.nt  i ( 38T  W"*  V ) 

Il  125  29055  ,,  1080013  ,1 

256  ^ "SÏT  8192  "*  I 

. 73818013  466018719211  _«  ( 

61110  235920600  ) 

^ 9 , 255  , 5125  A 

E.nt-2g.nt  7 (-2îë"*-»-^'”-^8Î9î"'  ) 


sin  ^E.nt-t-c'ni.rit^—c.nt 

«‘-'1 

! 765  , 10811  , 3517567  « 

[-  128  256  -îiïgr 

sin  ^E.nl  — c'm.iil  — c.nt 

e.'( 

f 2975  , 13919  , 103321181  , 

[ 128"»-^  192  W728  "* 

sin  4E.nl  — 3c.nt 

( S-0 

.sin  4E.nt  — ig.nl  — c.nt 

e/( 

1^  ) 

sin  4E.nl  — ig.nl  -1-  c.nt 

* \ 
- (28  ; 

sin  4E.nl  c' in.nl  — ic.nt 

eV( 

«ï"*  ; 

sin  4E.nl  — cm.nl  — ic.nl 

C‘£' 

( 

sin  4E.nl -+•  c'nt.nl  — ig.nl 

y’«' 

( m'”‘) 

Sx.  Pour  faciliter  la  réduction  en  nombres  de  la  formule  qu’on 
vient  de  trouver,  ainsi  que  celle  des  différentes  formules  qui  déter- 
minent le  mouvement  de  la  Lune  , )e  vais  présenter  ici  réunis  les 
logarithmes  des  quantités  littérales  qui  entrent  dans  la  composition 
des  coefiiciens  , tels  qu’ils  dérivent  des  élémens  numériques  posés 
dans  les  pages  483  et  484- 
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Logarithmes  des  qiumtités  littérales  qui  entrent  dans  texpression 
des  coefficiens  des  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  la  Lune. 


Nombre 

Logarithme 

LogBTtÜime 
da  méoM  nombre 
divisé  per  sin  i" 

QUA5T1T£S  OU  FEBMlBa  OBOflB 

m 

8,8739091 

4,1883342 

e 

8,7391576 

4,0535827 

8,2256710 

3,5400961 

y 

8,9545271 

4,2689522 

D 

a 

8,2I9i3i I 
7,1899350 

» 



8,o555i73 

Il  QUAHTITÉI  DU  AEGO^D  OBOKE 

nC 

7,7478182 

3,0622433 

me 

7,6130667 

2,92749*8 

my 

7,8284362 

3,1428613 

mi' 

7,0995801 

2,4i4oo5i 

e* 

7,4783i52 

2,7927403 

y' 

7,9090542 

3,2234793 

i'* 

6,45 13420 

1,766767 1 

et' 

6,9648286 

2,2792537 

i' 

7,40  i5i  1 1 

2,7169362 

D* 

6,4382622 

my 

7,8284362 

3,1428613 

n 

7,6936847 

3,008 I 098 

/ 

*7 

7,1801981 

2,4946282 

Nombre 

Lo^rithme 

Logarithme 

du  roi  me  norobre 
par  tin  i"  ^ 

■ . 

QVAXTITBS  du  TAOietiME  ORDRE  { 

m' 

6,62 17273 

1,9361624 

m’e 

6,4869768 

1,8014009 

m't' 

5,97^892 

1,2879143 

me' 

6,3522243 

1 ,6666494 

mt" 

5,326251 1 

0,6396762  1 

my' 

6,7829633 

2,0973884 

met' 

5,8887377 

1,1531628  ' 

m'y 

6,7023453 

2,0167704 

mt'y 

6,0641072 

1,3685323 

e’ 

6,2 1 74728 

1,5318979 

7’ 

6,86358 1 3 

8,1780064 

e” 

4,6770130 

9,9914381  1 

e'e' 

5,7039862 

1,01841 13  I 

e'y 

6,4328423 

1,7472674  I 

et' 

5,1904996 

0,5049247 

ey' 

6,64821 18 

1,9626369 

‘'7* 

6,1347262 

1,449 i5o3 

eh' 

6,1406687 

1,4550938 

t'b' 

5,6271821 

0,9416072 

yb' 

6,356o832 

1,6704633 

mb' 

6,2754202 

1,5898453 

3,6281972 

8,9426223 

mey 

6,6676938 

1,8820189 

t'y 

5,4058691 

0,7202942 

ety 

5,9193557 

1,2337808 

Tome  1 


75 
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Logarithme 

Logarithme 

du  Tui'iur  nombre 

Nombre 

Logaridimc 

Logaritlime 

du  mienia  nombre 

(livUé  par  tùt  i'* 

divise  par  tût  t‘* 

QülUTlTtl  DV  QVàTElàllS  «ED 


5,4956364 

0,8 10061 5 

3,9296572 

9,2440828 

5, 3608849 

0,6753100 

ey 

5,3878691 

0,7017945 

4,8473983 

0,1618234 

4,8788828 

0,1888079 

5,2261334 

o,54o5585 

ei" 

3,4161706 

8,7805957 

4,1991602 

9,5 1 35853 

t'y 

4,3608962 

9,6748218 

5,6568724 

0,9712975 

m'b' 

5,1493298 

0,4687544 

4,7126468 

0,0270719 

mt'b' 

4,501091  2 

9,8 1 55 1 63 

5,0913819 

0,4058070 

meb' 

5,0145778 

0,8290029 

3,5509221 

8,8653472 

etb' 

4,3663397 

9,6807648 

4,5778953 

9,8923204 

t'‘b' 

3,852853 1 

9,1672782 

4,0644087 

9,3788338 

e'b' 

4,8798263 

0,1942514 

5,5221209 

o,836546o 

l'h' 

5,3io5653 

0,6249904 

5,0086343 

o,323o5g4 

b* 

4, 8080222 

0,1174473 

5,4416029 

0,7559280 

met'i 

4,7982648 

0,1076899 

5,3o6^5i4 

0,621 1765 

mb'y 

5,2299473 

0,5443724 

4,9280163 

0,2424414 

e't 

5,«7>9999 

0,4864260 

4,2797782 

9,594>o33 

e‘e'7 

4,6585 1 33 

0,0729884 

5,5762554 

0,8906795 

«•y 

4,1450267 

9,4594518 

5.7374904 

i,o5i9i55 

ey* 

5,6027889 

0,9171640 

4,95663o4 

0,27 io555 

‘"r 

3,63 1 5401 

8,9459662 

5,8181081 

i,i325335 

*'v* 

5,0892623 

0,4086774 

2,9026840 

8,2171091 

eb'y 

5,0961958 

0,4096209 

4,443 1 438 

9,7676689 

tb't 

4,5817092 

9,8961343 
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Nombre 

LoguHbme 

Logarithme 
do  mJme  nombre 
dirûë  per  sin  i'* 

Nombre 

Logeritbme 

Loearitlime 
du  mme  nombre 
din»4  per  tin  V* 

QUAITITtt  Dü  CIHQtllàMI 

oaoai 

4,3695455 

9,6889706 

3,8825434 

9,1969685 

m'e 

4>î34794o 

9,5492191 

m'i'y 

3,3750008 

8,6894254 

m!‘i' 

3,7218074 

9,0357825 

/n*e'*7 

3,1536878 

8,4681124 

4,43oi635 

9,7645886 

m'-/b' 

4,1 138564 

9,428281 5 

nt  e 

4, 100042 5 

94144676 

m'et'f 

3,6671739 

8,9815990  j 

m t 

3,0780693 

8,8874944 

me* 

3,8805395 

9,1449646 

m’f‘ 

4,5307815 

9,8452066 

nu'* 

1,7765981 

7,0910182 

m’y 

4,0282884 

9,3376635 

m/‘ 

4,6920175 

0,0064426 

tn  et 

3,586555g 

8,90098 1 0 

mb* 

3,6769813 

8,991 3564 

/n’cY 

4,3  I 541  30 

9,629887 I 

me^i 

3,8170529 

8,6814780  1 

tn’t'y 

3,8019254 

9,1  i635o5 

me’-j 

4,0459090 

9,36o334i 

m'e’ 

3,9652910 

9,2797161 

me’î'* 

2,8035667 

8,11799*8 

m't” 

2,4248812 

7,7892568 

mc'Ÿ 

4,2612785 

9,5757086 

m‘f' 

4,6 1 1 8995 

9,9258246 

me'b' 

3,7537354 

9,068 i6o5  1 

m'e't' 

3,45 18044 

8,7662295 

met** 

2,2900797 

7,6o45o48 

4,i8o66o5 

94g5o856 

mey’ 

4,4766480 

9,7910781  ! 

mW‘ 

2,9388178 

8,2527429 

met'y 

3,74779*9 

9,0622170 

m*C7* 

4,3g6o3oo 

9,7104551 

mes'*7 

3,0189358 

8,3333609 

m'eb‘ 

3,8884869 

9,30291 20 

mei'ft* 

3,2402488 

8,5546789 
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■ 

Lc>gariüime 

Logai'ithlue 
du  BiMobre 

dtri*^  par  $in 

Nombre 

Xx)guithme 

Logarithme 
du  iBHeae  oaeibre 
diria^  par  «m  i** 

QDlITITtI  DU  CISQUItMI 

omsftB 

1 me-jh' 

3,9691049 

9,2835300 

e't'b' 

3,1054978 

8,4199224 

mi'y 

3, 5054492 

7,8198743 

t'yb' 

3,8343534 

9,1487785 

3,3343o53 

8,5487804 

ti'* 

1,6418416 

6,9662667 

2,7267622 

8,04 1 1873 

ey* 

4,5672660 

9,8716911 

mt'y* 

3,9631 61 4 

9,2776865 

eb* 

3,5421798 

8,8566o49 

1 my'b' 

4,1844744 

94988995 

2,8706977 

7,6861238 

miyb' 

3,4556i83 

8,7700434 

et''y' 

3,0995538 

8,4189789 

me’i'y 

3,5324224 

8,8468475 

et’‘b' 

2,6920107 

7,9064358 

é 

3,6957880 

9,oio3i3i 

et'Ÿ 

3,8284099 

9,1428350 

1, 1283550 

6,4427801 

ei'yb' 

3,3308668 

8,6352919 

y' 

4,7726355 

0,0870606 

ey'b' 

4,0497229 

9,364 1 4^0 

eV 

3, 1823014 

8,4967265 

*'‘y 

1,85721 1 1 

7,1716362 

c'y 

3,9111575 

9,3255826 

«'•y' 

3,3149233 

8,6393484 

c'.'* 

3,6688148 

7,9832899 

‘"y- 

2,5860672 

7,9004923 

e'y 

4,1266270 

9,4409521 

i"b' 

2,0786241 

7,3929492 

eb' 

3,6189839 

8,9334090 

e'yb' 

3,8073802 

8,i2i8o53 

e'iy 

3,3976709 

8,7120960 

't'y' 

4,0437794 

9,3582045 

t'y' 

4,3418962 

9,6563283 

*t'b' 

3,0286932 

8,343 11 83 

t',''y 

2,8841843 

8,1986091 

t'y'b' 

3,5362364 

8,85o66i4 

e't" 

2,1553282 

7,4697533 

y'b' 

4,2660934 

9,5796175 

t't'y' 

3,6i3o4o4 

8,9274655 

yb' 

3,7675493 

9,0719767 

Log.  jf 

! 

= 5,7437984  (V.  p.  365); 

Log.^z 

= 5,0806182  (V.  p.  4*7)- 
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S 5. 


Sur  l'évaluation  de  t intégrale J\t'* — E''’)ndt. 


53.  Pour  réduire  en  nombres  les  équations  séculaires  de  l’orbite  de 
la  Lune  , dépendantes  de  la  variation  séculaire  de  l’excentricité  de 
l’orbite  de  la  Terre , il  faut  avoir  préparée  la  valeur  de  l’intégrale 
p^t‘  — E'')ndt.  En  conséquence,  je  vais  m’occuper  du  calcul  de  cette 
formule  ; et  , pour  plus  d'exactitude  , j’aurai  égard  aux  termes  de 
l’ordre  du  cube  des  excentricités  des  planètes,  qui  se  trouvent  dans 
l’expression  analytique  de  la  variation  séculaire  de  l’excentricité  de 
l’orbite  de  la  Terre.  Laplace  a négligé  ces  termes  ; mais  il  est 
indispensable  de  les  prendre  en  considération  , pour  éviter  l’incon- 
séquence de  les  négliger  tandis  qu’on  tient  compte  de  la  troisième 

puissance  du  tenis  dans  le  développement  de  l’intégrale^^E'*—  E“)ndt. 

J’adopte  , pour  un  moment , les  dénominations  établies  dans  la 
Mécanique  Céleste  , relativement  à la  théorie  de  la  variation  des 
éléuiens  elliptiques  des  planètes  : et  je  pars  du  principe  ; que  , e 
désignant  l’excentricité  d’une  planète  m , on  a 


lU 

dt 


CiS) 


pour  l’expression  séculaire  du  coeflicient  différentiel  due  à l’action 
d’une  autre  planète  m'  : pourvu  que  la  valeur  de  la  fonction 


R = 


pi 


K(x'— s)»  ’ 


suit  réduite  à la  partie  explicitement  indépendante  du  tems  t qui  naît 
de  son  développement  en  termes  périodiques  , après  la'sidistitntion 
des  valeurs  elliptiques  des  coordonnées. 

La  partie  de  R , dépendante  de  la  longitude  » du  périhélie  de 
la  planète  m , qu’on  obtient  par  une  opération  conforme  à cette 
déüidtion,  peut  être  représentée  par 
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•t-m' M"'e'e'' cos (^20—  cos ail)  : 

de  sorte  que  , en  faisant  i/ 1— c*=  i — y*’  > on  a 

ÿ=  ■ m'an\M’^M"e’'-i-(^M"'--j3r)e‘\e'sm(w'-m) 

•+■  a m!  an  M"  te"  sin{yJ — ra)  — a m' an  M'  e-f  sin  (aar—  ail). 

Cette  expression  de  ^ est  relative  à l’action  d’une  seule  planète  ; mais 

on  aura  sa  valeur  complète,  en  faisant  la  somme  des  quantités  sem- 
blables qui  se  rapportent  à chaque  planète  perturbatrice.  Le  coef- 
ficient AT  se  trouve  dans  la  Mécanique  Céleste  ; ceux  désignés  par 
^T' , M"' , M"'  je  les  ai  calculés  directement  par  la  méthode 
exposée  dans  mon  Mémoire  sur  la  Théorie  de  Jupiter  et  Saturne  , 
imprimé  dans  le  Tome  36  de  l’Académie  des  Sciences  de  Turin. 
C’est  ainsi  que  j’ai  trouvé  , que  en  posant 


(i  — 2acos5-*-«*)“‘=  ÿ i . *-»- iV cos 9 cos  a 5 -»•  etc. , 


(i  — a «cos9-t-«*)“‘=  ji'j’ -t-j'j' cosS-t-iV cos aO-t*etc. , 


on  a; 


aAf'  =-| 


db'?  ^ d'h"' 


dcL 


a/»r=  A 


8*)—  4-*'"*-**  4-“  -j-^*t"2a.«*-3;^-Mo.a’ 


-5«  . 


d'h'? 


d» 


d^ 


4,  > 

dx^ 


aaAf"’=_ 


db"!  d’ft';’  d*bi 

il  ) I a.&  5 -I  a.  6 . a* + 8 . «* 
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la.fti  - 


% % 
dm* 


db"! 
1 

dm 


+ o.a 


d'h"! 


+ 6. 


1 ; 

da> 


5pi 


-ha' 


R 

da* 


Ces  formules  se  rapportent  à une  planète  perturbatrice  supérieure, 
mais  s’  il  est  question  d’une  planète  perturbatrice  inférieure , il 
faudra  les  diviser  par  a. 

Pour  évaluer  les  expressions  de 


“ ’ “ li«4  > “ dji  ’ 


qui  ne  se  trouvent  pas  préparées  dans  le  troisième  Volume  de  la 
Mécanique  Céleste , voici  les  formules  que  j’ai  employées  , suivant 
les  circonstances  (Voyez  la  page  3g8  du  Tome  35  de  l’Académie 
de  Turin  et  la  page  3o6  du  second  Vol.  des  Exercices  de  calcul 
intégral  par  M.'  Legendre  ) ; 


(i-«7 

(,-«7 

(,-«7 
(.  -«•)* 


.d’j'? 

X s 

dâ^ 


daS 


« I 

do? 

« i 

da^ 


= iV(— ô-Hiy.a* — I9.a*)4't'j'(3  — 7.«*-+-  la  .a')«  ; 

= &'/(  a4— 91  •«’-**  107. 

•+•  — ia-t-44-“*“‘44-“**+"6o.a‘)«  ; 

= i'?(-a4+63.«*-63.«‘)-*-i'|’(6-ï3.«’-t-i5.«‘)3a; 

= 120  — 435.  a* -H  558.  a*  — 387.  a‘) 

•V-  ftV  (—  3o  4-  1 1 0 . a’  — 1 22. 8*4-90.  a‘)3a  ; 
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9 • 

SS5 

• 

1837S 

da} 

î “ T6’ 

W 

S3(  , . 

1S87S 

a’-+- 

416745 

d»* 

1034 

IS  . 

1575 

^ . 

6615 

d»* 

a “ 61 

a -+- 

128 

15  . 

4735 

83075 

da^ 

T“  -6T 

« 4- 

128 

I8R91S 


a’-+*etc.  J 


a*-t-elc. } 


a*4-etc.  ; 
a*-t-etc. . 


Maintenant,  pour  former  les  différentes  valeurs  numériques  de  la 
formule  m' an.M' e' sin{ja — u)  , je  remarque  qu’il  suffit  de  faire 

, S27«l  » 700338  ,r  3,41  . r 137.81  „ 1386 

F— O,  [>■—  — 2516320»^ ÎÜ7Ü,5>  ^ ~ 8197,21’  f'  “ fîÏÏÎS  ’ 


dans  l’équation  posée  au  commencement  de  la  page  90  du  3.'^'*’ 
Volume  de  la  Mécanique  Céleste  : alors  on  obtient 


— o",  013433 

'■+■  O,  044336 

— O,  oSSaSa 

— O,  245726 

— O,  001348 

-+-  O,  oooo56 


. (centésimales) 


pour  l’acdon  de  Mercure; 

Vénus; 

Mars  ; 

Jupiter; 

Saturne  ; 

Uranus; 


et  par  conséquent  —o", 270397  ( centésimales)  pour  la  somme  de 
ces  actions. 

En  réduisant  en  nombres  les  autres  termes  de  l’expression  de  ^ 

j’ai  trouvé  les  résultats  suivans  : mais  pour  ne  point  compliquer 
inutilement  ce  calcul , j’ai  négligé  le  terme  multiplié  par  M' , ainsi 
que  l'action  de  Mercure  et  d’Uranus , à cause  de  l’excessive  petitesse 
de  ces  quantités. 
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Log.  n = 6,6oao525 
405871  = 5,6o8388i 

m'n  = 0,9936644 

a = 9,8593380 


Log. m'n  e"  5in(  o'  — o ) = 4»>967i75  (•+•) 
m'ne'e' sinÇ  a' — et)  = 4,9723679  (+) 
m'ne'e'sin{M—2’s')  = 4,8261638  (-»-) 


32.aAf"=  J- 3.76965  -I- 6,57484  t-  86,6875  ) 
1-1-217,0710-1-171,7800  = 478,3437  \ ’ 

32a(M"'-^M')=  «S  7.53940-  1 3, 1497  130,2426) 

* (-1-171,7800  = 296,4122 

32.2n/)/'^=- J 6,33107-17,9657-1-26,8671  j 

(-h  I 76,1944 -♦*  134,3270  = 365,7536  I 

Log. '1:^=  1,1745900;  Log.  ^(^£.111^—  0,9667459; 

^OS’  = 1, 0580391  (— ). 

ni  an  \I\T  — 4 M')e* } or) 2 m'a niT/"  cc'’ïm(2=r' — 2vî) 

= 0 ,oooo235i3-4-o", 000086918  — o",oooo765g6=o’,oooo33835  (cent.) 

Terre  et  Mars. 


Log.  n = 6,6020625 
2546320  = 7,4o59i3o 
m'n  = 0,1961395 
a = 9,817  1024 


Log.  m'n  c"  im(  u' — 0 ) = 7,0048187  ( — ) 
m'ne'e’îm(  0'— ® ) = 5,6178727  (— ) 
m'n ee" Ain (211'— 20)  = 6,34807 1 2 (-»■) 


32.«M"=  J-3.2i825-f-4,9«20-H44,9607  / 

|-t-84,2io8-+-47,78o3=i78,6456 j ’ 

Tome  I -g 
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t 6,4365  — 9,8240  50,62648 

a < 

(-t- 47,7803  = 94,9*93 


> 


32.2aÆf"’=-« 


4,86701-12,61104-14,8113 
-I- 68,27 1 3 49,4342  = ï *4,7  7 28 


Log.  aM" ~ 0,5639448;  Log.  — 0,2893070; 

Log.  ■xaM"'  = 0,4080731  (— ) ; 
in!  an  | M"  e'-i-  {J\T” — -j-  M'  ) e’  j c'  sin  (®' — w)  2m'  an  M"'  te'  sin  (2’t'  — 20) 

= — o'',oo37  oo5  2 — o'',oooo64 1 474  — o",ooo  5638  26  = — • o",oo43  2849. 

« 

Terre  et  Jupiter. 


Log. 


n = 6,6020625 
1070,5  = 3,0296867 
mn  — 3,6724668 
a = 9,2838993 


Log.  m'rt  e”  s/«(  n'  — o ) = 9,6180728  (— ) 
m’ne'e' sin{^  o'  — sr  ) = 8,7o554i6  (— ) 
m'nee'‘sin{ifz — 2®)  = 7,9426944  ( — ) 


32-«Af''  = 


— 0,78001  4-o,8o228-+-o,379i  1 | 
4- 0,20433 0,0091 8 =0,61489  I ’ 


32.«(;'ir'-i3/')=  « 


1 ,56oo2  — 1 ,6o456  -I-  O,  W2  260 
0,00918  = 0,08724 


32,2aM"' 


0,33834  — 0,68762  •4-o,36i  23 
4-  0,08067  4-  0,0 1 836  = 0, 1 1 1 08 


, 


Log.  aM"=  7,5673.467  ; Log.  a{M‘"-^M')=  6,7194660  ; 

Log.  = 6,8243862  (-)  ; 

m' an  \ M" e" \ M") e'  \ e’ sin  (c  — ini an  M'^ ee' sin  (2='—  20) 

= — o",oo  1 3333  — o",oooo  266 1 -+•  o", 000006849=  “ o",oo  1 654  ' • 
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5^5 


Log. 


7»  = 6,6o2o525 

3497,24  = 3,5437255 

m'n  — 3, 0583270 
a = 9,0205477 


Log.  m'n  e"  5m  ( w'  — n)  = 8,5674763  (— ) 
m'ne'e'sin(^  sr' — o ) = 7,6189621  (— ) 
m'nee''sin{%Ts — 20)  = 8,3369686  ( — ) 


S■x.a^r'  = 
32.a(/l/"'-|M')  = 
32.2flM"'=- 


f— 0,421  i32  -4-  0,424635  -4-  0,059538  ] 
-4-0,027621-4-0,00043898=0,091101  \ ’ 

0,842264  — 0,849270  -4-  0,0166726  ] 
■0,00043898=0,010006  ( 

0,099884  — 0,19966  -4-  0,100667  I 
-0,00987  1 2 -4-0,0018906  = 0,01  21 53  J 


m' an  j .'W"  e'*-4- (AT" — ^ M’')e'\e' sin{^ — o)-4-  ym'an  ee"  — 2w) 

= — o",oooo  1 1 02  5 — o"  ,000000 1 533  -4-o",oooooo865o = — o",oooo  i o3 1 3. 
En  réunissant  ces  quatre  résultats  on  obtient 
o',oooo33835 — o',oo43  2849—  o',oo  1 554 1 — o',ooooi  o3 1 3 = - o",oo585907 
pour  le  second  terme  de  l’expression  de  de  sorte  que  , on  a ; 

^ = — 0", 270397  — o",oo5859=— o",276256. 


54-  Maintenant,  si  l’on  reprend  la  lettre  <’  pour  représenter  l’excen- 
tricité de  l’orbite  de  la  Terre  correspondante  au  temps  t , on  aura 


21'  = 2E' — t . o'',5525  1 2 — t* . o"  ,0000207 

au  lieu  de  l’équation  donnée  , pour  le  même  objet , dans  la  page 
109.  du  troisième  Volume  de  la  Mécanique  Céleste.  A la  vérité , le 
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coefficient  de  tV  exigerait  aussi  la  correction  relative  au  changement 
dans  les  masses  des  planètes  ^ mais  sa  petitesse  diminue  l’importance 
de  cette  correction. 

En  multipliant  par  ^ les  coefliciens  de  < et  <* , on  obtient , en 
secondes  sexagésimales  ; 

ac'  = a£*  — < . o",  1 790 1 3q  — <* . o", 0000067 1 : 

et  en  parties  du  rayon  du  cercle  pris  pour  unité  ; 

2t'=  lE  — t . 0,000000867885  — t*.  o,oooooooooo3a5 1. 

11  suit  de  là  que  , 

= 0,00000145926  — ^1^^  .0,000000003652  ; 

f (s”  — = — ( lio  )*  • 0,00007  2963  — ( )’ . 0,0000001 217. 

Donc  , en  multipliant  le  second  membre  de  cette  équation  par 
n = 1 7325593",54  on  aura 

/(.'•-F’)«d/  = -(4)*.i264",i27-(4y.2'',io8. 

On  obtient  de  la  même  manière 

£'‘—£''‘=  — 4 • 0,00000000080755;  (4)  •‘^">^993  ; 

£"•_  4 . 0,000000000000342;  j{i'—E'‘')ndt= — ^4)  ® 

{î'—E'y={^^.o,oQooQQOQCioQio^^\J'{î'~E'')'ndl—  • 79- 

Si  l’on  voulait  exprimer  la  valeur  de  l’intégrale — E'')ndt , en 
tenant  compte  de  l’erreur  qu’il  peut  encore  exister  dans  la  masse  de 
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5p_7 

Vénus  et  celle  de  Mars  on  supposerait , que  , âsiëaao 

gnent , respectivement,  ces  masses  ^ et  alors  on  trouverait 

at'=a£* — t j 0,000000867885 — 0,00000013929. u/-+-o,ooooooi730.fi,"'l 
— /*.o,oooooooooo325i  ; 
d’où  l’on  tire  ; 

*" — £“*  = — j 0,00000145926— 0,00000023420. fx, '-h  0, 00000029201., u/"| 

— (iüô)  •o>oooooooo3652  ; 

y (£”—£")«*=  -(ïüd)*  I «>00007  2963  — 0,0000 1 1 7 1 o.fJt/H-  0,0000 1 46o5.;x  " j 
— ^1^^.0,0000001217; 

J{i'—£'')ndl  = — (^‘ } 1 264’,!  27— 202',83.fx.’+253’,o4.f»;"| 08 

En  désignant  par  C le  coefficient  par  lequel  on  doit  multiplier 
celte  quantité  pour  former  l’équation  séculaire  du  mouvement  vrai 
de  la  Lune  , on  en  trouve  la  valeur  développée  dans  la  page  485  ; 
mais  relativement  aux  termes  multipliés  par  , jx/"  il  suffit  de 
prendre  C = — |"t*j  ce  qui  donne 

Cf  y'-E'')ndl=-^(^y  j 1 264", 1 2 7 XC^.  i",7028.,a;-  a",i 237.fx"'. [ 
-(4)‘.2,'to8.C. 

La  quantité 

1 00 1 1 264",!  2 7.C-+-i",7028^'-2",i  237./X,'  j — (î^y 2*,i  08 . C. 

constitue  ce  qu’on  a coutume  de  nommer  le  moyen  mouvement 
séculaire  de  la  Lune.  Mais  cette  dénomination  est  vicieuse  ; puisque 
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le  rapport  de  l’espace  au  tems  n’exprime  pas  la  vitessse  dans  las 
inouvemens  qui  ne  sont  pas  uniformes.  Il  est  plus  exact  de  dire  que 

la  quantité  ioo.n,  augmentée  du  coeiEcient  différentiel  — E'‘')ndt 

pris  par  rapport  à ; c’est-à-dire 

iV=  loo.n— ^^^j2528',254xC-i-3'',4o56.ft.'— 4',a474M.’i— (ï^)  6',324.C 

constitue  la  vitesse  séculaire  moyenne  de  la  Lune. 

Eu  prenant  successivement  1 = — 100X20,  t=ioo,  on  aura 

ioo.n-*-2oX2528'',254xC-f-68",i  1 2.,u/— 84'',948.“.*— (2o)‘x6'',324xC 
iV'=ioo.n-2528",254xC-3'’,4o56ft'-4",2474^i/"-6",324xC, 

pour  les  moyennes  vitesses  séculaires  qui  répondent  au  temps 
àîHipparque,  et  au  19.“"  siècle  de  notre  ère;  de  sorte  que 

iV— .A^=— 2 iXî528*,25  iXC— 7 1",5 1 76.1a/-»- 8o',7  o i .fi,"-»-399X6'',324xC 

expia  ;ie  la  différence  de  ces  vitesses.  Si  l’observation  immédiate 
don^it  un  résultat  différent  de  la  quantité 

— 21  X2528",25i  .C-»-399X6",324.C  , 


on  pourrait  expliquer  la  discordance , en  l’attribuant  à la  partie 
— 7 1 ",5 1 7 6 . (i/  -4-  80", 7 o I , fl,"'. 

Mais  en  cela  il  y a une  limite,  fixée  par  les  valeurs  probables  des 
masses  de  Vénus  et  de  Mars.  On  ne  pourrait  pas , par  exemple  , 
expliquer  par  ce  moyen  l’augmentation  de  N'  qui  serait  produite 

jo«r» 

par  une  augmentation  de  o , 0000001  dans  la  durée  du  jour  moyen, 
comparativement  à la  durée  du  jour  qui  avait  lieu  au  temps  d!Hip~ 
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parque  ; ou  qui  serait  produite  par  toute  autre  cause  étrangère  à la 
gravitation.  Car,  cotte  petite  fraction  du  jour  répétée  autant  de  fois 

|«VS 

qu’il  y a de  jours  dans  une  année  julienne  devient  égale  à o,  oo36î>a5: 
or,  pendant  ce  temps,  la  Lune  décrit  un  arc  de  i73,’2  = jg^^Xo,oo36525, 
et  on  ne  pourrait  pas  supposer  l’équation 

— 7 1 ",5  2 . -t-  8o",7  0 . 11.'"=  1 7 3",  2 , 

sans  supposer  à p,'  et  ju/"  des  valeurs  incompatibles  avec  les  masses 
de  Vénus  et  de  Mars  qui  résultent  de  l’ensemble  des  observations 
astronomiques.  Si  donc  une  cause  quelconque  était  capable  d’altérer 
de  0,0000001  la  durée  de  la  rotation  diurne  de  la  Terre,  l’obser- 
vation de  la  vitesse  séculaire  de  la  Lune , serait  propre  à faire 
connaître  l’existence  d’une  telle  altération  (*). 

J’aurais  désiré  pouvoir  insérer  ici  l’expression  séculaire  de  <'  et 
celle  àe  ^ E"')ndt , en  termes  périodiques;  mais  je  donnerai 
ce  résultat  ailleurs  , n’ayant  pas  encore  achevé  d’une  manière  satis- 
faisante les  calculs  qu’il  est  nécessaire  d’exécuter  pour  modifier  con- 
venablement l’expression  analytique  de  l’excentricité  de  l’orbite  de 
la  Terre  publiée  par  Lagrange  dans  les  Mémoires  de  l’Âcadémie  de 
Berlin  pour  l’année  1782.  (page  272). 

55.  Après  avoir  considéré  la  variation  séculaire  de  l’excentricité  de 
l’orbite  de  la  Terre  , il  faut  remarquer  , que  l’action  de  Jupiter  sur 
notre  planète  introduit  dans  l’expression  de  la  partie  variable  de  cette 


f*)  Ceci  peut  servir  d'expUcAÜon  à un  passage  qu'on  !it  dans  la  page  176  du  3.'^*^  Yol.  de 
la  Mccinique  Céleste.  Le  nombre  i3,”5i  dont  U est  question  dans  ce  passage  s’obtient  en 
nommant  x l’erreur  existante  dans  le  coefficient  qui  multiplie  (®y  dans  l'expresnon  de 
* — B*)ndt  : alors  >(4)  X sera  l'erreur  sur  la  vitesse  séculaire  mo}cnno  : en  y 
faisant  f=20xl03,  on  aura  l'uquation  qui  donne  x=13)"4. 
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même  excentricité  un  terme  périodique , dont  la  période  est  égale  à 
oelle  de  la  grande  inégalité  de  Jupiter  produite  par  l'action  de 
Saturne. 

La  forme  de  ce  terme  est  telle  qu'on  a 


< — /;  = — : cos 

{ i»ri*  in"  } 


5n’  t — an"  t — as"  -+•  j j 


A désignant  un  coellicient  de  l’ordre  du  carré  dus  excentricités  des 
orbites  de  Jupiter  et  Saturne  ; m"  , ni’  leurs  masses  respectives  ; et 
?i"  t-i-i"  , n’t-i-t'  leurs  longitudes  moyennes.  En  conséquence,  l’in- 
tégrale — E''')ndt  renfermera  le  ternie 


in  K*,  m"  m''  K 


,sin 


5n’ t — 211"  — as" -*-9  , 


qu’il  est  nécessaire  d’évaluer  aGn  de  fixer  les  idées  sur  sa  grandeur 
absolue. 

cet  effet,  je  réduis  l’expression  de  posée  plus  haut  (V.  p.  570)  .à 


a'  n'  m”  J/* . e"  sin  ) , 


et  je  regarde  m”  , e"  , o"  , AF  comme  appartenans  à Jupiter  et  à 
son  orbite.  Alors  en  désignant  par  de"  , 5»"  la  variation  de  e" 
et  o"  due  à l’action  de  Saturne  , nous  aurons  l’équation 

a'n'm"  I\T  j ie"  sm{n"  a=r"  cos(o"  - o')  j , 

pour  déterminer  le  terme  principal  de  la  variation  correspondante  de 
l’excentricité  de  l’orbite  de  la  Terre 

Cela  posé  si  l’on  fait  Ô = 5n"  t — an"  i-t-5s’ — as"  , et  si  l’on  prend 
( Voyez  p.  a3  du  3.“”'  Volume  de  la  Mécanique  Céleste  ) 

B = .4/'°’  e’*  cos  (0  — 3sr'  ) e"  e”  cos  (0  — an'  — n”  ) 

■+•  e’  e"'  cos  (0  — o’  — an"  ) + ' e"'  cos  (9  — 3n"  ) 

7*  coî(9— n’ — ail  7’ cos (9  — n" — an) 
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il  est  évident , en  vertu  des  équations 

e”  - a"  vT  fdt  , 

que  les  valeurs  de  de" , e"  in"  qu’il  faut  prendre  pour  l’objet  actuel 
sont  celles-ci  , savoir 


Je"=- 


a*  ^ 5 “ an'^  ) 


{ o’ yl/'’’c”cof  (9— 20’ — et") 

2a”  e”  e’  cos  (9  — o’  — 20"  ) 
3a’itf:’>e"*cos(9-3o">+-a'Af‘>7*cos(9-n''_2n)j 
a’  Tlf e”sm  (9  — 2®”  — er"  ) 

=»•  «'  <»(«—'-  ï»") 

• 3a’jW'"c"f  m (9  -3®")-t-a'ilf'‘’7*«n  (9-  o"-2n)  ] 


La  substitution  de  cos  valeurs  dans  l’expression  {précédente  de 
donne  en  intégrant } 


^*'=  T»T^v  -v/)-  |Pcos(9-«/)-hQ5m(9-a^){  ; 


où  l’on  a fait , pour  plus  de  simplicité  ; 

P=  à’  3f e’*  cos  20’  H-  2a’  AT*’  e"  e’  coî  (o”  -4-  o”) 
•+-3«”  AT *’e"*COS  2=r"  -4-a’  M^'^y'cos  2H  ; 

Q=  a’  ilf:'>e"sm  2b”  + 2a”  Ar*>e"  e’  «n 
-t-3a”  M'”e"*sm2sr"  +a’  Af™7‘î/>i2n, 

Donc  en  faisant 


P=  \/P‘-i-Q‘.cosŸ  , Q—  , 


il  viendra 


yf  a' n*m*^  3f , n}^  /a  r \ 

= • aMW-o»-.)-  ^ (9- ^'-4 


7*om  / 
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Mais,  la  variation  de  l’intégrale  — E'‘)ndt  peut  être  expri- 

mée par  Zm'nE'J'dt.it''.  ainsi  il  est  manifeste,  que  l’action  de 
Jupiter  sur  la  Terre  est  réfléchie  à la  Lune  , de  manière  que  l’ex- 
pression de  la  longitude  vraie  de  ce  satellite  en  fonction  de  sa 
longitude  moyenne  renferme  l’inégalité 


3/'. a" 


a»  ( 5»’^  — 2/i"  )* 


— .sin(9 — t/ — 9). 


Cette  même  analyse  fournit  aisément  le  terme  correspondant  , que 
l’action  directe  de  Jupiter  sur  la  Terre  introduit  dans  l’expression 

de  sa  longitude  vraie.  U suffit  pour  cela  d’associer  à la  valeur  de 
celle  de  ^ , en  observant  qu’on  a d’abord 

t' ^ - fl' n' m"  M . e"  coî  (c"  _ sr' ) ; 

et  que  de  là  on  tire 

- =—a.'n'ni’M'.  | Je" cos ( 0" — o')_e'’ào"sm(®''— n')  j : 

de  sorte  que  on  obtient , en  substituant  ici  les  valeurs  précédentes 
de  Je"  , e”  3o"  et  intégrant  ; 


a'  n'  m"  M' . a"  n** 
a»  {5n»  — au"  )* 


j Psjn(5— sr')_Qcos(9  — or')  j 


> 


ou  bien 


i'3s'  = 


a"  n'  m”  M'.  a”  n”  . 


o’(5b’— an")* 


’-^sin(9  — ®' — ç). 


Or  en  nommant  3v'  la  perturbation  de  la  longitude  vraie  de  la 
Terre , on  sait  que 

Jv'=  d(n't  + «,)-h33.  { i'sm(n't-*-t,— b')  j -t-etc. 
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Mais  il  est  aisé  de  voir  qu’on  peut  ici  négliger  les  termes  donnés 
par  la  variation  de  la  longitude  moyenne  , puisque  la  seule 

considération  de  l’équation 

a (n'i -f. £.  ) = 3 0'a' n'dt.d.R^i  a"f  ( ) n'dt 


démontre,  que  ces  termes  ne  seraient  pas  divisés  par  5n’  — in”.  En 
conséquence  il  suffit  de  prendre 


iv'  = ai»'. fin (ti'I -H J, — tï' ) — il' cos (n't -Ht, — b' ) } 
d’où  l’on  tire 

4 t a Jif  .a**  ^ g»  • / . « \ 

+ 


On  voit  par  là  que  cette  inégalité  de  la  Terre  et  la  correspondante 
de  la  Lune,  sont  dans  le  rapport  du  nombre  a à la  quantité  . 

Maintenant , pour  réduire  en  nombres  ces  formules  , on  prendra 


a’  3/''’=  m'  .9,6074688  J a’  M''^  = — nC  . 5,8070760  ; 
a’ ffi’ . i,i6aoao3  J m’ . o,33ao744- 


Log.e"=  8,6819347  ; Log.e’=  8,7499a64;  Log. 7=  8,3417429 

o"=  io“.ai'.4";  b’=  88".9’.7"j  n=ia5'.44'.34". 


a'  ri  m"  Af  _ S,IÎ97«  ('•»>  . . n"  _ 887313094  . 1 

5n*  — in"  4S38,38ÿ  » 5«*  — 2n"  '4S38887  » ~ 3il3  * 


Log.  ~ = 9,7366493  ; 


n 

5n’  — »n" 


17835893 
1467  » 


Log.  3m- £•  = 6, 4506104  ; Log.  = o,5aa8683  ; 


ce  qui  donne; 


(*)  Voyei  p.  ii-i  «lu  Vol.  de  la  Mécaoi«]uc  Cclcste. 

(**)  Voyez  p.  87  du  même  Voliune. 


Digitized  by  Google 


6o4 


THÉORIE  DO  MODTEMENT  DE  LA  LUNE 


„ _ Q 0,018179 

P=s  — m'^. 0, 018179  = PJJ-  ; 


Log.  P= 4, 71401 55  (— ) 


Q=-m^o,o.6395=-2^5  Log.  (-) 


Tang.?= 


M89Ô  . 
18179  ’ 


9 = 55’.  26'. 37". 


Log.  = Log.  7^=  4,9602663 

Log.  = 4,6969156;  Log.  = 


Log-  =7,o54i5.9}  Log.  3;^ 


0,01 13407. 
1,8719595  ; 


et  par  cons^qiieni 

o", i']32  .sin  I n'i + 1,  — 6+  55*.  26'.  37" }. 
--^n<ft=+o",2886.5i>» I ô — a'  — 55*. 26'. 37" 


Cea  lésultatt  s’accordent,  à-peu-près,  avec  ceux  que  Laplace  a publiés 
dans  le  Vol.  de  la  C.*  des  Tems  pour  l’année  1821  (V.  p.  268-270). 
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S G. 

Réduction  en  nombres  des  formules  pesées  dans  les  pages 
t 485*5oi  et  574*584. 

56.  Cette  opération  est  évidente,  puisqn'eilc  consiste  à réduire  en 
nombres  tous  les  coeffickns  des  argumens,  à l’aide  des  élémens 
donnés  dans  les  pages  585-588  et  596-.  Cependant , pour  plus  de 
clarté , je  dois  avertir  le  Lecteur,  que , dans  les  équations  suivantes , 
le  nombre  entre  les  deux  petites  paranthèses  qu’on  voit  placé  à 
coté  des  parties  constituantes  de  chaque  coefficient  indique  , que 
la  partie  qu’il  affecte , résulte  de  la  somme  algébrique  de  toutes 
les  quantités  de  l’ordre  exprimé  par  ce  nombre,  qui  entrent  dans  la 
valeur  analytique  du  même  coefficient  Cette  séparation  des  quantités 
des  différens  ordres  rend  sensible  la  convergence  des  séries  qui 
expriment  les  coeiliciens  des  inégalités  Lunaires  , et  offre  le  moyen 
d’évaluer  par  induction  le  reste  de  la  série , dans  le  très-petit 
nombre  des  cas  où.  la  valeur  de  ce  reste  mérite  d’être  prise  en 
considération.  On  reconnaîtra  les  parties  qui  ont  été  ainsi  calculées 
par  le  signe  (ind.)  placé  à côté  d'elles. 

Réduction  en  nombres  des  formules  posées 
dans  les  pages  485  et  486. 

0,008392850(2)  — 0,000141759(4)) 

0,000095682  (5)  — 0,000028553  (6)>  J'i}'  — E^^do 
-t- 0,000025333  (7)  = 0,008343502  ) 

0,01 049  io63(2)-i-o,o362334i4(4)=o>o467 

0,0001 58489.(4)yÇc'*-£:”)*<ii'-i-o,oi  223951  (2^(^'‘-.£")^i^^ 
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0,004196415  (1) -H  0,002941 793  (3) 

0,0009  i3o94  (4)  + o,ooo273i99(5)I 
0,000080193  (6) -1-0,000023969  (7)1 
0,00000026-1-0,000009923  (ind.) 

0,006294637  (2)  •1-0,01079026(3) 

-+-  0,007532435  (4) 0,00401751 5 (5)  £’•)«/*> 

-1-0,00323765  (ind.)  = o,o3i8725o 
0,0078683  (2) -*-0,02354235  (3) 

= o,o3i4io6 


J 


— 0,004196425  (2)-*"0,oooii77i2  (3) 

-*-0,000056761  (4)  ■+■  0,000002456  (5) 

— 0,000001 368  (6)  — o,oooooo36i  (7) 

— 0,00000026  — 0,0000001 1 (ind.) 

{i-g)v-i^êdv=^  (-0  ,006294667  (2) -*- 0,00043 161  (3)J^ , 

<-♦- o,ooo334944(4)-*"  1 38087  (5)  rfo 

= — 0,005389996 
— 0,0078683  (2)  -*-  0,00094 1 69  (3) 

= — 0,00692661 


.1';  C-'ri  » , 


Eu  substituant  dans  ces  expressions  les  valeurs  des  intégrales  données 
dans  la  page  696 , on  aura 

yçr/i.=  -^~ y.  io",57998-(j^y.o",oi7588  ; 

(1— c)t>-*-yorfi>=Br,-*-o.o,oo845oo56  — •4o">3i  287— o', 067187; 

{y-g)v-*‘j9dv=  9.— 9.0,004021 595-*- . 6’,82986  -*-  (î^)  o",oi  i38i; 


où  O,  et  9,  désignent  les  constantes  arbitraires  , ou  époques  , qui 
sont  censées  comprises  dans  les  ^intégrales  J'rsdv,  J'odv.  On  trouvera 
dans  le  $ suivant  la  valeur  numérique  de  la  constante  de  la  parallaxe. 
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Expression  numérique  de’  la  longitude  moyenne  de  la  Lune  ' 
en  fonction  de  sa  longitude  vraie  {Voyez  p.  487-496). 


= — 2î675",8i4 


«Z-H»=p-H f;dv  -H 

1 

sincv  1 

[-22626", 255  (i)-49",o73(3) 

— 6",659(4)-h4",6o9(5)-h  i",i97  (6) 
[•ho",366  (7)  -h  352",586  («'•-£''*) 

sin  2CV  1 

-H  465",37  5 (2)  -H  0",  1 36  (4)  - 2",o4o  (5) 
-o",822  (6)-o",238(7)-o",u6(8) 

sin  3a>  | 

-ii",344(3)-ho",o37(5)| 

sin  4ci»  j 

-ho", 292  (4)1 

sin  5co  1 

-o",oo8(5)| 

• = + 462", 295 

I 

= — II", 307 


= ■¥•  O 


stn  2gv 
sin^gv 
sin  2gv  — cv 


singv—fv  {-+-8'',93a(2)-f-o'’,i7i  (3)  | sinia 

singv¥jv  }—o", 343(2)1  (Voj«  p.  4,5') 

.418", 234(2)- 12", 846(4)) 

■i",37i(5)-4-o",o46(6)  \ 

o", 4^5  (4)1 

91", 757(3)-a8", 956(4)) 
-3",oo4(5)-o",2o4(6)  j 
sin  2gv+cv  | — 22", 940  (3)  -H  o",576  (4)  | 

sin2gv-2cv  t-o",63o  (4)  - o",794  (5) -t- o*,344  (6)  I =- 

sin2gv-*-2CV  1 -ho", 944  (4)1  =-H 

sin2gv—3cv  o",078(5)-ho",o87(6)  j =-H 

sin2gv-t-3cv  I— o",o35(5)|  = — 

sin4gv^cv  |-Ho",io5(5)(  =-H 

sin4gv-^-cv  o",o35(5)(  = — 


.29» 

=—  o",oo8 

=+  6",577 

=-  o",343 


=-h4o6",8o6 

=-H  o",425 

= ^-  59",593 

= - 2 2",364 
i",o8o 

o">944 

o",oo9 
o",o35 
0",io5 
o”,o35 
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sinc'mv 

sin  ic'niv 
sin  ic'mv 
sin  4c'/nv 


sincv-¥c'mv 


sincv—c'mv 

sincv — ic'mv 
sincv-*-7c'/m> 
sincv  — 3c' mv 
sincv-i-3c'mv  ' 
sin  2CV — c'mv 
sin  icv-i-c'mv 
sin  2CV-4-  2c'mv 
sin  2CV—  2c'mv 
sin  3cv-t- c'mv 
sin  3cv— c'mv 
simgv—  c'mv 
sin  3gv*+*cW 
sin  2gv-*-2c'mv 
sin2gv  — 2c'mv 


THioRIE  DD  MOUVEMENT  DE  LA  LDNE 
(+778”,363(3)-7o',899(4)-a8',3i7(5)j 
|-7«,877(6)-i",444(7)-»">387(8)  • j 
t+9",8i3(3)-i>42(5)-o",79i  (6)  1 
t+o", 162(4)) 

|+o",oo3(5)  I 

f-«-32"',oi4(3)+2o", 654(4)  I 

Lio",658(5)  + 5'',994(6)  j 

U i",665(7)-4-o",534(8)+o',i7 (ind.)J 

r— 32",o»4(3)  — 44">ï02(4)  I 

-22",4i3(5)-io",467(6)  [ 

(-4", 520  (7)  - i",996  (8)  - 1",4  (incl-)' 
o",4o4 (4)  — o",7 29  (5)  - o",455  (6)  I 
I + o",4o4  (4)  + o",  1 94  (5)  + o",  1 59  (6)  I 
1-o>o7(5)| 

1+0", 007  (5)1 

1+  i",3i  7 (4)  + i',659  (5)+o",822  (6)  | 

1— i",3i7(4)  — i>09(5)  1 

1-0", 0, 7 (5)1 

|-t-o'',oi7(5)l 

{ -4- o", 048  (5)1 

t-o>48(5)| 

1-  i",i83(4)-o>92(5)+o",o34(6)  | 

|+i",i83(4)-o",i88(5)) 

j-4-o",oi5(5)| 

t-o",oi5(5)l 


=+668", 33g 

=+  7", 980 

=+  o",i62 

= + o",oo3 

= + 7 >"1689 

= — 1 1 7",o  1 2 

=-  i",588 

=+  o",■]5^ 

= — o",oo7 
=+  o",oo7 
= + 3", 798 

=-  2", 326 

- o",oi7 
=+  o",oi7 
-4-  o",o48 
=-  o",o48 

= - i",24i 

=+  o".995 
s=+  o",oi5 
=s—  o",oi5 
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sin  2gv — CP  -H  c'mv  | + ©",389  (5)  j 

=-f-  o',389 

sin  2gv — cv — c'mv  { — o",389  (5)  | 

=-  o",389 

sin  2gv  -H  CP  -t-  c'nw  j — o",o3  2 (5)  | 

= — o",o32 

sin  2gv  + cv— c'mv  | + o",o3  2 (5)  | 

= -H  o",o32 

f-.586",887(2)-27o",444(3) 
sin  2Ev  ]-  39",383  (4)  - 4", 002  (5)  - o",o64  (6) 

|=— 1900*, 834 

( — o",o  2 5 (7) — o’,o  2 g (8)  — 2 8',o4  2 (t' — E'  ) 

1-3i73",388(2)-ii27",524(3) 

— 2g5",8i  I (4)— 67", 703  (5) — 12",  187  (6)|=— 4678',45 
- i*,687(7)-o',i5i  (8)-94",.430'--iS-) 

(+  1 26", 599  (3)  + 1 7", 4 • 7 (4)  + 2",399  (5)  I 


in  lEv-^cv  I ^ ^6^  — o",  1 2 2 (7)  + 1 *,85 1 (<"— | 

s/.2^.^cV«.  (3)-o",8o6(4)-o^228(5)^ 

1+  o",255  (6)  o",242  (7)  + o", 1 63  (8)  \ 

-93",386(3)-3r,425(4)-9”,586(5)l 

— 2", 259  (6)  - o",369  (7) + o",o26  (8)  \ '' 

— i3o",539  (3)  - 19", 963  (4)  \ 

-i5",o83(5)-7",243(6)  [ 1 

— 3",4 1 2 (7  ) — I 1 99  (8) — o',96  (ind.)  ) 


sin  lEv  — cnw 
simEv  — ^cv 

simEv—igv 

sin2Ev-*-2cv 
sin2Ev-i-2gv 
sin2Ev-tr2c'mv  | — o",o33(5)| 

. , |-3",8i4(4)- *",856(5)) 

j-o",888(6)-o",3i4(7)j 

Tomt  / 


J-  70", 390  (3)-»- 1 2", 876  (4)) 
f+i",885(5)  + o",4o2(6)  j 

1-7>52(4)-o",654(5)| 

|-3",2i8(4)-o",3o8(5)} 


1 46", 392 
1 2",g67 
*36", 999 

*77'')439 

55",22  7 

7", 7 06 
3", 5 26 
o>33 

6", 87  2 
78 
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j+53",357(3)-|.o",499(4) 

fin  2Fv-*-cmv—cv  |—  i2",i48(5)  — 9",562  (6) 

(-  5', 547  (7) —2', 70 1 (8) — 2‘,6  (Ind.)  ) 

f—  1 24", 2 1 4 (3)  — 59",o36  (4)J 
simEv  — c'mv—cv  )— i9*,36i  (5)  — 4^®^4(®) 
|-o'',35i(7)-o'', 4*4(8) 

. , t-i",o64(4)-o", 177(5)) 

fin  2Ev-hcmv-hcv  < . .( 

|-o",i7i(6)-o>97(7)\ 

+ 7",448(4)-*-i",964(5) 

-fo",867(6)-4-o",3oi(7) 

[ — o",ooo  (5)‘| 
j-o",i33(5)| 

fin  2Ev't‘c'mv—2cv  |-t-  2“,i95(4)  — o",57 1 (5)  | 
simEv—c'mv  — 2cv  5'',i*ï  (4)“0^575(5)  I 

sin2Ev'-¥c'mv-^2CV  | + o",o59(5)l 

sin2Ev—dmv-^2ev  j — o", 4*5(4)  1 


sin  2Ev—c'mv-¥cv 

fin  2Ev  + 3cW 
sin2Ev  — 3c'mv 


sin  2Ev-t-c'mv  — 2gv 
sin  2£v — c'nw  — 2gv 
sin  2Ev-*-  ctnv  + 2g'V 
sin  2Ev  — c'mv-^-2gv 
sin  2Ev  — 3o> 
sin2Ev-^-icv 
sin2Ev  — 2gv  — cv 
sin  2Ev-s-2gv — cv 


l-Hi'',i83(4)-4-o",29o(5)i 
j-2",762(4)  + o",433(5)| 
1 4-0"  ,02  7(5)1 
1-0",  189  (5)1 
1+0", 488  (5)1 
1 4- o", 333  (5)1 
1—  i",93i  (4)  4- o",  2 09  (5)  1 
j— 3",2 1 7 (4)  — i'',3o4  (5)  I 


=4-  2i'*,298 


=— 2o8",25o 

= - i",5o9 

=4-  io",58o 

= — o",ooo 
=-  o",i33 

=4-  i*,G24 

= - 5", 694 

=4.  o",o59 

=-  o",4*5 

= -♦-  i",473 

=—  2", 3 29 

=4-  .",473 

=—  o",i89 

= 4-  o”,488 

= 4-  o",333 

= - l",722 

= - 4",52I 
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CHAPITRE  COMPLÉMENTAIRE. 

61  I 

simEv^igv-i-cv  |+i o’jqSq (4) - 1 ",434 (5)  i 

=-H 

9",5o5 

siniEv-i-3gv-i-cv  j-»-o",385(5)| 

=-*- 

o",385 

. „ , (-3",8i3(4)-2'',3oo(5)  1 

simEv—icmv—cv  / ^ ' l 

i-i",oi6(6;_o",329(7)  j 

=— 

7"458 

sin lEv-^-xdmv—cv  |+o', 673(4)4-0", 895(5)+o', 435 (6)| 

= 4- 

a",oo3 

simEv-^c’mv-^cv  |-ho",3o4(5)  | 

= 4- 

o",3o4 

siniEv-\-idmv—7.cv  j—o", 189(5)} 

=ï  — 

o",i89 

siniEv—-xc'mv—icv  j — o",i57(5){ 

= — 

o",i57 

5/«a£’v'4-2cW— agv  |-t-o",oao(5)I 

= 4- 

o",oao 

sin^iEv—idmv  — igv  } — o",o85(5)| 

=— 

o",o85 

iOTa£’w-t-agv  — aw  j — o",6i8(5)} 

= — 

o",6i8 

$in2Ei>-2gv-*-2cv  | — o",4o6(5)| 

= — 

o",4o6 

sin2Ei>—2gv—2Cv  |4-o",o35(5)| 

= ■+■ 

o",o35 

sin  2Ev  — 4gv  I — o",o47  (5)  | 

= — 

o",o47 

tih2Ev  — 4cv  { — o",o33(5)| 

= — 

o",o33 

«j7»a£'i»-*-3cW  — w [4-o",ooo4(5)  1 

= 4- 

o",ooo4 

sin2Ev—ic'mv—cv  {— o",io6(5)| 

= — 

o",io6 

sOTa£’i>-t-cW— igv-f-cv  { — o",i84(5)| 



o",i84 

sin 2Ev-irc'niv—  2gv—  w |-+-o",o3a  (5)  | 

= 4- 

o",o3a 

sin2Ev—c'mv~2gv-¥cv  |4-o",429(5)| 

= 4- 

<>'429 

sin2Ev  — c'mv—2gv  — cv  t~o">079(3)|  * 

= — 

o'',079 

sin2Ev-^‘  c'mv  ■+■  2gv—cv  | o",o54  (5)  | 

= 4- 

o",o54 

sin2Ev —c'mv-^2gv  — cv  }— o",ia6(5)| 

= — 

o",ia6 
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sincv  i 

+ 7a",9io(3)+33",8i8(4)  | 

-ho'',7io(5)-»-4",572(6)  Hl- 

i’,934(7)+o',86o^8)-H>’,5(ind.)  ) 

1 

Î5> 

!=-♦-*»  «",489 

sin  Ev  — cv 

+ io".999 (4)  + 4'',a3a  (5)  ) / _ 

X) 

1 1 - 

17",5o4 

-h',656(6)+o’,7  a4(7)-*-o*,3(ind.)  J ^ 

nj 

— i- 

sin  Ev-t-cv 

-3",ooo(4)-i>77(5) 

— o",299(6)-o",io7(7)  j'  **/ 

=— 

4",38i 

sin  Ev-hrc'mv 

-ai", 855(3)  + 7", 357(4)),  ,v 

-3",a66(5)  + o",56a(G)  )V 

=— 

i6",9i2 

sinEv—c'mv  | 

— I '',2  a6  (4)  -1- 1 ",2  02  (5)  -h  0",  1 5 7 (6)  1 

o",i33 

sinEv — act> 

|4-o",i65(5)| 

=-♦- 

O*,!  65 

sinEv+  acv 

|-f-o",no(5)| 

= -t- 

o",i  10 

sinEv — agv 

lH-o",8i4(5)t 

=•4- 

o",8i4 

sinEv-^  2gv 

|+o",o74(5);| 

=-i- 

o>74 

sinEv-*-2c'mv 

j+o",oo3  (5)1 

=■*■ 

o",oo3 

sinEv—ic'mv 

|-o>75(5)| 

= — 

o>75 

fin  Ev  •+■  c'mv  — 

•«.  î-i",498(4)+ «",032(5)1 

= — 

o",466 

sin  Ev-i-c'mv  -*-cv  | + o",899  (4)  — o'',3o3  (5)  | 

=■+■ 

o",596 

sinEv  — c'mv  — 

cv  1+0", 025  (5)1 

=-♦- 

o",oa5 

sin  Ev  — c'mv  + cv  | o",o5 1 (5)  ( 

=-t- 

o",o5i 

sin  EvSr  c'mv  — 

acv  1 — o'',o8a  (5)  1 

=— 

o",o8a 

sinEv-^-c'mv-^ 

2CC»  |-o",o33(5)( 

= — 

o",o33 

sin  Ev-^- c'mv  — 

2gv  t— o",o37(5)1 

r=  — 

o",o37 

sin£v-*-c'mv-*-2gv  ) — o",oai(5)| 

= — 

o",02I 
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sin3Ev 

sin3£v—cv 
sin3£v-t-cv 
sin3£v-i-c'nu> 
sin3£v—  c'ntv 
sin3£v—  1CV 
sin3£v—2gv 
sinSEv-i-  c'mv — cv 
sin  /^Ev 

sin4Ev  — cv 

sin4Ev-*-a> 
sin4Ev-hc'mv 
sin4Ev—  c'mv  • 

siri4Ev — 2CV 

sin4Ev—2gv 
sm4Ev-i-c'mv—Cv 
sin4Ev — c'mv—cv 
sin4Ev—3cv 
sin  4Ev  — 2gv  — cv 
sin  4Ev  — 2gv-hcv 
sin  4Ev + c*  rnv  — 2cv 
sin  4Ev — c'mv  — 2cv 
sin  4Ev  •+■  c'mv  — 2gv 
sin  4Ev  — c'mv  — 2gv 


CHAPITRE  COMPLEMENTAIRE. 

j-i",395(4)-o",7o6(5)l/  _ |V  __ 

o", 291(6)— o", 107  (7)!' 

{-i-o',3o9(5)  + o',o77  (6) +0’, 006(7)1  =-H 
}+o",i56(5)(  =-»- 

t-ho",i45(5)t  =+ 

I— o",ii5(5)l  = — 

|+o'’,64o(5)|  =^- 

|+o",247(5)|  =h- 

l+o", 126(5)1  =-i- 

|-4-  7',  1 39  (4)-»-o',846  (5)  -»-o',8o5  (6)  1 = -H 
-+- 1 7", 7 56  (4)  + 7’, 3 1 8 (5) 

+ 2",592(6)-*-o",702(7) 

j-i",o38(5)l 
1 — o",i2o(5)  — o",oo6(6)  I 
t + o",84o(5)  + o'',3i6(6)l 

9',i  54  (4)  -h  4’, 588  (5)-h  i*,363  (6)  j _ 
o",373(7)+o>95(8)  j 

{ + o",3  29  (4)-»-o'',  1 93  (5)— o",07  a (6)  | = 

I — o",448  (5) — o',  I o i (6) + o",o43  (7)1  = 

!-♦-  i">74i  (5)-t-o',952(6)-*-o”,358(7)  1 = 
1+0", 355  (5)1 

| + o",i63(5)l  = 

1-0", 0, 8(5)1 

l-o",3o8(5)l  = 

1 + o",7i8(5)1 

j — o",oïi(5)t  = 

l-l-o", 026(5)  1 = 


6 1 3 
2", 442 

• o",39i 
. o",i56 
. o",i45 
. o",ii5 

■ o",64o 
- o",247 

■ o",I26 

• 8", 790 

28", 368 

• i",o38 
o",126 
i",i56 

=-*-i5",473‘ 

o",45o 
o",5o6 
3",o5i 
o*,355 
o",i63 
o",oi8 
o",3o8 
o",7i8 

o",OI  I 

o",oa6. 
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6l4  THÉOBIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE 

Expression  numérique  de  la  latitude  de  la  Lune  en  fonction 
de  sa  longitude  vraie  Voyez  p.  Sgô-Soi  ). 

L=  Latitude  de  la  Lune=s 


singv 


■ 18576", ooo(i)  — 37", 665  (3)| 


o’',o94  (5)  — o'',oo2  (6) 

J-i- 1 2", 556  (3)  -+-  o'',oo2  (5)  1 
l-i-o",o*5(5)  I 
— 5", 701  (4)  4-0",  160  (5) 

4-o",i4i  (6)4-o>i7  (7) 

4-i7",io2(4)-+-r,9i9(5) 

4.o",348(6)4-o",o86(7) 

-34^926(3)+8",8I7C4) 

+ o'',2  5 1 (5)  4-  o”,  1 4 2 (6) 

|4-o",2i8(5) 

l — o",oi  1(6)  — O”, 004(7)1 
|4-o'’,o46(6)  — o",oo8  (7)  I 
sin  3gv  — icv  | — o'’,i77  (6)4-o*,072  (6)| 
t4-26",283(3)-i",884(4)J 

(-26",283(3)4-o'',246(4)j 

singv-i-2c'mv  )4-o'',332  (4)  — o^jOigC^)  | 
singv  — 2c'mv  j — o'*,332  (4)  — o",oio(5)4-o*',oo4(6)  | = — o'',338 


sinigv 
sin  5gv 

singv-hcv 
singv—  cv 

singv  — 2CV 

singv-*-2cv 
singv  — 2cv 
sin  3gv  — cv 


= 4- 1 853", 842  7 

=4-i2",558 
=4-  o",oi5 

=-  5", 383 

=4- 19", 455 

=—  25",7i6 

=4-  o",2i8 
3=—  o",oi5 
= 4-  o>38 
=s—  o'',io5 

s=4-23'',75i 

= -25",28o 
= 4-  o*,3 1 3 


singv-*-3c'mv  j4-o",oo6(5) | 
singv  — 3c'mv  | — o',oo6(5)  | 
sin 3gv-trdmv  ]4-o",o55 (5) } 
sin 3gv  — dmv  | — o',o55  (5)  I 


= o",oo6 
= — o',oo6 
=4-  o',o55 
=—  o'',o55 
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CHAPITRE  COMPLÉMENTAIRE. 

6 I 5 

singv-^rcv-i-dniv 

{ — 0',l44(5)| 

=— 

o",i44 

singv—cv—cmv 

14-0', 43i  (5)1 

=•+■ 

o',43i 

singv-*-a>—  c'mv 

1—0",  144  (5)1 

=— 

o",i44 

singv-cv-^c'mv 

l-+-o",i44(5)| 

= 4- 

o",i44 

singv  — 2cv— c'mv 

l+o",i48(5)| 

=-l- 

o",i48 

singv —2CV  -^c'mv 

GO 

0 

\ 

=— 

o",i48 

singv  — 2CV-+-  dmv 

1—0", 002  (6)} 

SS  — 

0*,002 

singv-t-cw—idmv 

1— o",oo4(6)  j 

SS 

o",oo4^ 

singv — cv-h2(/mv 

l-+-o",oii  (6)1 

= 4- 

o",oi  I 

singv  — cv—  2dmv 

l-o',oii(6)| 

= — 

o",oi  1 

jmyî»  j— io',44o(i)- 

-0’,  1 95(2)— 0',  1 6 1 (3)=- 1 o',79Ôt 
I4-52i",o66(2)4-9'',744(3)  ) 

5ira2Uss  — 

7",886 

sin  2Ev — gv 

-3«,495(4)-o",i35(5)  [ 

(4-0'',  173  (6)4-97*,  12  (£'•—.£"*)  J 

= 4-5 

2 7",OI  I 

iin  iEv-i-gv 
sin2Ev’*-c'mv—gv 
sin  iEv—c'mv  —gv 
sin  ^Ev-^c'/nv-i-gv 
sin  2Ev—‘c'nw-i-gv 

sin  iEv—gv  — cv 

sin^Ev-^gv-i-cv  j 
sin^Ev—gv+cv  | 
sin  ^Ev-^-gv—cv  j 


I - i",o59  (4)  - o",4oo  (5)-o>54  (6)  i ^ 
l-8’,75i(3)_i",556(4)-o',i57(5)i  = 
1 H-  2o',443  (3)+i’,775  (4)+o',o25  (5)  | : 
|-o’’,oi7(5)} 

| + o',o4i(5)t  : 

|-i7",io5(4)-3",i99(5)j 

-o",556(6)-o",o88(7)  j 
-t-o'',o32  (6)  1 

4-  5’',7o  I (4) + 0^55 1 (5)  - o",o33  (6)  | 
— o",8oo  (5)— o',257  (6)— o",o4a  (7)! 


=-  i",5r3 

10", 464 
=+  2 2”, 243 
= — o",oi7 

= -+-  o'’,o4l 

=-  20", 938 
=-+-  o'',o32 

= 4-  6", 2 19 

= - I'’,099 
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simEv—w-^gv 

j -H>', 980(4)  - 0", 559(5)  - o',a43(6)  1 

=:-ho'',I78 

sin  %Ev  -i-2cv—gv 

|-o*,i45(5)H-o*,oia(6)l 

= -o',i33 

sinaEv—icv—gv 

1-3',9i8(4)-o',8i3(5)| 

= -4*,73t 

stn  2Ev  — igv 

1 — I ",o5  7 (4)  -4-  0",  2 7 5 (5)  1 

= — o",782 

sin  -f-  ac'/n^' — gv 

1 —0’,  1 1 J (4)  - o',o  1 1 (5)  - o*,oo6(G)  1 

= — 0*,I28 

sin2Ev  — 2c'mv—gv 

|■+■o'',62G(4)-t■o",o9^  (5)  1 

= + o",7i7 

sin  lEv  — igv  H-  cv 

l-4-o",o4G(G)j 

= -h  0*,o4G 

sinïEv-^gv  — icv 

o",o32(G)} 

= — o",o32 

sin  lEv-i- 3c'mv—gv 

{ — o*,oooi  (5)  I 

s=  — o'',OOOI 

siniEv — ic'mv—gv 

|-»-o>i7(5)} 

=-ho",oi7 

sin  2Ev-i-  c'niv  — 3gv 

|-l-o'',oi8(5)  1 

= -ho’',oi8 

sin^Ev— c'nw  — 3gv 

1 — 0", 042  (5)1 

= — o",o42 

sin  2Ev  — 3gv  -+-2CV 

1— o",oi5(G)| 

= — o'',oi5 

sin  2Ev  -t-  2c'mv  —3gv 

1 -ho'' ,0002  (6)  1 

= -ho'',OO02 

sin  2Ev-t-  c'mv  — gv  ■+■  cv 

|-o>48(5)| 

=-o",o48 

sin  2Ev  — c'mv — gv-hcv 

l-ho'',336(5)  t 

= -ho",336 

sin  2Ev-t-c'mv — gv — cv 

l-*-o'',i44(5)  1 

= -ho",i44 

sin  2Ev — c'mv—  gv  — cv 

1-1", 007  (5)1 

= — r',007 

sin  2Ev-hc'mv-hgv — 2cv 

1 — o>i6(5)( 

= — o'',o  I G 

sin  2Ev  -I-  c'mv  — gv  — 2CV 

[-f-o",o66(5) } 

= -ho", 066 

sin  2Ev  — c'mv-^-gv  — 2cv 

j-t-o",o38(6)t 

= -ho'',o38 

sin  2Ev  — c'mv — gv  — 2Ci> 

|-o",i54(6)} 

= -o",i54 

sin  2Ev-h  2c'mv  — gv-t-cv 

I — o",oooo7(7)  I 

= — 0", 0000  7 

sin2Ev+  2cmv-t-gv—2cv 

j — 0",0002  (6) } 

= — o",0002 

sin2Ev’i-2c'mv-‘gv — 2cv 

{ — o'',oo«8  (G)  1 

= — o",ooo8 
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CHAPITBE  COMPLÉMENTAIRE. 

617 

sinEv-¥gv 

|+o",i68(5)| 

*=4»o'',i68 

sinEv  — gv 

|-4-o'',6o3  (5)  1 

=4-o^,6o3 

sinEv-t-gv  — cv 

1+0", 452  (5)1 

= 4-0", 452 

sinEv-gv-t-cv  • 

{-o",54i(5)l 

=— o'',54i 

sinEv  — gv — cv 

}+o",54i(5)| 

=!  4-0’, 541 

sin  Ev  ■+•  c'mv  ■+■  gv 

I — 0",002  7 (6)  o",002  7 (7)1 

= — d',000 

sin  Ev-^-  c'mv — gv 

1 — o",oo7  (6)  -I-  o",oo5  (7)  1 

= — o",002 

sinEv—  dmv  -+-  gv 

1 4-  o",oo8  (6)  I 

— 4*  o",oo8 

sin  Ev  — dmv — gv 

|4-o",oi4(6)t 

=4-o'',oi4 

sin  Ev-t-  dmv-^-  gv  — et» 

|•=-o'',o27(5)-o«,o37(6)| 

= — o'',o64 

sin  Ev-i-  dmv —gv  — cv 

t — o",o54(5)  — o",o22(6)  I 

= — o",o76 

sinEv-i-dmv—gV’i-cv 

t-Ho'',o36(5)— o”,o29(6)  | 

=4-0", 007 

sinEv-dmv-^gv—cv 

j4-0"’,0I2(6)| 

= 4-o’,012 

sinEv  — dmv—gV’^cv 

|-o’,oi2(6)| 

= — 0",012 

sin3Ev — gv 

1-0", 167(5)1 

=— o",i67 

sin3Ev—gv—.cv 

{-o",i5o(5)| 

= — o",i5o 

sin  3Ev  -f>  c'mt»  — gv 

1 •+•  o",oo8  (6)  1 

=-»-o'',oo8 

sinSEv-hc'mv—  gv  — cv 

t+o",oo7(6)| 

= -f-o'*,oo7 

sin^Ev—gv 

|-^-o^37,(5)I 

= 4-0'', 371 

sin^Ev  —gv  -‘CV 

|-f-o",8oo  (5)4*0", 32  2 (6)  1 

= 4-  i",i  22 

sin^Ev — gv—  2Ci» 

1 4-0", 282  (5)1 

= 4-o",282 

Tome  / 

79 
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THÉORIE  DU  mouvement  DE  LA  LUNE 


Expression  numérique  de  la  longitude  vraie  de  la  Lune 
en  fonction  de  sa  longitude  moyenne  ( F",  p.  574-584  ) 

vz=nt  + e~-J^  çdo-*- 


t+  î 1626’, 255  ( I ) + 4o*,563  (3)  - 5”, 548  (4)  j 
— i3", 499(5)  — 4^876(0)— 1", 269(7)  I =-♦■  22641", 626 

•4. 35  2", 2 2 2 (£'•  - Æ”*)  -t-  4 1 5", 400  (*'•  -£■'*)  1 

775",62  2 (2)  - o'',583  (4)  - 2",6i6(5)J 

I •<  * t Èè  /-k  X X ••  XftX  I ^ • 


sin2C.nl  {—2" 

(-1-36 

,049(6)  — o'',7o8(7)-o",i8g(8)  V 

.",454  (*'•—£•'•)  ) 

=^-769",477 

sin  3c.nl 

|-*-36'',869(3)-o",i49(5)t 

ï=+  36",72o 

sin  4f.n< 

1-4-2",Oo3(4)  1 

= -♦-  2",oo3 

sin  5c.nl 

Ko",ii7(5)t 

=^-  o",ii7 

sin  g.nl—fnt 

|-6",577l 

= - 6", 577 

sin  g.nt -i-f.nt 

t-^-o",343| 

= + o",343 

t 

sin  2g.nt 

i-4i8", 234(2)-»- 5",3oo(4)j 
f-»-.",985(5)-o",o92(6)  j 

= — 4'  *",«4  * 

sin  ltg.nl 

1-»-o",424(4)  1 

=-»-  o",424 

sin  2g.nt  — c.nt 

j-  6S",8i7(3)-|.28",968(4)j 
j-+-2'',4o8(5)-t-o",25o(6)  i 

=—  37", 191 

sin  2g.nt-t-c.nt 

t-45",88o(3)-t-o", 679(5)1 

= — 45",2oi 

sin  2g. ni  — 2C.nt 

t-f.o",629(4)  -h  o",794(5)-o'',344(6)1 

=-H  r>79 

sin  zg.nt-t-2c.nl 

t-4'',o89(4)  1 

=_  4", 089 
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sin  2g.rU—3c.rU 

t-4-o>8i(5)-o",o33(6)i 

=4- 

0^ 

'b 

00 

sin  2g.nt-t-3c.rU 

t-o",339(5)  1 

= — 

o",339 

sin^g.nt—c.rU 

+ 

0 

= -♦- 

o”,i4o 

sin  4g-fit  4*  c.nZ 

|4-o>93(5)| 

= 4- 

o",o93 

sin  c'rn.nt 

j—  778',263(2)4-7o’,898(4)4-28',3  i 7(5)  j 
f4-7",725(6)4-i",35i  (7)4-1", 328(8)1 

i” 

668", 644 

sin  2c‘m.rU 

1-9",8i4(3)4-i",i5.(5)4-o,*79i(6)| 

= — 

7",872 

sin3dm.nt 

|-o",i62(4)I 

= — 

o",i62 

sin/^c'm.nt 

1 — o",oo3  (5)  1 

= — 

o",oo3 

f-74’,70i(3)-23',847(4)-7'.o3o(5) 
sin  c.nt  4-  c'rn.nt  4",o46  (6)  — o",965  (7)  — o”,339  (8) 

(— o",i7(ind.) 

(-♦- 74', 702(3)4-41*, 009(4)4-1 7*, 897(5) 
sinc.nt  — c'rn.nt  |4-8'',286(6)4-3",7i4(7)-+*  i'',73i  (8) 

(-h  o",7  2 ( Ind.) 

sinc.nt— %c'm..nl  {4-o",942(4)4-o",749(5)4-o",44o(6)  |=-+-  2",i3i 


=— iii",o99 
=4-  i48”,o59 


sinc.nt  -t-  2c'm.nt 
sin  2C.nt  — c'rn.nt 
sin  2c.nl -i-c'm.nt 


|-o",942(4)-o*,I74(5)-  o",o56(6)}  =- 
j4-5",i2i  (4)4-2", 819(5)  I 
j4-i",io4(6)4-o",6(ind.)  I * 

|-5",i2i  (4)-i'',673(5)-o‘,55(ind.)  I =- 


sin  2c.nts-  2c'm.nt  | — o",o65  (5)  1 


sin  2C.rU. 


—2c'm.nt  |-t-o",o65(5)  I 


sine. TU  — icm.nt 


|4-o>i6(5)| 


sin  c.nt  4-  3c'm.nt  j — o",o  1 6 (5)  j 


l",172 

9",G44 

7", 344 

o",o65 
o",o65 
o",o  1 6 
o",oi6 
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sût  3c.nl  -t-  cm.nt  | — o",365  (5)  j 
«71 3c.nt  —c'm.nt  | -t-  o",365  (5)  1 

sin  2gMt  •^c'm.nt  o",395(4)-*-o’,i52(5)-^o',i  i3((>)  I 
5/71 3g.nt  c'm.nt  | -h  o",395  (4)  o",  i go  (5)  | 

5171 2g.nt  ic'm.nt  j -♦*  o",oo5  (5)  } 
sin  hg.nt  — 2c'm.nt  _ t o",oo5  (5)  \ 
sin2g.nt—c.nt-hc'm.nt  |— o",i62(5)|  . 

sin  2g.nt — cjit  —c'm.nt  ]-f-o",i6i  (5)  | 

5/71 2g.nt-*-c.nt c'm.nt  !-♦- o", 1 95  (5)  t 
sin2g.nt-*‘C.nt—c'm.nt  ] — o",i95  (5)  | 

-t- 1 58G",887  (ï) -H  6 1 8",5 1 7 (3) 

-H  1 3 1 ",8a  I (4)  -H  27'',  1 54  (5) 

-i-4'',92i  (G)-ho'*,99o(7) 
-»-o>3o(8)-4-52*,5i  I 
(-+-3 1 73‘,388  (a)-i- 1 o4o*,488  (3) 
j-i-29i",5i4(4)'*"6G",a53(5) 
J-i.i2",332(G)-t-i",5G6(7) 

(-»- o",i  07  (8)  H- 84'',283  (•’*-£**) 
h-i34",5i2(3)-i-4G",28o(4) 
si1t2E.nl -y- c.iU  • -+-9",377(5)-»-i",7iG(G) 

-4.0'', 2G1  (7)h-  I i5",932  (.'•-£") 
j- 1 y ,34 1 (3)  - 1 r,o35(4)  - 1",2 1 4 (5)  j 
o",595  (G) -H  i",46o (7)  - o>7G  (8)) 
93",38G(3)-4-5i>7o(4)  j 
sin 2E.nI— c’m.nt  iG",384 (5) ■+-4",o4o (6)  > 
-i-o",87i(7)-i-o",o99(8)  J 


5/71 


2E.nI 


sin  2E.nt  — c.nl 


=-  o",365 

=+  • o",365 
t=—  o",i3o 

=-t-  o",585 

= o",oo5 

= — o*,oo5 

= - o",i62 

= o*,i6a 

= -»-  o’VgS 

= — o'’,i95 

= -4-2370”,320 


sin2E.nl-i-cm.nt 


=-4-4585\G48 

= -i-  i92%i4G 

: — a3",G  1 1 

i65",85o 
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siniE.nt—ic.nt  |- 

sin2E.nt-i-7c.nt  {■ 

sin  yE.nt—  2g.nt 

sin2E.nt-i-2g.nt 
sin  2E.nt-i-2c'm.nt 

sin  2E.nI  -—  2c'm.nt 
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-i3o'’,539(3)  + 46>o2(4)  , 

-2  2",6oa(5)-4-8",439(6)  ( 

-3*,558(7)H-o',963(8)+o*,26(ind.)) 

- 1 o",-3o7  (4) + 3',364  (5)  -t-  o',448  (6)  1 

7o’,3go  (3)  — 1 2", 87 1 (4) 

2",i  25  (5)— o", 479  (6) 

|-3',2i8(4)-o",i58(5)| 

|-o>65(5)j 

i^-3^8.4(4)+2",70I(5)  j 
(-^o''>997  (6)-+‘.o''3oi  (7)  j 


sin  2E.nt-t-c'm.nt~~c.nt 

sin  2E.nt  —c'm.nt  —cjU 

sin  2E .nt-i-d m.nt-i-  c.nt 

sin  2E.nI  — cm.nt-i-c.nt 

sin  2E.nI  -4-  ic'ni.nt 
sin  2E.nI  — icm.nt 


[-53', 357(3)-5", 754(4)' 
-io",452(5)+8'’,84i(6)| 
•5",693(7)  + 2'',8i4(8) 
-2",5(ind.) 

1 24', 5o  I (3)  -4-  5g",goo  (4)  l 
-I9",436(5)  + 5',32i(6) 

• o",o66(7)4.o',5i8(8)  I 

j-i",i3i(4)-i',3io(5) 
|-o",363(6)-o",o8i(7) 

4-4-7',9i6(4)+4*,4o3(5)  j 
|+i",343(6)  + o*,382(7)( 

I -ho'’, 0002  (5)  } 

|-ho’’,i3o(5)  I 


62 1 

= -h  2 12", 363 

=-h  i4',ii9 

=-h  54",9i5 

=-  3'',376 

= - o>65 

=-h,  7",8i3 
= - 28",8ii 

= -h209",742 

= - 2’',884 

=-h  i4V44 

= •+•  0",000  2 
= -h  o",i3o 
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^ {siniE.nt-Zc.nt  |-h8", 353(4)-H2'', 981  (5)-Hi", 473(6)1  =+ n", 807 
^ ^ js/n  2E.nl-h3c.nt  |■♦■3",252  (5) + o",o57  (6)  | =-♦-  3",3o9 


(•)  Pour  calculer  U partie  du  lixiéme  ordre  qui  appartient  aux  eoelBcieni  dej  deux  argumens 
lU.itl  — ÎCJU  , a£.fU -4- 3c.nl  j’ai  ajoute  au  développement  de»  fonction»  !*•(►)*  , Ff)’ , 
lc«  tenues  suivaos  ; savoir 


F(ü)*=  cos2Ev—3cv 
C0S2Ev-h3cV 


F (»’)*=  sin2Ev  — 3cv 
sin  2Ev  + 3cp 


1870S7 

^185 

51041  15  . 59  _ 705797)  ,„i 

isia 

ÏSÏÏ  9216  t 

161  119  S9 

24  ""lï  86 

8475  1 -,  . 
— “ 288  1 ’ 

17595 

w 

45  59 

^T“ï8 

59  . 17347  . 45  53529  J 

le**"  256  256  j"‘ 

6SS 

59 

59 

119  415  j ' , . 

48  ~ 

i3 

16" 

~W 16  j » 

F(o)*=  cosiEv—3cv 


-h  cosiEv-h3cv 


Il  suit  de  là,  que  la  fonedoo 


• 

1 d.F^^‘ 

1 <T.Ff77>  . 

1 

d'./'M* 

2 dv 

273  rfv* 

2.8.4 

dv^ 

1 enferme  ces  deui  termes  . 

.fin  2Ev—3cv  e’ 

j 705797 

269  405 

17848 

587 

15  ^59^11 
-ï6*^7î-^T 

1905793 
— TS432 

) 18432 

"192  128 

"SÎT  ' 

16  ■ 

sin2Ef>-h3cv  e\ 

1 17875 

289  10875 

.955 

7875 

275  2817  j 

/Tl* 

1 576 

TT  96 

48  ' 

= T — 576  ( 

t§m  , 

lesquels^  étant  rédiûts 

en  nombres  donnent 

siVia£.nt  — 3c.nl  (•♦•l'*,478)  , 

5miE.nl  ^3c.nf  ((TjOS?). 

A la  vérité  on  néglige  de  cette  mauiére  les  termes  analogues,  que  l’intégration  directe  introduit 
dans  — F{v)\  mais  la  petitesse  de  ces  termes  dispense  d'en  faire  le  calcul. 
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62.3 


isin2E.nt-i-cm.nt~'ic.nt  }- 
')simE.nt—cm.nt  — ic.nt  j- 
sin  iE.nt-t-c'm.nt+iCJit 
. siniE.nt-cm.nt-k-ic.nt 
sin  iE.nt-k-c'm.nt— ig.nt 
sin  lE.nt  — c'm.nt  — ig.nt 
sin  lE.nt  ■+■  dm.nt  -¥■  ig.nt 
sin  lE.nt  — c'm.nt -k-  ig.nt 

ÎsiniE.nt—ig.nt  — c.nt  iH 

* . 

siniE.nt-k-  ig.nt  — c.nt  1- 
sin  iE.nl  — ig.nt-k-c.nl 
sin  lE.nt -k-  ig.nt-k-c.nt 

sin  lE.nt  — ic'm.nt  — c.nt 

sin  iE.nl  -k-  ic'm.nt^ — c.nt 
sin  lE.nt  — ic'm.nt  -k-  c.nt 


ï 9^  (4)  -»•  o',  7 o4  (5) + O*, 096  (6)  i 
. 5‘,  U I (4)-»-  2',  I o5  (5) +o',53G(6)  I 

1—0', 087  (5)1 
|-»-o'',6o7  (5)  I 
1— i",i84(4)  — o",29i(5)1 
{+ 2^,762  (4) -o", 433(5)1 
j-f-o",o28(5)} 

1— o'’,i89(5)1 

2-, 574(4)-!’, 958  (5)-o-, 586(6)1 
6', 435  (4)-  2",439(5)-o-,5  i o (6)  1 
j_7",o78(4)  + o",927(5)  ( 

[— o",626(5)  I 
(+3''8i3(4)  + 2-,4o2(5)j 
|-Hi'',o.4(6)  + o'',298(7)t 
-o",673  (4)- 0^,870  (5)1 
-o",47i(6)  j 

+ 0", 323  (5)1 


- ,",395 

• o",o87 
■o'',6o7 
-i',475 
-2", 329 
-o'',028 
■o'',i89 

- o",o3o 
-9", 384 

• 6",i5i 
-o'’,6l6 


■f,3ij 


• 2",Oi4 


=+o’’,323 


(*)  Pour  avoir  U partie  du  aixiéme  ordre  qui  appartient  aux  coefficient  des  deux  argument 
‘xE-nt^c'm.nl  — iC.»U  y — — ac.nl  , j’ai  réduit  en  iwmbrcs  les  coefficient  de 

ces  deux  termes  ( Vo^ez  p.  517  et  5 18)  ; 


1 d.F(ip 

siniEv-k-c'mv — jev  e'i'\ 

f 1058 

4ô 

1418  \ , 

1 ni 

2 dv 

( oT  ■’ 

" 18  ~ 

01 

siniEv  — c'mv  — icv  e’s'l 

/ 17867 

105 

I5C87\  J 

l T5S  8 ~ 

w)'”  ; 

ce  qui  rerient  à négliger  les  termes  analogues  que  rintégratioii  introduit  dant  le  développement 
de  — 

(**)  Voyct  la  page  6a-, 
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*/n  iE.nl  idnt.nt  ■+•  ic.nl 

j-o*, 190(5)1 

= - 

0',190 

sin  2E.nI  — ic'm.nl  — 2C.nt 

j4-o",i57(5)  I 

= -4- 

b",  157 

sin  2E.nI  •+■  ic'm.nt—  2g.ni 

|__o'’,020(5) 

1 

= — 

o'',02O 

sin  2E.nI  — 2cm.nl  — ig.nt 

l-l-o'',o85(5)| 

= -♦- 

o",o85 

sin  2 E. ni -i-c' ni.nl  — 3c.nl 

1— o*,i4o(5) 

1 

= — 

O»,l4o 

sin  2E.nI  — c'm.nl  — ic.rtt 

j-4-o",328(5) 

1 

= -♦- 

o",328 

sin  2E.nI  -4-  2g.nl  — 2C.nt 

|-o",94i(5)| 

= — 

o»,94« 

sin  2E.nt-2g.nl  — 2C.nt 

1-0», 177  (5) 

i 

SS  — 

• o»,i77 

sin  2E.nI  — 2gMt-*‘2C.nt 

1— o'',529(5)| 

• 

o'',52g 

sin2E.nI  — 4^-nf 

}-o>95(5)| 

=— 

o",095 

sin  2E.nI  — 4c.nt 

1+o%873(5)} 

o'',873 

sin  2E.nl-*-3cm.nt—c.nt 

1 — o",ooo6  (5)  } 

= - 

o',ooo6 

sin  2E.nI  — 3c'm.nt  — c.nt 

|*-ho'',io6(5)  1 

ss4- 

o»,io6 

sin  2 E.nt  •+■  c'm.nl  — 2g.nt  -*-c.nt 

J-i-o", 119(3)1 

— -f* 

o»,ii9 

sin  2E.nI — cm.nt  — 2g.nl-i-c.nt 

1-0», 278(5) 

1 

=— 

o»,278 

sin  2 E.nt  H-  c'm.nl  — 2g.nt  — c.nt 

1— o",o43  (5)  1 

SS  — 

o",o43 

sin  2E.nt-i-c'm.nt-i-2g.nt — c.nt 

|-»-o",io8(5)  j 

ss-l- 

o»,i88 

sin  2E.nI  — c'm.nl -i-2g.nl — c.nt 

1-0^253(5)1 

SS  — 

o",253 

sin  2E.ni  — cm.nt  — 2g.nl— c.nt 

| + o»tioi  (5)  1 

SS  + 

o'’,ioi 

i- 72", 920(3) -33', 818  (4) 
-10”, 939(5)-4", 393(6) 
_,-'847(7)-o'',829(8) 
(-o'',5(ind.) 

(-h) 

= — 

122'',!  10 

Digitized  by  Google 


CHAPITRE  COMPLÉMENTAIRE. 

625 

j- 10", 999  (4)  -4",56o  (5)1 

sinE.nt-c.Ta 

J-i",8ao(6)-o", 786(7)  (1-4^) 
(— o",3(ind.)  ) 

S ^ 

18", 045 

sin  E.nt  c.rU 

j-4",999(4)-a", 334(5)  ), 

j-o'',8a.  (6)-o", 284(7) 

= — 

8V37' 

sinE.nt-*-dmjit 

j-h2r,855(3)-7'',357(4)j. 
j-4-3',468(5)-o'',35o(6)  jv 

= 4- 

i7',2i6 

sin  E.nt — dm.nt 

1 + 1 ",226  (4)  - i",4î3  (5)  - 0",  1 86  (6)  1 

= — 

o",383 

sin  E.nt — ac.nf 

Î-o",796(5)| 

= — 

o",796 

sin  E.nt-i-  2C.nt 

1-0', 357  (5)1 

= — 

o'',357 

sin  E.nt  — 2g.rU 

1-0", 739  (5)1 

= — 

o%739 

sinEjU-t-2g.nt 

l+o",i48(5) } 

= -4- 

o",i48 

sinE.nt~i-2cm.rU 

1-0", 044  (5)1 

= — 

o",o44 

sinE.nt — 2dm.rU 

J-4-o'',p7S  (5)  1 

=-4- 

o",o']5 

sin  E.rU  -H  dm.nt  - 

-c.ru  1-4-  i",498 (4) - i",o32  (5) } 

o",466 

sinE.nt-i-dm.nt-i-c.tU  j-»- 1",498(4)  — o",5o4(5)  | 

= -4- 

o''>994 

sin  E.nt  — dm.nt  - 

-cmt  1— o",oa5(5)l 

= — 

o'',oa5 

sin  E.rU— dm.rU  •+■  c.nf  } -4-  o",o84  (5)  | 

=s-4- 

o",o84 

sin  EjU  -4-  dmjU  - 

-2CJU  j-»-o",T7a(5) } 

=-4* 

o",!?! 

sinE.rU-i-dm.rU-i-2C.rU  | + o",ii7C5)l 

= -4- 

o",ii7 

sinEjti  -i-dmaU  — 

■ 2g'.rU  1 -4-  o",o  1 5 (5)  1 

*=-4» 

o"^i5 

sinE.rU-i-dm.nl-i-2gMl  o",o46(5)  | 

Itme  l. 
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sin  3E.nt  - < 

Ui",364C4)“o",o8a(5)) 

|-oV6a(6)-o'',î33(7)i 

o",887 

siniE.nt  — c.nt 

i-i",58o(5)-o",954(6))- 
j-o", 416(7)  i 

=— 

2", 950 

sin3E.nt-^-c.nl 

|+o",i43(5)| 

o",i43 

sinZE.nt’^c'm.nt 

1 (5)  1 

=-♦- 

o",oi  I 

sin  3E.nt  — c'm.nt 

{ + o'',oii(5)  j 

= •4- 

o",oi  2 

sin3E.nt-2C.nt 

I— o",64o(5)| 

=— 

o'',64o 

sin  3E.nt  — 2g.nt 

J- 0", 146(5)1 

= — 

o'',i46 

sin  3E.nt  + dm.nl— c.nt 

1+o",i94(5)1 

=-h 

o",i94 

L sin  ^E.nt 

+ 5”,o,o(4)  + 5-,3»(5)  }, h- .4-409 

■h  a",287(6)-+-  r,i3o(7)-4-o",6(wrf.)  j 

jsjn  /[E  .nt  —c.nt 

^.8-^M(4)+.o;’499(5)  j 

5",  1 2 1 (6)  H-  I ",  1 1 5 (7)  -+•  o",4  (»W.)  \ 

sin  iE.nt-hC.nl 

1 + 0", 855  (5)1 

= + o",855 

siniE.nt-hdm.nt 

t-o",o85(5)-o',ii6(6)l 

S=—  o",201 

sin  iE.nt  — dm.nt 

1-«.o",597(5)  + o",6i3(6)1 

= -h  l",2IO 

sin  iE.nt  — 2C.nt 

|+i5",254(4)  + i4'',737(5) 
L2'',567(6)h-i",746(7)  ' 

(+o",2i4(8) 

= m-34%5i8 

siniE.nt-2g.nt 

j-o",33o(4)  + o",349(5)i 
j+o>35(6)  i 

=4-  o",o54 

(•>  Vojei  la  page  63 1. 
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sin  ^E.nt  -i-emjU—cnt 

J-o-,476(5)-o",a53(6)J 
{-o",i93(7)  j 

=- 

o",9aa 

sin  4E.nt — e'm.nt—cjU 

j-4-i'’,85o(5)-t.i",363(6)j 
|+o",6a4(7)  \ 

==+ 

3", 837 

siniE.nt  — 3c,nt 

{-«-o",5oa  (5)  J 

=-♦- 

o",5oa 

sin  ^E.nt  — 2g.nt — c.nt 

|-^o'',397  (3)1 

= •4- 

o",397 

sin  ^E.nt—  igjit-^-cjU 

|-o",o36(5)( 

= — 

o",o36 

l-o",5i3(5)| 

==  — 

o”,5i3 

sin  ^E.nt—  c'm.nt  —le.nt 

1-»-i'’,i97(5)| 

= •+• 

>">»97 

sin^E.nt-*-c^m.nt—2g.nt 

{+o'',oii(5)( 

=:  -t- 

o",0 1 i 

sin  ^EjU  — c'm.nt  — 2g.nt 

1— o",oa6(5)  1 

o",oa6. 

57-  Pour  calculer  la  partie  du  sixième  ordre  qui  appartient  aux  coef- 
iiciens  des  deux  argumens  :tE.TU-~2g.nt—c.nt,  iE.rU’^ig.nt —c.nt , 
)’ai  d'abord  trouvé  qu’on  a ; 

F¥)'^ 

iin  1888  87847  ^t6f  ^59  «519 \ 1 

-(s5-^55-8s-i5*^6i=Si)'”ï  [ 

-\i6~S5~W*"ëi=gi;'”*‘“\î#'“88-8â;'”*  j 

i/S5  17847  165  . 59  1485  15615 

VB'+'Tôl4’~'«r'*'n“îsff  = T5ïî  j"*  j 
/ 8 SI  15  . 8 45  \ .75  I . 

-VS5-^li-^is-^i6  = H)'"ï“8s"*'  (’ 

/45^1S^SS5^45^45_S8S\  . I 
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!/S9^S9^59_59\,„.  / 8 8 _3  .J 

•^(si‘*”ï~ïS'+'é4""Î8'^6l”ÏS— g)'”®  1 

1/59^59^  60  59\  , /«  . 8 8_9\  .] 

(4g‘^5g'^îg=î6j'"~"Vôî'^5ï‘^BÎ-6i;'"'  I 
/I65  . 45  . 15  . 15  . 45^75^45^1S_100S\„..| 
-(w-^3î‘+'T-^iô‘+’M‘^i«'^ôî'^ï6--er;'”^  1 

rw‘= 

€0SiEv—:igv  — cv  e7‘(-“me*)  ■*■  cos2Ev-*-7gv—cv  «-/‘(-j-OTe*); 

m 

,d’oà  j’ai  conclu  que  , 

1 /41519  489  9 _ 83831  \„.»1 

“ V 6144  CT  1*8—  0144  / ( 

15  ,4»  ,15  /,  l 

— îm'”^  "ôi'”®  “Ô5'”‘  ) 


sin  2 Ev  ■+■  2gv  — cv  ey' 


’ 417 _ 35661  \„.i  : 

l“\'2Sîg"*’ïS“‘‘S4  — ïüir^"*  I 


i 18w  k OlM»  • tt 

(•+- 64  •*■  61"»®  •+■  eT"*'. 

1 d‘.F^>  _ 


855 


335 


ïü  - 

sin  2Ev  — 

/ 59 

11 

135 

7gi>- 

-Ci> 

n \- 

(ü 

■*•16= 

=.'^ 

SÎH  2Ev-ir 

X i 

/177 

88. 

111 

2gV- 

-LV 

ey  j 1 

(th 

10' 

— 83 

1 (F.FJl 

3.3.4 

L'  = 

sin 

2Ev  — 

3gV 

— tv 

ev*( 

• 

sin 

2Ev-¥- 

2gV 

— cv 

n'( 

37 


3015 


La  réunion  de  ces  trois  dernières  parties  donne 
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t d.F(7j'  1 . 1 d>.F(ÿ)i 

î d</  O ' ■ ■*'2.8.4  ~ 

c ./  91231  ,13  .31  ,15 

sm2Ev-2gv-cv  et  ^ me'- 

17  . > / 28357  , S48  ,703  , 225  „ \ 

stn.2Ev-¥-2gv  — cv  e-t  (— âOîS''"  Îm'”^  "Î28'”®  ‘^‘Ôï"**  | 

En  réduisant  en  nombres  ces  coefficiens  on  obtient 

sin2E-nt  — 2g.nt  — c.nt  ( — o',586)j  sin2E.nt’i-2g.nt—c.nt  (— o",546). 

58.  La  partie,  du  même  ordre,  que  l’intégration  introduit  dans  la 
valeur  de  — F {y)  serait  beaucoup  plus  petite.  C’est  ce  qu’il  nous  est 
facile  de  démontrer  relativement  à l’argument  2Ev-*-2gv—cv.  En 
effet;  d’après  les  résultats  trouvés  dans  les  pages  877  , 44 1 , ^1  Ciq 
du  second  Volume , nous  avons  ; 

—J'R,ds>—  coS2Ev-*-2gv  — cv  ev*(  5 — f^"»)  5 

115  ^ 206  . 8017  , ) 

«î"‘-+’25ô'"-^m8S"‘  f 

75  <1  7ï  1 i 

«V  * V t l 

-^5s«"»‘=-33"»V-128"‘'  J 

/*“V  J7  . ,/  7 , 53  , 105  , 21 

cos2Ev-¥2gv-w  ey^- 

et'  par  conséquent  ; 

. — B = — tn'J'R^dv=  cos  2Ev-*-2gv  — cv  ; 

I'  15  SU  . /53  361>  1171  \ , 1 

/3I5  75  555\  , / 9 . 63  135\  , 75 

Vei  128~Ï28/'”®”Vi6'^128~128/''*'^  Ol"**  I 

Le  produit  AB  donne  le  terme 
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„ ,iJl  «0«_  >87»  _i. 

cosi£v-hagv—cv  ey  "*  » 

partaDt  on  a ; 

Y^A-B->rABr=^ 

85  ”*  "*■  Î18  ”*  "■  \ênî  ^ 19Î  ^ Mft  ■”  iüï*. 


cos a^’i’-t'îgv— cv  ey*' 


)"‘1 


5SS  . 18S_  . 7S 

-ü8'”*-îï8'"7"Si“* 


Le  produit  y(i— -y)  renferme  le  terme 

Î/8ÎM1  18  8S_893t\„r\ 

»S75'  — fj"’55“îi55i/'”  I 
/8  8^1!  0_68\„.( 

■*■  \ï”85'^K“'5ï~®i/™7  r 

-(8ï‘*‘IÏ’^Si- m)'”®  j 

Donc  nous  avons  l’équation 

T-'=  (-■ r)i'-J'= 

14S  8SS  . /6981  7901_S9«1\„, 

— il  — f5«  ” V ÎÔ5Î  " 5ÜÎ8 — S5W  / "* 

^/$S5  ie5_M5\„,..  />8S  68_m\  .1 

6î  = îS/'”® 

qui  étant  intégrée  , donne 

Ut= 

f tS  8SS  . / 1987  . 9»  SS  _HMt  \ . 1 

\-5i"*-ii8'«-^^-^65“!S84— snr;™  j 

7S  .87  . 7S  „ 

• jgjWe-H-jjjmy* -1.55ms 


siniEv-^rigv — cv  ey*' 


Maintenant , si  l’on  réduit  en  nombres  la  partie  du  sixième  ordre  die 
ce  coefficient  on  la  trouvera  égale  à — o",o36* 
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5g.  La  partie  du  sixième  ordre  et  celle  du  septième  , qui  appar- 
tieuneut  au  coefficient  de  l’argument  ^Ejit  , ont  été  calculées  par 
le  procédé  que  je  vab  exposer  en  peu  de  mots.  Avant  tout , il  est 

nécessaire  d’ajouter  le  terme  — o",7a6  au  coefficient  de 

l’argument  posé  dans  la  page  > ce  qui  réduit  à 
la  partie  correspondante  du  sixième  ordre  donnée  dans  la  page  6i3: 
de  sorte  que , on  a 8", 064  pour  le  coefficient  de  sin^v.  La  peti- 
tesse de  la  partie  o”,07g  permet  de  négliger  la  suivante  , qui  serait 
du  septième  ordre  dans  l’expression  de  F (f)  ; mais  , relativement 
au  carré,  au  cube,  et  à la  quatrième  puissance  de  cette  même  fonction 
il  est  indispensable  de  tenir  compte,  au  moins,  des  termes  suivans^ 
savoir 


cos  ^Ev 


V -T ® sîa 6î ââ  T = -stT  ; « 

/SS0469  . 43  . 371459  . 11859 . 4465  . 96915  . 11305  168993M7\  , J 
\ 1380  ■*'8‘*"5l9î"*’  256  138  2»ÔÎ‘^T3S'“  "308640“ 1 

/ 81405^  52687  _ 21028  \ , ' 

V W 864  ■“  216  / "* 


/2889  , 685  3487  ^ 295  295  ^8135^11  283  9I1S\  , 

\ ■5T'*'Î29'^ï2Î'^l6‘^'ïï‘*"fi8  •*'T‘^i28-'8r;"‘  ‘ 


sin^Ev 


7363727  495  638099  18703  4465 


30720 


6144 


192 


W 


19845 

384 


5605  . 190817  . 59  . 2309  . 1991 _ 23248849 
i04à  6 19Ï  160 


ST 


âOîlü" 


FW'  = 


te  ( /«I  . 363  \ , . /649  ^ 649  649  649\  , .1 

cosiEo  = ( j 


lesquels  donnent  ; 
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ùn^Ev 


‘î.8  rfv* 


91098 

IMS 

117899  \. 

TST 

sa 

- ssr)'" 

68161 

1416 

_S8501\  . . 

üë" 

TRT 

= iir  )"» 

168935187  08101  119849807 

184890 

356  — 184820 

sin^Bv 


/91I5  les  7138  \ , . 

(-iT— ï = 


/ 33348840  9115  . 105  1497314g\^s  ,| 

V "nsiT”  Tïïîü";'^  ^ 

I ■ /r.  1 Itl  , . /eio  863  1507  \ i .1 

En  ajoutant  ces  trois  parties  avec  le  terme 

r-,  N . /C47D23  ».  19195  , ,\ 

-F{y)=^sin^Ev  ( mSOü  W * ) 

on  obtient 

_ ™ +1  * ±1^*+ _L_^^ 

*■  W^a  dv  O <iv*  ^3.8.4  d<A 


'7135  121 

58501 

. 19195  116515\  . . . 

647633 

^~5T  4 

356 

38800 

f 14978149 

1507 

119849367 

96578497  ' 

\m‘c* 

^ 11530 

" T< 

181310 

184830  , 

1 ffm  Ç 

117899 


2",a87(6)+iV3o(7)|. 


Go.  La  partie  du  sixième  ordre  qui  appartient  au  coefEcient  de 
l’argument  ^E.nt—c.nt  est  égale  à la  somme  de  ces  deux  termes 
-t-  n’  e’ , dont  le  second  a été  calculé  en  faisant 


co5  4£’v— eu  e 


97$  9015 

eT"*"  256 


165  1989S  . 9045  . 45 _ 36915  , ». 

64  ■**  256  as5  8 ~ 356  { ^ * 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  COMPLEMENTAIRE. 

FF)‘= 

IS415  , 10005  , 495  . 405  , 4755  ) 

i5r+- w^ü8-*-Er 

> m e -. 

4S75  15  495  . IS  __  8595  ( ’ 

F(Vy= 


,r.  ( 165  165  1«5  496  , . 

cos^Ùv  — cv  ej J g g-=: — g-  me-, 


id.Pr:^  .-_/r  1 *0*3  I107«  94545)  , . 

ï-d^=  im4£p-cp  e\  = 

1 <P.FOT>  . /K’  t *5785  675  S0385  ) , . 

1 rf'.PCT*  • /r.  / 64M  ) .\ 


et  eti  prenant  la  somme  de  ces  trois  derniers  termes,  augmentée  du 

terme  cp  appartenant  au  développement  de 

-F(v)  (*). 

Je  ne  pousse  pas  plus  loin  «es  calculs  partiels  : il  suiBt  d’avoir 
indiqué  par  quelques  exemples  cosnmeot  la  rédaction  en  nombres 
de  nos  formules  met  ea  évidence  l’ordre  et  la  forme  des  termes 
qui , pour  plus  de  précision , doivent  être  ajoutés  à l’expression  ana- 
lytique des  coeillciens  de  la  longitude  de  la  Lune  à l’aide  d'un 
développement  ultérieur. 


(*}  Oa  obtieodr»  •Uément  ce  tenne  de  ^ cherebaot  d’abord  le  terme 


co/4^9'— >cv  e 


(m-) 


appertenut  à rcxpreMion  de  ee  qai  aiexi^'4{ue  'J^iddlkdini  dlia  prtlr«ond3re  de  tittmee 
daos  les  d^veloppemens  exposas  depuis  la  pa^  349  second  Volume. 

La  entme  semarque  s'applupie  aa  tiume  précédent , — m^e*,  qui  iait  partie  du  coe^ 

Gcient  de  l’argument  4^»'. 

Tome  / do* 
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La  méthode  des  coefEcIens  «umériques  pour  retourner  la  formule 
primitive  , serait  sans  doute  plus  ex  pédltive;  mais  elle  a l'incon- 
vénient de  confondre  les  quantités  d’ordre  différent , et  de  présenter 
des  résultats  définitifs  sur  lesquels  on  ne  peut  rien  statuer  à l’égard 
de  la  partie  négligée. 

Ci.  Pour  pouvoir  calculer  , par  la  formule  précédente  , la 
longitude  vraie  de  la  Lune  correspondante  à un  insunt  donné  , il 
faudra  former  la  valeur  numérique  des  argumens  , en  partant  d'une 
é{K>que  fixe , et  en  supposant  connues  , d’après  l’observation  , les 
quantités  constantes  ( Voyez  p.  5G4  ) qui  entrent  dans  leur  compo- 
sition , c’est-à-dire  les  élémens  smvans. 

Prenons  pour  l’origine  du  temps  ( l’instant  de  minuit  moyen,  au 
méridien  de  Paris  , du  premier  jour  de  Janvier  de  l’année  1801. 
Pour  cet  instant  on  a ; 


£ = Époque  de  la  Longitude  moyenne  de  la  Lune  = 1 1 1.“  36.'  42”, 8. 
(Époque  de  la  Longitude  moyenne  du  noeud 
I ascendant  de  l’orbite  de  la  Lune  = i3.”  54.'  54", a • 

w,=  Époque  de  la  Long.'  moy.*  du  périgé  Lunaire  = 266.*  6.'  44" ,4- 

£',=  Époque  de  la  Longitude  moyenne  du  Soleil  = 280.°  9.'  32",o. 

■A  = Époque  du  périgée  Solaire  = 279.“  3o'.  a5",o. 

(Moyen  mouvement  sidéral 

de  la  Lune  en  365  j ss:  i3.  i32.”  39.'  53",54- 

)Mr* 

«'=  Moyen  mouvement  sidéral  du  Soleil  en  365  = 359.*  ^9-* 


11  est  presque  superflu  de  faire  observer  , que  les  argumens  étant 
composés  par  des  différences  ils  demeurent  les  mêmes  en  employant 
pour  n et  n'  les  moyens  mouvements  relatifs  au  point  équinoxial. 
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S 7- 


Expression  analytique  et  numérique  de  la  parallaxe 
• équatoriale  de  la  Lune. 


62.  La  formule  (9)  posée  dans  la  page  5 du  troisième  Volume  , 
donne 

s 

pour  le  sinus  de  la  parallaxe  horizontale  de  la  Lune  ; où  le  facteur 

( I +1^  A'  .,^  ‘ ~)T‘^  =0,01 658095  = 3420" ,0667  .SW  l". 

La  petitesse  de  sin  a permet  de  prendre  a=sina‘^-gsin^tr , et  même 
de  faire  , 

I (1 1- A,.,)  =o",i567. 

En  prenant  ( Voyez  p.  855  du  second  Volume  ) 

I , . Î17  . 45  . , A . . t . rv> 

¥ 

et  développant  la  fonction  )usqu'aux  quantités  du  cinquième 

ordre  inclusivement,  à l’aide  des  résultats  posés  dans  les  pages  838- 
854  du  troisième  Volume  , j’ai  obtenu  la  formule  suivante. 
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) au 


COS  OV 


coscv  e 

C0S2CV 

cos  3cv 

cos  2gV 

cosigv 

cos  7gV 

cos  2gv 
cos  2gv 
cos  2gv 

COS  ^gv 

cos  4gv 


I J-— y=O^Y*  + e‘  — Sî"*'55'*’lî“®)^ 

.(-(ï"'f=‘î)'^^'”  '^\î  M«  «î3  S-s»;"*  I 

/7  1 8 8 V . ® _*  — **\e* 

(8*“S8-8>=sir  -i65-*-s5-5-sî;* 

vi-(H-â=î)*.(S*S=W)'»l 

3w  eV^-g— 

ïls) 


— cv  cri 


•CO 


— 2C0  e 


— CO 
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coscmv  •'  |— 

cos  %dmv  *"  ^ — î "**  ) 


cos  Zc/nw 
cos  CO  ■+■  cfmv  et' 


/ï7<83^  3 17481  \ , 


’V  2S6 


16' 


256  •}  ‘ 


COS  CO — Cmv  et' 


9 ^/9  ^ 9 81  \ . ( 

-ï6'”«  — Si"**  ■^(î-^8i  = â2)"*lf  ) 

coiCP-l-2C'/np  ee"^— l^/n— 

COS  cv  — id/nv  et"  ^ ||  m-H  m' ^ 

coscv-i-3c’mv  et’’^ — sl^) 
cosco—Sdmvet’^^  H"*) 
cos  2cv-*-dmv  e't' î'”*) 
cos  ICO  —dmo  e'i'  ^ | 

co^  2go^dmo  .y  i ( ’ _ » =o)«»M.(|g_  » j 

cos2go-dmot^Ÿ\  (n-â=®)"»-^(îy-^i|-â=¥)'”*( 


CO  S ; 


cos  : 


” *’-0 
64  ® — 

27  27  „ 

64“6Î=‘’ 

m 

9 189 

9 

5i  64  **"82 

189  9 

9 

II 

IS 

1 

IS 

1 

|s 

St 


m 


Tom  I 


81 
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I 9 9 9 I 

cosigv-*‘ev-¥c^v  «'r*jï5— ôi  iîl'” 

cosigv-i-cv—dnw 

. 19  , /61  1 I81\  . /19^147ï  *1 

ï . /»•  e* -t- ^ m’ e’ — I m*  i” — m’ « " ^ y — Il = 0 ^ OT  i”  y * 

( J + R ~ â=*®) w ” è ” i«“  ia^^râ) 


: îEv 


8 »»• 


978  ,^/l««7S-  S 1«»8\  , 

' M ( W “**  ië  = w.)  "* 


cos  ïEo  — co 


cosiEv-^cv  e 


/164711  91  167BÏ8\_^48  . . 1«*7  . .1 

( W+'n=  «HT TÎT"* « [ 

“io"“  — U’Tî'^n— îj"*> 

I /8  3 _^273^315_S78\  . . 

-(î“I38‘*‘l28“^  6Ï— 8Ï;*"  V 

6 . 23  I / 71  ^ S _ 191  \ * S . . 

48'»-(iîï5‘^iS=*nil/'^'“5"*  ® 


'+!4m’«'‘+è"‘V-+-( 


16 


8 1 8 5 68\  . . 


COS  ^Ev-^c'mv  t‘ 


I 1 . 19  J /817  . 1 829\  * 

, )-3'”-24'"-(i44-^  15  = 04)'” ^ •^S'”  ‘ ( 

/8  8 ,^/i  »S^88_1\  . . 


cos2Ei>—c'mv  t’I 


cos  2Ev—2CV  e* 


7 . 

133 

t i 

rioos 

7 

3037\ 

4 A M 

j/K-f. 

' -L. 

k 16  ^ 

n— 

Tir) 

m'-k-l 

133  . 

tt  à 

n 

7 

I t 

P 

Ï6'”‘ 

M 

» 

11 

12 
1 

12 

)/ny 

“(s 

-6Î-^ 

15 

147 

/845I 

5 

8611  ' 

V —* 

-j-wn- 

16 

V 256  "^S""  356  , 

45 

75 

/135 

45 

15 

15\ 

8 

-Ve4-»-0-r6=T;'" 

coi  a£’w-+-2cv>  e*^  | m’ — |»»*) 
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f/8  8 8 8 3 27  8 8\> 

Ira  •‘■îs‘**s5-*’i3”«ï  ” fa  ”îa=”83;"*7 

/ » ® 8 * • ' ( 

A128  — I28  188  îiS~°7  I 

( 15  8 ../17889  S 17809\_,  1 

I J T”*~85'”"'‘V'îS6  "16~  2S6  ^ / 

i 45  15  /9  « ^15  8\  .{ 

(fi  'TR  ft  V 

^ 15  my*  1 

( 85  . 1«M_.,  /28tU^8S  B!»05\^, 

,)  T '”*^'^'”"’‘V'2sr‘^45“‘W;'” 

105 , 615  y.  /81 

(-♦-ïçWie’— (y— 35-4-^=sç)«7 

cos2Ev — ) 

C05  2Ev—2dmv 
cos2Ev-^2dmv 
cos2Ev—icv 
C0$2Ev-irZcV 


cos  2Ev—‘c'mv—cv  et' 


}«: 


17  .^828  , 

i^fn  +-J-  fft  ■ 

gj-8Î=o}«7 


cos: 


ft  1 / 8 8 

15  89\ 

/579 

278  8 8 

S«7\ 

^ j 64~64/'”  \Î28“ 

■256"^  128  2 

“256 J 

cv 

• ( *8  . i 

r278  5 _ 

258  \ . 

I 

i,2S6  61“ 

«ô)"* 

1 

Ci» 

, 1 /45  8 

51\  J 

'5  8 

1 835 

27  \ 

î-(6i  + S2 

= 64)'" 

,61**"  fis 

■*"2  512“  512^ 

cv 

.15  S 

15  i . 
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fonction  de  sa  longitude  vraie  est  exprimée  ainsi  qu’il  suit. 
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63.  Pour  avoir  l’expression  de  la  parallaxe  horizontale  en  fonction 
explicite  du  temps  il  faut  éliminer  v de  la  fonction  à 

l’aide  de  l’équation 
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cos  AE.nt-2g.nt-t- c.nt  r/*  | 5^  — 5X2=  ® | "»* 

cosAE.nt-t-cm.nt — 2CjU  e't'^ — ) 

cosAE.nt—dm.nt—2c.nte't'^  W”*)’ 

64.  En  réduisant  cette  formule  en  nombres  on  trouvera 


8775 

256 


! m 


PwaUaxe  êquatoriaU  de  la  Lune  en  Jonction  du  temps  = 
/TTT.  T 


00s  o.nt 

l-H  3420', 0667  (1  ) -»-  3',  1 894  (3) — o',o939  (5) 
i - o",oo88  (6)  - o",o  1 244  (*'■  - 

L^-3423",i534 

1 

cos  c.nt 

i+ 1 87'',54a8  (2)  - o",2  7 59  (4)  - o",3g44  (5)  1 

j-  o",2 180  (6)  -0", 01 244  i 

f 

■=4- 

1 

186", 6545 

cos  2CJlt 

1 -ni 0", 2885 (3) - o",o 1 36 (5) - o> 1 62 (6)  { 

=H- 

iq",2587 

cos  3c  jU 

1 -t-  o",6348  (4)  - o",ooo8  (6)  t 

o",634o 

cos  Ac.nt 

|+o>4i3(5)| 

==:-♦- 

o'',o4i3 

cos  Sc.nt 

j-H0",0028  (6)  1 

s=-4- 

0*,0028 

cos  2g.nt 

|—o", 0267  (5)  + o", 0108(6)  ( 

sa  — 

o",oi59 
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cos  ig.nl  — c.iit 

l-t-o",95o9(4)  + o",i4î8(6)  1 

=•4-  i'',i937 

cos  ig.nt -t-c.nl 

| — o",ooo8  (6) } 

= — o",ooo8 

cos  2g.nl -t- 2C.nl 

1 -4- 0", 0104  (5)  1 

=:-Jr  o'',OIo4 

cos  2g.nl — ic.nt 

I — o",o7i5(6)  1 

= — o",07i5 

cos  c' rn.nl 

{- o*,48a6  (4)  + o",o54î  (6)  1 

=-o",4284 

eos  ic'm.nl 

j — o",OI22  (5)  1 

= — o'',0 12  2 

CO  s idm.nl 

j— o*,ooo3(6)  1 

=— o",ooo3 

cos  c.nt  + cm.nl 

j-o",6i93(4)-o",23o8(3)j 
|-o",o69i(6)  I 

= -o">9i9» 

cos  cjit  — c'm.nl 

j-»-o",6.93(4)+o",3o69(5)j 
j+o*, 133,(6)  } 

=t=-l- i",o599 

cosc.nl  .t-  2dm.rU 

1 — o",oo,9  (5)—  0", 0023  (6)  t 

= — 0",0I02 

COSC.nl — idm.iU 

|-»-o'',oo79(5)+o">oo54  (6)  | 

=-4-o",oi33 

cos  c.tU  -4-  idmju 

o",oooo6(6)  1 

= — 0", 00006 

cos  c.nl  — idm.nt 

|-*-o",oooo6(6)  1 

=-4-0", 00006 

cso  2C.nl -t- c'm.nl 

1 — o",o679  (5)  — o",o  1 1 9 (6)  1 

■=— o",0798 

cos  2c.rU — dm.nl 

j-Ho", 0679(5) -4-o", 0176(6)  1 

=-4-o",o855 

cos2g.rU-t-dm.rU 

1-+-o'',oi96(6)  I 

=-4-o",oi96 

cos2g.rU  — dm.rU 

j-4-o*,oi96(6)  j 

=-t-o",oi96 

cos  2C.nl  — 2c'm.nl 

1 0", 00008  (6)  1 

= -4- 0", 00008  • 

cos  2c.nl -t-  2dm.ni 

} — o",oooo8(6)  1 

= — 0", 00008 

cos3c.rU — c’m.nl 

|•4-o'',oo63(6)  1 

=-4-o'',oo63 

cos  ic.nl-t-c'm.rU 

l-o",oo63(6)| 

= — o",oo63 

cos  2g.nt—c.nl-t-c  m.rU 

| — 0",002  2 (6)  } 

= — 0",002  2 

cos  2g.nt — c.nt — c'm.nl 

j + o",0022  (6)  1 

= + o",0022 
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i9",i36i(3)  + 6%825i(4)J 
i",368i(5)-t-o",264o(6)  j 
j-i-26",3o89(3)-H6'',i3ai(4)j 
( « ")44oo  (5)  -f-  o",o4o4  (6)  j 

cos  2 E.nt-t-c.nt  | + 2',  1 64ÿ  (4)+o">7 6 2 7 (5)+o",  1 48 1 (6)  | 

coi  2E.nl-i-c'm.nt  j — o", 1609(4)— o‘, 3462(5) — o', 0376(6)! 
cos  2E.ni — c'm.nt  t-i-  i",  i 263(4)-E-o',5855(5)-t-o",4528(6)| 
c0s2E.nl  — 2C.nl'  )-*-o",2i59(5)  — o", 0489(6)  | 
cos  2E.nl-k-2c.nt  1 4- o",2o 1 5 (5)  -t-o'',o687  (6)  1 
cos  2E.nI  — ig.nt  1 — o'',  1 164  (5)  + o",o8o  (6)  | 

, 1-o’’,44:»3(4)-oV268(5)) 

cos2E.nt-k-cm.nt—c.nt  { „ ^ > 

|-l-o",o888(6)  j 

c0s2E.nt-k-cm.nt-k-c.nt  o",oi82 (5)-t-o'*,oi68 (6)t 

(-1- i",o3i2(4)-Ho",339o(5)J 
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cos  2E.ni  — 2c'm.nt  j -1-  o'',o46o  (5)  -h  o'',oo62  (6)  ! 

cos  2E .nt-k- 2c' m.nt  [ — o",ooi2(6)!  • 

cos  2E.ni  — 3c.«/  1 — o'',o693  (5)  — o“,o3 1 7 (6)  | 

cos  2E.nI  4-  Zc.nt  I — o",oo97  (6)  ! 

cos  2E.ni — 2g.nl  — c.nt  j — o",0747  (5)  — o", 0074  (6)  1 

cos2E.nl-k-2g.nt — c.nt  j — o', 01 10(6)  I 

cos  2E.nI—  2g.nt-k-c.nt  j— o",o587  (5) 4-0", 0084 (6)  ! 

cos  2E.nI  4-  ic'm.nt  1 4-  o*,ooooo3  (6)  | 

cos  2 E.nl  — 3c'm.nt  1 — o^jOG  1 6 (6)  | 


= 4- 27", 5933 

33*^21 4 
4-  3", 07  55 

— o".5447 

4-  2",  1646 
4-  o",i670 
4-  o",27<)2 

— o",io84 

: — o',38o3 

5—  o*,ooi4 

:4-  l",4486 

o",i877 
4-  o',o522 

— 0",00  I 2 

— o",  I 0 1 o 

— «",0097 
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cos  2£.nt-t-2cm.nt—c.nt 

1 — o",oo56(5)  — o",oo72(6)  | 

=.  — o",oij8 

cos  2E.nI  — 2c'm.nt  — c.rU 

1 -4-  o",o3 1 6 (5)  -4-  o",o  1 39  (6)  1 

= + o",o455 

cos  2E.rU — 2c'm.nt-t-c.nt 

1-»-o'',oo52  (6)  1 

= -t-o'’,oo52 

cos  2 E.nl  -+•  c'm.nt  — 2C.rU 

|-4-o",ooi8(6)  t 

= -*-o",ooi8 

cos  2E.rU  — c'm.nt  — 2c.nt 

|-4-o",OI27(6)  1 

= -4-0"  ,01 27 

cos  2E.ril-t-c'm.nt-¥-  2c.rit 

|-o",oo34(6)| 

= — o",oo34 

cos  2E.rU — c m.nl-^-  2c.nt 

t-Ho>l  19(6)1 

= -t-  o”,o  1 1 9 

cos  2 E.rU-i- c'm.nt — 2g.nt 

1 -4-  o",oo  1 0 (6)  1 

= -»-o",ooio 

cos  2E.rU  — c'm.nt  — 2g.nt 

|-4-o'',o3o5(5)  — 0', 0023  (6)  1 

s=-4-o'',0282 
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j-t-o”,ooi  2 (6)  1 
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cos  2E.nt-i-  2g. nt  — 2c. nt 

|— o",oi46(6)  1 

= -o",oi46 

cos  2E.nt  — 2g.nt — 2c.nt 

j — o",oo82  (6)  ( 

= — o'',oo82 

cos  2E.nt  — 2g.nt  -H  2C.nt 

1—0", 0064  (6)  I 

==  — o",oo64 

cos  2 — 4c.ni 

1 — o'',oo63  (6)  1 

=s  — o",oo63 

cos  2E.rU  — ^g.nt 

t — o",ooo4(6)  1 

= — o'',ooo4 

cos  2E.rU-^-</m.nt — 3c.nt 

]-»-o",oo3i  (6)  1 

=-4-o",oo3i 

cos  2E.nt  — c'm.nt  — ic.nt 

1 — 0", 00  2 7 (6)  1 

= — o",0O27 

cos  2E.rU-i-idm.nt — c.nt 

J — 0", 000006  (6)  1 

= — 0", 000006 

cos  2 E.nt  — ic'm.nt  — c.nt 

1 -ho", 0009  (6)  1 

=-t-o'',ooo9 

cos  2 E.nt -i- c'm.nt  — 2g.nt-i-c.nt  j o",oo 1 0 (6)  | 

= -Ho",OOIO 

cos  2E.nt  — dm.nt  — 2g.rU  ■+•  c.nt  j — o",oo  1 5 (6)  [ 

= — o",ooi5 

cos  2E.nt-i- c'm.nt  —2g.nt  — c.nt  |-t- o",oo  1 3 (6)  1 

= -J-  o",oo  1 3 

cos  2E.nt — dm.nt  — 2g.nt  — 

c.nt  1 — o",oo2  2 (6)  1 

= — o",002  2 

Tomt  / 

86 
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CW  E-nt  |— o",Go45(4) — o',244a  (5)— o", 07  5 7 (6)  | 

cosE.nt  — c.nl  |^-o'',0744(6)  | 

cos  E.nt  ■+■  c.nl  j — o",o663  (5)  — o",0293  (6)  1 

CO  s E.nt+  c'in  .ni  j o",  1 8 1 2 (4) — o*,o6 1 o (5)  -1-  o’,o3 1 7 (6)  | 
cos  E.nt — dm.nt  |-t-o",oi02  (5)  — o",oo8i  (6)  | 
cos  E.ni  — 2C.nt  j -ko", 0660  (6)  | 
cos  E.nt  -K  2c.nt  j — o",o6 1 4 (6)  I 
cos  E.nt  — 2g.nt  {-*-  o",oo74  (6)  I 
cos  E.nt  -K  2c'm.ni  | — o",ooo4  (6)  | 
cos  E.nt—2c'm.nt  j-K  o",ooo6  (6)  | 
cos  E.nt-s-cfm.nt  e.nt  | -K  o",o  1 99  (5)  — o",ooÔ7  (6)  | 
cos  E.nt  — c'm.nt-irC.nt  | -f- o'',oo  1 1 (6)  | 
cos  E.nt  -K  c'mjit  — 2c.ni  j — o",ooo8  (6)  t 
cos  E.nt-*- c'm.nt-^-2C.nt  |-i-o",ooo2  (6)  I 
cos  E.nt  dm  .nt  — 2g.nt  j — o'',ooo5  (6)  I 
cos  3E.nl  I -I-  o*,o  1 88  (5)  — o",oo4 1 (6)  1 

cos  3E.nt  — dm.nt  j-t-  o",oo  1 6 (6)  1 

|-Ko' ,0018(6)  I 
J— o",oi9G(6)  I 
j-Ko",oo25(6)  t 
j — o",oo53  (6)  { 

{ — 0",0020  (6)  I 


cos  3E.nt-t-dm.nt 
cos  3E.nl — e.nt 
cos  3E,nt  -K  e.nt 
eos3E,nt  — ic.nt 
cos3E.nt  — 2g. nt 


=— o",9247 

s=-*-o",0744 

= — o",og56 

="4-o",i5i9 

=-Ko",oo2 1 

— -4-o",o66o 

= — o",o6»4 

=+o",oo74 

« 

Œ — o",ooo4 

»-«-o",ooo6 

» 

Œ-KO*,Oi32 
= -Ko",ooi  1 
= — o",ooo8 
= -Ko",0002 
s=— .o",ooo5 
s3-Ko",Oi47 
= -ko",ooi6 
= — o",ooi8 
= — o",oi96 
ï=-K0",OO25 

= — o",oo53 
= — 0",0020 
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cos  3E.nt  -4-  dm.nt — c.nt 

|-i-o",ooj8(6)  1 

=— o",0028 

cos  \E.nt 

!-♦- o'',o938  (5) -(- 0 

.'',0427  (6)  1 

= + o'',i365 

cos^Ejit  — c.nt 

t-+-o",3o36  (5)  + o 

",'949(6)  t 

=-4.0", 4985 

cos  ^E.nt-i- c.nt 

\ 

|-4-o*,oi85  (6)  j 

= -4-o",oi85 

cos  ^E,nt  +■  c'm.nt 

j— o',ooi8(6)  1 

= — o",ooi8 

cos  ^E.nt  —c'm.nt 

j-f-o*,o»  >2(6)  1 

=-4-0", 01 12 

cos\E.nt  — ic.nt 

2034(5)  •+-o'',i  226(6)  1 

=s-4-o",32  5o 

cos  ^Ejit  — ^g.nt 

|-♦■o",oo44(6)  i 

= -4-  o",oo44 

cos  ^E.nt  ■+■  (fni.nt  — c.nt 

\-o",oo-]6(6)\ 

= -4-o",oo76 

cos  ^E.nt — c'm.nt  — c.nt 

1-4- 0^,0298  (6)  1 

= — o",0398 

cos  ^E.nt  — 3c.ni 

|-4-o’>o4>(6)  t 

= -4-0", 0042 

cos  4E.nt  — igJtt  — c.nt 

I (6)  1 

=-f*o'',ooi  1 

cos^E.nt-^c'm.nt — ic.nt 

|— o'’,od68(6)  I 

= — o",oo68 

cos^E.nt — c'm  .nt—2c.nt 

t-Ho",oi  59(6)1 

= -+-o'',oi5g. 
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S 8. 

Expression  de  la  Latitude  de  la  Lune 
en  fonction  explicite  du  temps. 

Gü.  En  désignant  par  L la  latitude  de  la  Lune,  nous  avons  donné 
son  expression  en  fonction  de  la  longitude  vraie  dans  les  pages 
496-501  de  ce  Volume.  Maintenant,  qu’il  s’agit  d’exprimer  celte 
même  latitude  par  le  temps,  il  n'y  a qu’à  former  les  diiférens  termes 
de  la  série 

et  à changer  0 en  nt-s-e — p^do  , après  la  différentiation.  C’est  une 

opération  tout-à-fait  analogue  à celle  qu’on  vient  de  faire  pour  la 
parallaxe.  Seulement  il  est  necessaire  d’avertir  que,  nous  conservons 
dans  ce  calcul  plusieurs  termes  d’un  ordre  supérieur  au  cinquième, 
semblables  à ceux  qu’on  voit  dans  l’expression  de  L en  fonction 
de  i>.  Après  cela  , la  simple  disposition  des  développemcns  suivans 
suflii  pour  expliquer  leur  formation. 
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iin  4/1  .«f 


sin^L\nt-i-g.nr 
s in  ^ Ii.nl  — 3^.h/ 
sin  .\E.nt-*-g.nt  — c.nl 
sin  \E.nt  — g. ni  — c.nl 
sin  ^E.nl  — g.nl  -t-  c.nl 
sin  ^E.nt — g.nl  — zc.nl 
sin  4 E.nl  ~*-g.nt  — ic.nl 
sin  HE.nl -t-c'm. ni  — g.nl 
sin  HE.nl— dm  .ni- g.nl 
sin  HE.nl  + cm.nl  — g.nl  — 
sin  HE.nl  — c'm.nt  — g.nl  — 

67.  Cela  posé,  si  l’on 
nombres,  on  trouvera; 


/ 868  *t  ^ 75  6Î1  \ , 

^m“isi'^îï8=sn/'” 

l / »7  9 9 \ . 

1 V,SÏ1  *S6~Sia/'”  ' 

/I35  18»  40»\  . . 

■(  64 

/ 879897  181  649  _ 18^483  \ 

mgSô“i*«'’'iï8~ilî^/ 

f- IM'”  ' -^(856-1084  = 0)24)"»  V 

/1851  8489  45  W_35^\  , . 

■ V «r  612  16  88  ~ 518  / "»  * 

1 8*8  . 90S  161  I 

V -Sïâ  ■^512  = 858  1 "» 


-/■(  S"*’) 


nr  1 


fy 


15  165 

105 1 1 

8 «8 

— 38  1 

45  . i 

' 4*  . 4» 

64  "‘■‘"i 

,T"^64'^ 

3 83 

31  1 • 

f'»' 32  = 551  "» 

. 225  405  185  585 

‘'/i  256  - 5Î2'^Î88  = SÏÎ  "» 


675  675_^j  , 

18|  — SÏ2“  518  "» 


, / 99  \ 

. / 885 

»V(  Jlê"») 


C.nl  e('ï(— 

c.nl  es'y^  ^"»*)' 

réduit  les  coefficiens  de  cette  expression  en 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  COMPLtuENTAIRE 
Latitude  de  la  Lune  en  Jonction  du  temps  — 


sing.ni 

(-»- 18376", ooo(i)— I ia",38î(3)  | 

|-t-  î",oo4  (4)  + o",8o4  (5)-o", 888(6)  j 

1 

8465'*, 538 

sin  ig.nt 

l-6',a78(3)-o",i46(5)t 

= — 

6",4a4 

sin  Sg.nt 

l-+-o'',oo6(5)| 

/+ioi9>58(2)-6",i45(4)  j 

= -♦- 

o",oo6 

sing.nl-hc.nt 

)— o",7oo(5)— i",o56(6)  ( 

(-  o",î63  (7)-!-  2 r,378  (l'-f")  ) 

= -»- 

1010", 894 

|-ioi9",o58(2)-m4",474(4)  j 

sing.nt  — c.nt 

|-i-  3", 023  (5)  H-  o",9o  1 (6)  I 

(-1.0", i5i  (7)-ai",378(«'--iF‘)) 

— — 

1000", 5 09 

sing.nt — ic.nt 

1 - 4 1 ',9 1 1 (3) + 8", 8 1 7 (4)  h-o",75  I (5)  I 

= — 

3 2", 343 

sing.nt-s-2c.nt 

|-h62",865(3)-o",4o3(5)| 

= -+- 

62", 462 

sing.nt  — 3c. nt 

1-2", 17,  (4)+o", 484(5)1 

= — 

i",687 

sin  g.nt -i- 3c.nt 

1 -K  4", 086  (4)1  (•) 

= -f- 

4", 086 

sin  3g.nt  — c.nt 

1-  4",i32  (4)-k  i",3o4  (5)  - 0V20  (6)  1 

= — 

2", 848 

sin  3g.nt-i- c.nt 

l-i>33(4)+o",i58(6)|. 

= — 

o",87.5 

sin3g.nt-2c.nt 

1 -1-0" ,092  (5)| 

= -f- 

o",092 

sin3g.nt-¥-2CJit 

t — o",I21  (5)| 

= — 

0",  I 2 1 

sing.nt-iriic.iU 

|-i-o",274(5)| 

= -t* 

o",2  74 

sing.nt  — ^cjU 

|-o",i3o(5)l 

= — 

o",i3o 

(*)  ^ xcoad  terme  de  ce  coefficient  cet  du  lixiâme  ordre. 
Tomt  / 

9' 

t 
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sing.nt  + zc' tn.nl  | — o",  1 1 1 (4)  — o",o35  (5)  | ' œ— o",i46 

sing.nl  — zc'ni.nl  | -*- o", 1 1 1 (4)  — o",oo5(3)|  =s-t-o'',io6 

sing.nl  + Sc  ni.nl  j — o",ooî(5)j  = — o*,ooa 

sing.nl  — 3cni.nl  j + o"5002  (3)|  =-^o  ,ooa 

sin3g.nl-¥-c nt.nl  |-Ho'',oo9(j)l  =H-o  ,009 

sin3g.nl  — cin.nl  | — o",oo9 (5) | = o >009 


sing.nl -hc.nl -^-c’in.nt  [ —3", 844 (4) — o',248(6)l  = 5 ,3o5 

sing.nl  — c.nt  — cm. ni  | ■+■  2",884(4)-t" i”j474(5)-*-o’')5«6(6) | «=-t- 4 >864 

sing.nl  -h c.nl  — dm.nl  ] -»-3'',84  4 (4)  + • ”>8 24(5)+o'',692  (6)  j = -»- 6 ,36o 
sin g.nl  — c.nl  cm. ni  | — 2", 884 (4)  “>">33o (5)— o*', 969 (6) | = 5 , 1 83 


sing.nt  — 2c.nl  — c'm.til  |-»-o'',2  57  (5)|  e=-+-o  ,267 

sing.nl — 2c.nl-hctn.nl  \ — o”, 2.57(5)1  = o >*67 

sing.nt -h2C.nl— c m. ni  |-+- o",445  (5)|  s=-4-o  ,445 

sing.nt -h  2C.nt-hcm.nl  j — o',445(5)|  ==  — o',445 

sing.nt— c.nl -h  2cm.nl  | — o',o36  (5)  ( =— o ,o36 

sing.nl  —c.tU  — 2cm.nt  |-ho",o3G (5)1  «=-*-o",o36 

sing.nt-hc.nt-h2cm.nt  | — o",o49(5)l  = — o ,049 

sin  g.nl -h  c.nt  — 2ctn.nl  >*^49  (^}l  = + o ,049 

sinf.nl  1-7''>886i  ' =-7", 886 


4 
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» ' 

|+7i",457(3)-hio",347(4)  ] 

1 

tiniEjit-i-g.nt 

-h  7", 95.  (5) + .",653 (G) 

[ =+ioi'',7o8 

l-»-o",3(iiul.) 

f-t-5a i'’,o6G(2)-t-8i",îoo (3)  ' 

• 

' tin  2E.nI — g.nt 

)-+-  1 8',i  a5  (4)  -t-  o",G6c)  (5)  j 
U o",396  (6)  -+-8',74G(«'*-  E‘) 

[ =-+-62i",47G 

tin  2E.nI  + cm.nl — g.nt 

j- 8", 76.  (.3) -3",, 40 (4)  1 

j-o",4i3(5)-t-o>4a(6)  j 

1 =—  J 2", 27  2 

tin  2E.nI — c'm.nl — g.nt 

(+2o",443(3)+G'',9G3(4)  1 
|-hi",9i5(5)  + o",2i4(G)  I 

j =+  29", 535 

tin2E.nt-t-cm.nt-i-g.nt 

Uo",Go7(4)-o",68a(5)l 
/-*-o”,o95(G)  I 

=-  r',194 

tin  2E.nI  — c’m.nt  -t-g.nt 

j-H4'-,2o4(4)  + 2",657(5)j 
|-Ho'',73a(G)  i 

=-♦-  7", 593 

r-+.ii4",3i7(3)+37",4ii(4)' 

tin  2E.nI  — g.nt—cjü 

|-t- 1 i'',G5o  (5)-*-  2*,G37  (G) 
{-♦-o'',G(iDd.) 

j =+iGG",6i5 

\ 

tin  2E.nI  -t-g.nl  c.nt 

|4-9",97G(4)-k4*,oi7(5)  I 

|-»-o",G8i(G)  + o'',i(iDd.)  1 

1 =+  i4",774 

tin  2Ejü — g.nt-t-c.nt 

j-i-28",579(.3)-h4>97(4)  j 
/-»-a'',454(3)-o",o9.(6)  j 

* =+■  35", 039 

tin  2Ej1t-t-g.nl — c.nt 

j+i4>', 897 (3)+42", 934(4)  j 

/-4-io",858(5)-o",465(6)  j 

=4- 196'', 224 

tin  2Ejit  — 2Cjtt  -t-g.nl 

(-o",98o(4)-o'',95o(5)  ) 

|-i-o",o47(G)  ) 

=-  i",883 
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sin  iE.nt  •+■  2c.ni  — g.nt 

1-i-i’',764(4)+o' 

j-o",o68(6) 

’,68i(5)| 

*=-+• 

2''>377 

sin  2E.nI — 2C.nt  — g.nt 

j+9”,6o2(4)-i-4'',879(5)j 
l-*-  i",4o6(6)-»-o",33(ind.)| 

— -h 

iG",ai7 

sin  2E.nI  2c. nt  -^g.nt 

j+i",o38  (5)-c 

>',171(6)1 

=s-h 

o«,867 

sin  2E.nI  — 3g.nt 

|+a",648(4)-o 

',3oo(5)| 

= -h 

a", 384 

sin  iE.ni-h3g.nl 

l+o",a4i(5)| 

Œ-h 

o",a4i 

sin  lE.nt — idm.nt — g.nt 

|-^o^,3i3 

’,3i4(5)| 

— -h 

o",6a7 

sin  2E.nt-h2dm.nt — g.nt 

t-o>55(4)-o' 

',007  (5)1 

= — 

o",o6a 

sin  lE.nt  — 2c'm.nt-hg.nt 

|-»-o*,17i(5)| 

^-h 

o",i7a 

siniE.nt  — 3g.nt  — c.nt 

|^-o^4o6(5)| 

= -h 

o',4o^ 

sin  2E.nI  + 3g.nl— c.nt 

t-o",i45(5)i 

= — 

o",i45 

sin  iE.nl  — 3g.nt-hc.nt 

l-o^3I8(5)| 

' 

= — 

o',3i8 

sin  iE.nt  — 3c.nt-hg.nt 

|-i-o’',2i5(5)| 

= -h 

o",3  1 5 

sin  iE.nt-h3c.nl — g.nt 

t•♦-o',II5(5)( 

= -h 

O’’,!  l5 

sin  lEjit  — 3cjtt — g.nt 

j-M>75(5)| 

s=-h 

i',075 

sin.iEjU-h  3c'm.nt — g.nt 

1 — o", 0001  (5)} 

= — 

o*,ooo  I 

sin  lE.nt  — 3dm.nt — g.nt 

|-**o*,oi7(5)} 

= -h 

o’’,o  1 7 

siniE.nt-hdm.nt  — 3g.nt 

( — o',o44(5)l 

= — 

o',o44 

sin  lE.nt  —cm.nl  — 3g.nt 

1 -ho',  106  (5)1 

=-h 

o",io6 

sin  lE.nt cm.nt -h g.nt  — 

- c.nt  t _ a", 402  (4)  — o^ago  (5)  | 

= — 

i",6gi 

sin  iE.nt  -1-  dm.nt — g.nt  - 

-c.nt  t—  i'',9aa(4)  — o’’,oa3(5)j 

= — 

>'j945 
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. ^ (^.5",6o6(4)  + 

iin2E.nl  — c'm.nt ni— c.nt  < „ „ , , 

® l-l- o", 786(6) + 

. U4",485(4)-» 

umL.fil  — dnt.nl — — c.nt  < 

® |H-i>i7(6)-h 

iimE.nt-t-cin.nt — g-.nl -4- c.n<  l-t-o",64i  (4)  + 
sin iE.nl-t-c'm.nl’t-g.nl ■+■  c.nt  j — o’,o84 (5)  | 
iin  iEjtl — c'm.nt-^- c.tU  |-»-o",588(5)| 
sin  2E.nI  — c'm.nt—  gjit-t-c.nt  j-i-  (4)  + 
sin 2E.nt-^dm.nt+g.nt— 2C.nl  |-t-o",oi7  (5)j 
sin  2E.7U  -h  c'm.nt — g.nt  — 2C.nt  j — o',  1 62  (5)  | 
sin  2E.nI  — c'm.nt-i-g.nt — 2C.nt  { — o*,o39  (5)  j 
sin  2E.nI — c'm.nt  — g.nt — 2c.nt  | + o",373  (5)j" 
sin  2 E. ni  cm. ni- g.nt -h  2c.nt  j — o'',o3o(5)j 
sin  2E.nl-dm.nt—g.nt-^2C.nt  j -4-0" ,069(5)1 
sin  2E.nI — 2cm.nt-^g.nt — c.nt  l-»-o'',o86(5)j 
sin2E.nt  — 2c'm.nt — g.nt — c.nt  |-i-o'',i37 (5)( 
sin  2Ent  •+■  2c’m.nt  +g.nt  — c.nt  | — o”,o3o  (5)  | 
sin  2E.nI -h  2crn  nt  —g.nt  — c.nt  [ —o", 024(5)  | 
sin  2 E.nt  — 2cm.nt  — g.nt  -+-  c.nt  | -4-  o',o34  (5)  ) 
sin  2E.nI  -4-  2cm.nt — g.nt  + c.nt  | — o’,oo6  (5)  j 


.2'', 534  (5) 
•o",3  (ind.) 


= -4-^'', 2 26 


-+-8",24t 


■2", 049  (5)}  _ 
■o',7(ind.)i  ~ 


•o", 264(5)1  =^o",9o5 

= — o’,o84 
=-4-0", 588 
■ o", 455  (5)1  =-4-i",576 

=-+-o",oi7 
=— o',i62 


smE.nt-^-gnt  | — 3', 283 (4) — i'*,245  (5)  — o’',488(6)j  s=  — 5", 016 

sin  E.nt  —g.nt  j — 3 ',283  (4)  — o'',84 1 (5)  — o",4o4  (^)  | =—  4">6  • 8 
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unEjit+gjU—c.nt  |-ho'',i35(5)( 

»=:-4-o'',l35 

sinE.nt—g.nt—c.nt  | — o”,i35(5)j 

c=-o",i35 

sinEjit-hrg.nt-^cjit  t~o”)4o5(5)j 

=-o",4o5 

sinE.nt-g.nt-i-c.nl  [ — o",585  (5)| 

= — o",385 

sin E.nt -4- cni.nl  -i-g.nl  j + o", 98!  (4)  — o',o33  (5) | 

=-4-o',95i 

sinE.nl -i-c'm.nt — g.nl  l-4-o",984(4)  — o“>o33  (5)| 

=?=-♦- 0’, 95 1 

sin  E.nt — cm.nl-i-g.nl  | -f-  o",ooG  (5)  j 

=-4-0', 006 

sin  E.nt — c'm.nt  — g.nt  j-4-  o*,oo3  (5)  | 

= "4-  o',oo3 

sin  E.nt  -i-  c'm.nt  -i-g.nt  — e.nt  | — o",o  1 3 (5)  | 

= — o’,oi3 

sin E.nt -i-c'm.nt — g.nt  — e.nt  |-4-o",oG7  (5)| 

s=-4-o',oG7 

sin  E.nt-i-  c'm  .nt  g.nt  -i-c.nl  | -4»  0",  i a î (5)  | 

=-t-o",i2a 

sin  E.nt  -4-  cm.nt  —g.nt  -4-  c.nt  | -4-  o'',o5o  (5)  j 

e=-4-o',o5o 

sin3E.nl — g.nt  | — o",i99(5)} 

=-y>*99 

sin3Emt-i-g.nt  |-4-o'',oGo(5)| 

e=  + o',oGo 

sin3E.nt—g.nt  — cJtt  | — o",i5o(.'>)| 

= — o",i5o 

sin3 E. nt-ir c'm.nt— g jU  |-t-o",oa8  (5)  | 

= -4-  ©',028 

siniiE.nt — g.nt  j-f-  i'',i85(5)-4-o",3i7(G)| 

=-4-i",4oa 

sin^E.nt-i-g.nt  |-4-o",3GG(5)| 

=-fo",3G6 

sin^E.nt  — 3g.nt  |-4-o",074(5)| 

= -4-0'', 07  4 

sin  ^E.nt-i- g.nt — c.nt  t"*"  *">399(5)  | 

=-*-  *''>399 

sin^E.nt  —g.nt  — c.nt  | 4', 008  (4)-4- 1*,74<>(5)  0' 

’,8(ind.)l=+G',548 

tin  ^Ejit — g.nt  -i-c.nt  | -4-  0",  280  (5)  | 

= + o’*,28o 
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sin4E.nt—‘g.nt—  2c.nt 

1+0", 357  (5)1 

~ r=-4-o'',357 

sin4E-nt-i-g.nt  — 2C.nt 

K >''.237  (5)1 

• ' =+i'',237 

tin  4E.nt-¥-  c'ni.nt  — g.nt 

m 

0 

0 

II 

1 

0 

« 

0 

m 

tin  4E.nt — cm.nt  —g-nt 

l-i-o'',i97  (5)t 

=+o',i97 

tin  4E.nt  -+-  cm.nt  — g.nt  ■ 

— c.nt  | — o'’,i35(5)| 

= -o'',i35 

tin  4Ejit — cm.nt — g.nt 

— c.nt  I o”,3 1 5 (5)  1 

=+o',3i5. 

S 9- 

Composition  des  argumens  des  Inégalités  Lunaires  , et  disposition  des 
trois  coordonnées  propre  an  calcul  direct  d’un  lieu  de  la  Lune 
pour  un  instant  donné. 

68.  Pour  composer  les  argumens  de  la  formule 

«/  -+- 1 = -h — 2 267  5", 8 1 4 • sin  cv  -t-  etc. 
qui  occupe  les  pages  607-613  , il  faudra  d'abord  changer  j 


cv 

ea 

CV  — ST. -♦-(  1 ■ 

— c)  i—J'zsdv  ; 

en 

gv  — 0.-l-(l 

c'mv 

en 

emo — x'-f-s 

' . — cmi'. 

> 

en 

>-^(«-/) 

‘i 

Ev 

en 

£i’-¥-nu  — (' 

1 • 
« 9 

et  prendre  ensuite  dans  les  pages  6o5 , 606,  634  les  valeurs  numé- 
riques propres  à la  furmatluii  de  ces  quantités. 

Mais,  s’il  était  question  de  composer  les  argumens  de  la  formule 

t>=nt-hi  — /Ido-i-  22641", GuGsincMt-t-  etc. 
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posés  dans  les  pages  618-617,  faudrait  y changer: 
c.nt  en  c(»/— «<//)■+•  «—o,  -/•  .ndt  j 
g.nt,  en  g(^nt-J\ndt)-^-i — 9^—J\.ndt^  . 
c'm.nt  en  c'm(^nl—Jçndt')-i-t, — x' ; 

î 

_/lnt  en  Jht-t-t-, 

E.nt  en  E{nt—J'^ndt')-^i  — %\\ 

et  remarquer,  que  d’après  les  résultats  donnés  dans  les  pages  6o5  , 
606,  on  a,  en  désignant  par  7*  un  nombre  de  siècles  écoulés  depuis 
l'époque  j 

— cj^ \ndl  —J\sndt  =T‘{c.i  o",5  7998  + 1287) 

-+-/”(  c . o",o  1 7 588  H-  o",o67  187); 

—gj'z,ndl  — ndt  = T‘{g.i  o", 67998  — 6",8  2986  ) 

-t-7”(g.o’',oi7588  — o",oi  i38i  );• 

—dtnj %ndt  = T'.m.  10"  T'.m . o",ot  "jUSS  ; 

-E  J'çndt  =r*.£’.io",57998  + 7”.£’.o>i7588. 

De  sorte  qu’en  substituant  ici  pour  c,  g,  m,  E leurs  valeurs  nu- 
mériques, on  obtient  J 

— cJ\ndt—Jandt^-¥-  7"*.  5o",8o345  T' . o',o846i6; 

—gj'^ndt—  !' )nA=-4*7'‘.3*,79266-t-7^.o',oo6278; 

—dmj't^ndt  s=  ■+■  T" . o",79 1 398  -1-  T' . o",oo  1 3 1 6 ; 

— Ej\ndt  =-*- T". 9*, 788582-1- 7”. ©",016272  J 

pour  la  partie  séculaire  de  c.nt,  g-nt , c'ni.rU,  E.nt. 
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C9.  On  peut  regarder  chaque  argument  des  inégalités  Lunaires  , 
eiprimées  en  fonction  du  temps,  comme  composé  de  trois  parties 
distinctes,  savoir:  i.°  la  partie  constante,  ou  l’époque  de  l’argument; 
2.*  la  partie  proportionnelle  an  temps  , ou  le  moyen  mouvement  de 
l'argument;  3.’  la  partie  séculaire,  c’est-à-dire  la  partie  de  la  forme 

AT'-\-BT\ 

Lorsqu’on  ne  veut  pas  construire  des  tables,  le  calcul  des  trois 
coordonnées  Lunaires  pour  une  valeur  donnée  de  t,  censée  exprimée 
en  jours  moyens  comptés  depuis  l'époque  définie  dans  la  page  634, 
pourra  être  exécuté  par  le  procédé  suivant.  D'abord  on  divisera  t par 
la  période  de  chaque  argument , et  on  retiendra  seulement  les  restes 
de  ces  diiïérentes  divisions  : ensuite  ou  multipliera  chacun  de  ces 
restes  par  la  valeur  correspondante  du  moyen  mouvement  de  l’argu- 
ment pour  obtenir  la  seconde  partie  qui  lui  appartient.  Le  calcul  do 
la  troisième  partie  doit  être  fait  à l’aide  des  quatre  formules  posées 
plus  haut,  en  y faisant 

Les  valeurs  positives  de  t sont  assez  faciles  à former;  mais  pour 
avoir  en  jours  et  fractions  du  jour  la  valeur  négative  de  t,  qui  répond 
à l’instant  d'un  phénomène  antérieur  à l'époque  que  nous  avons  prise 
pour  l’origine  du  temps  , il  faudra  se  rappeller  ces  deux  bases  de  la 
réformation  Grégorienne:  i.°  qu’immediatement  apres  le  4 octobre 
de  l’année  iSSa  on  a retranché  dix  jours  de  ce  mois,  en  nommant 
i5  , au  lieu  de  5,  le  lendemain:  2.*  qu’on  a statué  de  rendre  com- 
munes (depuis  ce  changement)  toutes  les  années  séculaires  composées 
d’un  nombre  de  siècles  non  exactement  divisible  par  4*  Do  là  on 
conclud  sans  difEculté  les  régies  suivantes.* 

I.*  S’il  est  question  d’un  phénomène  antérieur  au  commencement 
de  l'ère  chrétienne , dont  A soit  l’année , et  A le  nombre  des  jours 
et  fractions  du  jour  écoulés  depuis  son  commencement,  on  fera 

— f = ( i8oo-t-..^)365'-ÿ— ( A-t- 12)  ; 
mais  on  aura  soin  de  supprimer  le  reste  de  la  division  de  A par  4- 

Toint  / 01 
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3.'  S’il  est  question  d’un  phénomène  compris  entre  le  commence- 
ment de  l’ère  chrétienne  et  le  4 octobre  de  l’année  i583,  on  fera  > 

— t=(i8oi — y^)365'.|-— (A-*- 1 a ) ; 

3. °  S’il  est  question  d’un  phénomène  compris  entre  le  4 d’octobre 
de  l’année  iSSa  et  l’année  1700,  on  fera 

-i  = ( 1801 -^)365'.i-(A-i- 2). 

4. *  S'il  est  question  d’un  phénomène  compris  entre  les  années  1700 
et  1800,  on  fera 

-I  = ( 1801  _^)365‘.  1 ) . 

Dans  ces  trois  derniers  cas  on  supprimera  toujours  le  reste  de  la 
division  de  1801 — A par  4- 

Ainsi  pour  avoir  les  valeurs  de  t correspondantes  aux  deux  éclipses 
considérées  par  Lalande  dans  la  page  1 56  du  second  volume  de  son 
Astronomie,  je  prends  d’abord  ^ = 721;  K = ■ 18  -11  j 

ce  qui  me  donne 

, — <=(  i8oo-+-72i  )365**j— (77'»  18  • i i*-t-  la  '); 

ou  bien 

— /=a5ai  x365'»j— Sg'»  i8^  1 1 . 

Ensuite  je  prends  A=i'jyt}  A=295'-i6  28';  et  la  formule  du 
quatrième  cas  donne 

— /=(  t8oi  — 1771  )365'*  J — sgô- 16  • 28  • 

La  différence  de  ces  deux  valeurs  de  t sera  par  conséquent 

2491  X365.  j-H  2o6'-2  2 • 17*= 91 0043*.  22  • 17' , 

8 

en  supprimant  le  reste  ^ provenant  de  2491  divisé  par  4- 
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70.  Jusqu’ici,  nos  formules  donnent  U longitude  de  la  Lune  depuis 
un  point  équinoxial  fixe  : de  sorte  que  , il  devient  nécessaire  d’y 
ajouter  les  termes  qui  déterminent  le  mouvement  du  point  équinoxial 
sur  l’écliptique  vraie,  si  l’on  veut  composer  une  formule  propre  au 
calcul  de  la  longitude  vraie  de  la  Lune,  telle  qu’elle  serait  donnée 
par  l’observation.  Pour  remplir  cette  condition  , il  faut  avoir  égard 
à la  précession,  à la  Nutation  Luni-solaire,  et  meme  à l’aberration 
de  la  lumière , qui  nous  fait  paraître  la  Lune  moins  avancée  en 
longitude  d’environ  o",8.  Or  on  sait,  que  le  mouvement  de  préces'* 
sion  doit  être  calculé  d’après  la  formule 


-t-  7” . i",2 2 1 80 -t-  r* . o",ooo  1 89  ; 
et  que  la  Nutation  Luni-solaire  peut  être  exprimée  par 


g 

iNcot . 2a . sin (^g.nt  —J'.nt')  — Ny stn ( 2g.nt  — 2f.nt ) 

— l",336.SI«(27l't-»-  2s',)  — o”,20I  Sm (27Jf-t-  2£); 

IV  étant  le  coefficient  déûni  dans  la  page  34  du  3.*“  Volume.  (Sur 
quoi  voyez  ci-après  la  page  73i).  Donc,  en  prenant  iV=8",9a5, 
nous  aurons 


i6“, 6S-]  5 .sin(^g.nt—  yinr  ) — o",6o84 . sm  ( ag-./H  — 

— I ",336o . sm  ( 2n't  -f-  21',  ) — o",20 1 o . si/»  ( 27»/  2t  ) , 

pour  l’expression  complète  de  la  nutation  en  longitude  du  point 
équinoxial. 

D’après  cela  il  est  manifeste , que  le  principal  terme  de  la  nutation 
peut  être  réuni  avec  le  terme  — .sin(^g.nt—J'.nt),  posé  dans  la 
page  618  , en  remplaçant  ce  dernier  par 

( i6",6875 — 6'’,577  = io",i  io5)x»n(g.n<— y!nf.) 

Remarquons  maintenant,  que,  conformément  au  résultat  trouvé  dans 
la  page  606 , nous  avons 

—J\ndt=T' . 1 o", 57998-+- 7”.  o", 01 7588. 
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Donc , en  ajoutant  à ces  deux  termes  la  partie  semblable 
7’*.  i", 22 180 -t- 2”.  o", 000 189,  due  au  mouvement  de  précession  du 
point  équinoxial,  il  viendra  7’*.  1 1", 80178-+- 7”. o", 017777  po'"'  1» 
somme  de  ces  deux  parties  séculaires. 

71.  Avant  d'aller  plus  loin,  je  profite  de  cette  occasion  pour  dé- 
velopper quelques  remarques  , qui  me  sont  suggérées  par  l’emploi  que 
je  fais  ici  de  la  précession  des  équinoxes.  On  a coutume  de  regarder 
les  mouvemens  de  l’équateur  terrestre  et  du  point  équinoxial  comme 
lout-à-iait  indépeudans  des  variations  séculaires  de  l’excentricité  et  du 
périgée  de  l’orbite  du  Soleil.  Cependant,  il  serait  plus  exact  de  dire, 
que  ces  variations  ne  peuvent  produire  rien  de  sensible  dans  les  mou- 
vemens de  la  Terre  autour  de  son  centre  de  gravité:  car,  mathéma- 
tiquement parlant,  l’expression  analytique  de  l’obliquité  de  l’écliptique 
renferme  un  terme  multiplié  par 

.t'*sw»(du  double  du  périgée  solaire); 

et  la  précession  un  terme  correspondant  multiplié  par 

cos  (du  double  du  périgée  solaire). 

Pour  mettre  en  évidence  l’origine  de  ces  termes,  remarquons, 
que,  suivant  les  dénominations  établies  dans  les  pages  3 10-317  du 
second  Volume  de  la  Mécanique  Céleste , les  fonctions 

^r*-Z*)s/naO 

renferment,  respectivement,  le  terme 

3 X • . • 3 X • . 

, -^^.—jSm20.COS  2if. 

Or  en  supposant  que  l’astre  L soit  la  Lune,  si  l’on  prend 
T ib' .cos Ev-*-c'mv  j ; 

ndt  = I I -»-  A'  ib' . cos  Ev  -+■  c’mv  | . 

il  viendra 


/ 
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I . sinOsin  21» . dt= 

-^^sinOsin  w.dv^  i Kt'b'.cos Ev-\-c'mv]^  1 1 -^K' ib'.cos Ev-*-c'mv  j , 
ce  qui  Introduit  dans  cette  fonction  le  terme  séculaire 
I 5f>i 5 . sin  2v> <// = rft» . I ^ tm 9. 6'i'* ( A* A/l' ) sin  ( 21»  — 2£'t>  — sc'mv). 
Par  la  même  raison  on  a 

—f^sin  -i0.cos2vdl=—dv.^^sini9.b't'(JC-^-KEr)cos{2v—2Ev—2c'mv). 

Maintenant , si  l’on  remplace  dv  par  ndt , et  si  l’on  observe , que 
l’argument  2v  — 2Ev—2c'mv  revient  au  double  du  périgée  solaire, 
c’est-à-dire  à 2x  , nous  aurons 

I . ^ î /»  S . «n  2 1> . </l = I . ^ tm  9 . i‘  ( A‘-+-  AA'  ) . c'*  sm  ax' . </r  ; 

— I .^s//i29.cos2P.</f=— ^.^im29.J*(A-4-AA').«'‘co5  2x.dt.  . 

Donc , conformément  aux  formules  posées  dans  la  p.  3 1 a du  second 
Volume  de  la  Mécanique  Céleste,  on  doit  avoir  dans  l’expression  de 
0 le  terme 

(0  • • 0^{±!^^)l.^sin0.b'iK'^KK)fdt.t'^sin2x'-, 
et  dans  l’expression  de  V le  terme 

W • • = ^cos0.b‘iK‘+KIC)  fdt.,''cos2x'. 

Mais,  le  principal  terme  de  la  nutation  est  tel  qu’on  a 

® ) I • ? ® ^ ’ 

A désignant  la  longitude  du  noeud  ascendant  de  la  Lune  j c’est-à- 
dire  (suivant  nos  dénominations)  l’angle  — g)nl.  où  j’écris  ï> 

au  lieu  de  n pour  distinguer  cette  valenr  de  n de  celle  qui  multiplie 
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C , employée  par  Luplace  pour  désigner  le  mouvement  diurne  de  U 
terre.  Ainsi  cela  revient  à dire , que 


A-*-B  — tC\Z  L y.eosi 
C«-g) 


— \ an  C / 2 • «a> 


.cosS.. 


Donc  eu  nommant  N ce  coefficient  de  cosA,  les  formules  (i)  et  (a) 
posées  plus  haut  se  changeront  en  celles-ci  ; 

(2)  . . H^==|iV.Hi^.J‘(A'‘H-AÀ'')y’A..'-co52K'. 

Et  comme  si  l’on  prend  ici  l’année  julienne  pour  unité  de 

temps  on  pourra  laisser  dt  au  lieu  de  ridt  ; ce  qui  donne 

(1)  . . 5=J;V.Ü^.mng.5.6‘(A*+AA’’) Jdt.^'ùnz^-, 

(2)  . .'V=\NS-^b\IC^KK)fdtJ'c0S2r^. 

Nous  avons  A = |-  — yw  etc.,  A'=  — etc.  (Voyez  page  85 1 

du  troisième  Volume,  et  page  4q4  celui-ci);  et  les  autres  facteurs 
sont  assez  petits  pour  rendre  ces  termes  tout-à-fait  insensibles,  si  l’on 

observe  que  |-6' ^-^^.  = 0,0000028.  Mais,  en  théorie,  il  est  permis 

de  considérer  de  telles  quantités  pour  faire  cesser  les  doutes  par  des 
argumens  incontestables.  C'est  ainsi,  par  exemple,  qu’on  fait  cesser 
les  doutes  qu’on  pourrait  éléver  sur  les  variations  du  jour  moyen  , 
eu  démontrant  que  ces  variations  accumulées  pendant  des  millions 
d’années  ne  peuvent  produire  qu’un  petit  nombre  de  minutes  (Voyez 
page  320  du  second  Volume  de  la  Mécanique  Céleste). 

72.  Cette  analyse  donne  aisément  le  terme  affecté  du  double  de  la 
longitude  du  noeud  de  la  Lune  qui  entre  dans  l’expression  de  la  nu- 
tation et  de  la  précession.  En  effet;  d’après  les  formules  posées  dans 
les  p,  3i3  et  317  du  second  Volume  delà  Mécanique  Céleste , on  a 
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^XysinS.dt  = dt.  5 j sin  iv -1- y sin  2 A | , 

^(F‘—  Z')s{n20.dt  ——di.^p.sin20 1 co5 y coi  aA  j. 
Actuellement  , si  l’on  prend  r,  = a , et 

ndt  — dv  I I -t-y  cos(  2t>—  2A)  I , 

il  viendra  , en  conservant  seulement  les  termes  affectés  de  l’argu- 
ment 2A  ; 

^ X Y sin  5 . (il  = y . '/‘f /n  5 ( i + i ) sin  2 A ; 

( r*  - Z‘  ) sm  25 . rf<  = - y . f «•«  25  ( J -t-i  ) cos  2 A. 

Maintenant , il  suffit  de  comparer  cqs  deux  termes  avec  ceux  mul- 
tipliés par  sin  A et  cos  A pour  en  tirer  la  conséquence  , que  les 
deux  inégalités  dépendantes  de  cos  A et  cos  2 A qui  entrent  dans 

» • «8 
l’expression  de  5 sont  dans  le  rapport  de  l’unité  à — gy./awg’. 5j  et 

que  les  deux  inégalités  correspondantes  de  la  précession  sont  dans 

.3 

le  rapport  de  l’unité  à — ^•/tang.20.  Cela  posé  il  devient  facile  de 
voir,  que  , Laplace,  dans  la  page  269  du  5.**“  Volume  de  la  Mé- 
canique  Céleste,  obtient  le  coefficient  — j au  lieu  de  —g,  pareeque  il 
n’a  pas  eu  égard  dans  la  formation  des  produits  XY.dt,  {Y'—3j^)dt, 
au  terme  de  l’expression  de  dt  affecté  de  l’argument  20  — 2A. 

11  y a dans  l’expression  de  5 et  Y un  terme  du  même  ordre  que 
le  précédent  qui  dépend  du  double  de  la  longitude  du  périgée  Lu- 
naire. Pour  en  voir  l’origine  , réduisons  à 

^-\X  Y sinO .dt—\  —.sinO .sin  2V  .dt , 

^(Y‘ — Z') sin  20.dt  = — ^ ^sin  2S . cos  2s> . dt , 
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les  équatjsas  vpo^ce»  plus,  haut  ; ; et ^reqiarqBOnst  que  l>!as{r9  ,Z/  étant 
la  Lune,  on  peut  y faire  " ' *■’ 

r.- t-,  y 'tmV  \~/'î'i4î- 

p = ^(i  + ecoscv’)  = -i-oecoscv-hje  cosicv  J ; .'>■ 


ndt=dv  I — 


8 . 

2ccoscv-h=e  cos 


:os  acv  ; 


ce  qui  donne 
, at 


,r.  ) ^ ns 


^Xy.sinô.dt=^.-^'-^^di>.sin(^7v  — acf)  ; ' - ï 


3/, 

sTIî 

( Y'—  Z*)sm  26 . rft = — J . -p  dv.cos  ( 20  — aci»); 

v' 

et  par  conséquent 

‘C 

V ! 

* — iC\  cox(ik— ici») 

\ anC  /'4  "ïïa*  ' a{i— c)  ^ 

ou  bien 

Y /A^B — ® c*Lsiniû  sin{iv  — icv) 

\ 2nC  / ' é ’ a(  i — c)  ^ 

■iSv/i 

; f. 

®=  N‘\~{^^)tanq.0.cos{2v-<2co)-, 

: ..■•  A 

^’U’V  ! 

')  t.  • 

’‘^=--^-Î7(^)-««(8‘’~20.). 

■7 

Ces  coelEciens  peuvent  regardés  commç  insensibles  ^ car  nqi|s 


avons 


t—g  _ 4021505 


: .to, 
: ':y» 


84S00S0  » ■^==8‘',925  J d’où  l’on  tire 

=9)6:75422 } Log^.  1^=8,3988493;' 

ô=  — ô",o4o.cos(2U  — 2cv);  Vsao',ioi  .«Vs(at»— ac)»).  'no!, 

four. compléter  l’analyse  de  ces  petits  termes,  je  ferai  remarquer, 
que  les  équations 

^XY.sinO.dt^dt.X^sinS.siniK , 

y*  — Z*)sMl2Ô.<ff  = — 29.C0Î2A,'  ’ 

donnent , lî 

l'L  £;)icv  Jisvh  ,,?■)  Jjiilici..  I fA>  Jjio/.  «1  ^ 


' 0 «c 

Jî» 
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^ ATK.  */n9.  <Ü= è . J . ^ cj'y*  i‘ , sin  9 . sin  (a  A-+-  Æ'i>+c'/nt>— cw) , 

—Z*)  siniO .dtsa  — ^ , ^,^et’i\i’‘.sini9 .cûs(^2A-t-Ev-i-i^mv—cv), 

en  y faisant  ndtwadv,  et  ^=j|  i -4-JÏ«'i*.cos(Æ't>-t-cW— cv»)  j. 


(Voyez  pag.  85a  du  uoisième  Volume).  De  sorte  que  on  a; 

9 a=  — I iV.  ^ ^ **  7 9.cof(aA  + £'i>  + c'mt> — cv) , 

Y s=t  * iV.  Hetf  J* . rm  ( a A -j-iE'w  ■+  c‘mv-~cv  ). 

Mais  il  est  aisé  de  se  convaincre,  que  ces  termes  sont  insensibles  “ 
malgré  la  petitesse  du  diviseur  3 — ^g—c. 

73.  Je  reviens  maintenant  à mon  sujet , et  aCn  de  faciliter  toute 
l’opération  que  j’ai  indiquée , je  vais  reproduire  ici  les  formules  des 
trois  coordonnées  Lunaires,  en  plaçant  à côté  de  chaque  coefiicient, 
la  période  de  l’argument,  l’époque,  et  le  moyen  mouvement  pour 
l’unité  de  temps  que  je  suppose  être  le  jour  moyen.  Sur  cela  il 
est  essentiel  d’observer  : i que  la  désignation  de  l’argument  a été 
faite,  pour  plus  de  simplicité,  sans  écrire  nt  à côté  des  parties 
qui  le  composent:  3.°  qu’on  a rendu  toujours  positive  la  partie 
constante  et  la  partie  proportionnelle  au  temps , en  changeant  con- 
venablement le  signe  primitif  du  coefficient  et  en  ajoutant  36o*  à 
l’argument;  3.*  que  les  inégalités  sont  ici  disposées  d’après  l’ordre 
de  grandeur  de  leurs  coefficiens;  4*  Von  a supprimé  les  Inégalités 
dont  le  coefficient  est  au-dessous  d’un  cinquième  de  seconde. 

Cela  posé  , si  l’on  désigne  par  la  longitude  vraie  de  la  Lune, 
comptée  sans  interruption  depuis  le  commencement  du  19.***  siècle, 
on  aura  sa  valeur  par  rapport  à l’équinoxe  mobile  du  printemps  , 


en  prenant 

O . (60",M8S0)«  . (Wr.lSr .89'.Sr',S4)l 

lit  .36.4*  »o*4-  SSïjîï 


•+•7’*.  I r',80178  +•  7”. o", 017777 

•4-  la  suite  des  termes  périodiques,  dont  voici  le  tableau, 
Tom*  I 
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Termes  périodiques  de  la  longitude  vraie  de  la  Lune. 


Coefficient 

Période 
de  r»rgumcat 
en  jour*  moyen» 

Mouvement  moyen 
pour  no  jour 

c 

1 

+2  2641, 626 

27I55450 

i3“  3]54”o5 

2C 

7^.477 

13,77725 

26.  7.48,10 

3c 

-h 

30,720 

9,i8383 

39.1 1.42,15 

4c- 

2,oo3 

6,889 

52.i5.36. 

5c 

0,117 

5,5 1 1 

65. 19.30. 

KH 

-h 

4585,648 

3 1,81 201 

1 1.18.59,35 

34,5 18 

15,90600 

22.37.58,70 

iE 

2370,320 

14,76529 

24.22.53,36 

E 

— 

122,1  10 

29,53060 

12.11.26,68 

3E 

0,887 

9,843 

30.34.20. 

^E 

14,5.4 

7,38265 

48.45.40,72 

cm 

— 

608,644 

365,25637 

0.59.  8,19 

— 

7,872 

182,628 

1.58.10. 

3c'n» 

— 

0,162 

91,314 

2.57.25. 

4cV« 

— 

0 

0 

0 

45,657 

3.56.33. 

2«’-H  2 s', 

— 

1,336 

182,628 

1.58.16. 

H 

— 

1 3,6061 1 

26.27.31,80 

k 

-f- 

6,8o3 

52.55.  3. 

lE  — ic 

B 

205,88670 

1.44.54,68 

E—c 

B 

WêM 

411,77335 

0.52.27,34 

jE  — c'in — c 

jfl 

209,742 

34,84701 

10.59.51,18 

2E  -t-c 

B 

192,146 

9,61371 

37.26.47,45 

iE — c'm 

9 

i65,85o 

15,38731 

. - -JLi  . 

23.28.45,20 
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Argument 

CocfljcieDt 

Pcnode 
de  rergnment 
en  loam  mojeni 

Mouveuest  moyen 
pour  un  )our 

Kpccpic 
de  r&rguiocQt 

c — c'm 

1 48059 

2g'8o278 

i2’  4:45"86 

2o4*5o'5i"4 

IC — ic'rn 

o,o65 

*4,901 

24.  9.  32. 

4g.4*.4a,8 

c-HcV/i 

— 

111,09g 

25,62164 

i4-  3.  2,24 

206.  9.  5,4 

2c-t-ac'/» 

— 

o,o65 

12,81 1 

28.  6.  4. 

5a. i8. 10,8 

— 

54,9*5 

173,31044 

2.  4-37,9* 

172.29.15,6 

2g -hc 

— 

45,201 

9,10846 

3g.3 1.25,32 

40.53.35,6 

2g -c 

— 

37,19* 

26,87835 

*3.23.37,26 

349.53.38,8 

iE-c 

38,oo3 

10,08460 

35.41.52,68 

200.18.44,8 

2E’*-c'm  — c 

— 

38,81 1 

29,26331 

12.18.  7,5o 

178.  3-3o,2 

2E-^-c'm 

— 

a3,6i  I 

14,19160 

25.22.  1,58 

23.33.28,6 

E-\-c'm 

17,216 

27,32160 

*3.10.34,87 

*92.  6.i7;8 

2E  •+•  ac'/« 

— 

o,o65 

1 3,661 

26.2 1.10. 

24.*  2.35,6 

2£’-+-2c' 

*4,*  19 

7,12707 

5o.3o.4*,4o 

73.54.18,4 

E-^c 

— 

8,a37 

*4,254 

a5.i5.2i. 

36.57.  9,2 

2E  — c'm-^c 

-H 

i4,o44 

9,87345 

36.27.39,20 

227.45.13,0 

2E  — 3c 

— 

1 2,807 

24,3o210 

14.48.48,78 

233.35.33,6 

s-f 

10,1  1 I 

68i4,3o5 

0.  3.10. 

346.  6.  5,8 

2g— 2/ 

— 

10,608 

3407,153 

0.  6.20. 

332.12.1 1,6 

2E  -ir2g  — C 

— 

. 9,384 

9,53o 

37.46.30. 

12.48.  0,4 

2C  — c'm 

9,044 

*4,3*7 

a5.  8.3g. 

50.20.49,8 

2E  — ac'/n 

-h 

7,8*3 

1 6,064 

22.24.36. 

21.36.  7,6 

E—c'm 

— 

0,383 

32,128 

1 1.12.18. 

190.48.  3,8 

2E  — c'tn—  2C 

— 

7,763 

1 3 1 ,668 

3.44.  4. 

28.44.42,2 

2E—2c'm—c 

-H 

7,527 

38,522 

9.20.43. 

176.,  6.  9,2 

ic-\rc'm 

-H 

7,345 

3,276 

27.  6.56.- 

5 1.3g.  3,8 
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Epoque 
Ae  l'argaoKBl 


33:  0:42, '8, 
I246.2i.34, 0 
! 199.39.37,8 

218.17.58.8 

279.24.16.8 


27.26.28,2 

171.50.  8,6 
45.  9.36,2' 
354.  9-39,4^ 
2064^8.12,4 
144.2340,4 


13,709 

6,855 


26.14.29. 

52.28.58, 


12,913 

25,826 


14.16.  4' 
28.32.18. 


i5,3i4 

23. 30.26. 

9.367 

38.25.55. 

117,549 

3.  3.46. 

32,461 

1 1.  5.37. 

27,093 

13.17.1 5. 

CocificieDt 

6'  i5i 

■ 

4,089 

3,837 

— 

’ 3,376 

■4“ 

3,3og 
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4 

Ar|iim«at 

CocAcintl 

P«Hode 
àt  rirgonenl 
CB  joiuri  mojcot 

lloarcMnil  noyr» 
p<mr  vn  |Our 

tiraque  , 
iê  r«rf«»cnt 

iE-2C 

o"64o 

3414:5 

io*a6[4i" 

1 63*  3 1 13516 

2E-^2g-hC 

— 

o,6a6 

5,633 

63.54.18. 

63.47.57,2 

%£ — c'n-i~  2c 

-H 

0,607 

7,a86 

49.3 1.3  a. 

1 1 3.1 5.1 1,4 

ig-^-crn 

0,585 

13,117 

37.36.39. 

196.  a.44,3 

tE — ag-t-ac 

— 

0,5  29 

14,967 

34.  3.  9. 

378.30.41,2 

^E-i-cm  — ac 

— 

0,5 1 3 

i5,a44 

33.37.  ?• 

355.37.53,4 

14£’-3c 

-1- 

o,5oa 

37,6a5 

9.34  5. 

149.18.48,0 

E-i-cm  — c 

— 

0,466 

3a33,a94 

0.  6.41. 

1 3.3340,6 

UE—2g  — C 
r 11  ® 

0,397 

38,g55 

9.14.3  a. 

4.55.  7,6 

Bc — e'm 

0,365 

9»4ii 

38.13.34. 

a55.5o.48,3 

Sc-HcV» 

— 

0,365 

8,g58 

4o.io.5o. 

267.  g.  a,3 

É-*-2C 

— 

0,357 

9,395 

38.19.15. 

242.27.  7,6 

s-*-/ 

-H 

0,343 

1 3,634 

17.57.50. 

209.17.31,4 

2g-*-3c 

— 

0,339 

5,483 

65.3g.  1 3. 

ga.53.3a,4 

2E  — ac^/»i-t-c 

-H 

o,3a3 

10,148 

35.38.3 1. 

237.  6.  6,0 

2E —c'm-~3c 

— 

o,3a8 

a6,o33 

15.47-57. 

334. 1 4-4o,fi 

2E~cm-2g+c 

— 

0,378 

35,99a 

II.  0.  8. 

32.31.35,9 

»E—c'm-t-ag—c 

— 

o,a53 

9,786 

36.47.22. 

13.  8.53,4 

3E  — 2g 

— 

0,346 

36, 068 

10.  6.4g. 

1 18.57.55,2 

l^E-^dm 

— 

0,301 

7,337 

49.44.55. 

46.27.50,2 

an-4-  at 

0,101 

1 3,661 

36.a1.19. 

233.i3.36. 

I La  formule  suivante,  qui  sert  au  calcul  de  la  latitude  de  la 
rLune  au-dessus  de  l’écliptique  vraie , a été  tirée  de  celle  donnée 
[vers  la  fin  du  S précédent:  on  a supprimé  les  inégalités  dont  lés 
coefficiens  sont  inferiéuiS  i un  cinquième  de  la  seconde.  * | 
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Termt$  périodiques  de  la  latitude  vraie  de  la  hune. 

il  ■ 


Argument 

Coefficient 

IVrioAfl 
de  l'argument 
en  joura  moyen* 

BfoaTrment  moyen 
pour  un  jour 

Epo({ue 
de  l'argument 

4-i8465;538 

i3!i3;45;66 

974i'.48”6 

H 

B 

6,424 

39.41.17. 

297.  5.26,8 

B 

0,006 

66.  8.48. 

128.29.  5,0 

g-t-c 

1010,894 

18,691 15 

26.17.89,72 

3o8.i  1.47.0 

g-C 

— 

1000,609 

2190,914 

0.  9.61,60 

262.1  i.5o,2 

2E~g 

621,476 

82,28076 

11.  9.  7,72 

286.12.33,0 

2£-hg — C 

196,224 

1 4,66644 

24.82.44,99 

276.  6.1 1,8 

2£—g—c 

— 

166,916 

188,19986 

1.4446,34 

280.1 7.26,4 

2E-hg 

101,708 

9.5717» 

87.36.89,07 

120.36.10,2 

g^2C 

62,462 

9.14648 

89.21.33,78 

148.41.45,4 

2E--g-trC 

36,089 

14,86647 

24.18.  1,66 

180.42.81,4 

g — 2C 

32,342 

27,90668 

12.64.  2,44 

8i3.i8.  8,2 

2E  — cm  — g 

+• 

29,686 

86,41028 

10.  9.69,67 

284.33.26,0 

2E  — 2C  — g 

— 

16,217 

24.08614 

14.68.40,68 

284.1  2.36,2 

2E-^C-^g 

-4- 

14.774 

7.10897 

60.60.88,10 

826.  6.  .8,6 

2E->rCm  — g 

— 

1 2,273 

29,66962 

12.  8.1 5,83 

286.61.40,0 

2E  -c'm-¥g — c 

-H 

16,280 

23.33.36. 

273.27.  4,8 

2E  -c'm—g — c 

— 

8,241 

124.208 

0.55.38. 

280.66.82,4 

f 

— 

7,886 

27,822 

1 3. 10.35. 

1 1 1.86.42,8 

%E-‘cm-i-g 

-f-- 

, 7>5g3 

. 9,829 

86.37.81; 

-1 19.67., 3,2 

4£‘_g  — c 

— 

• 6,648 

16,028 

22.28.  7. 

267.28.  3j8 

g-^-c—c'm 

-t- 

6,36o 

i4>225 

26.18.81. 

802.82.40,0 

g-t-c'm 

•77 

6,438 

26,822 

16.12.64.  ■ 

98.20.55,6 
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739. 


Arfomeiit 

Coefficient 

Pcrto<k 

de  l'ergumeDt 
en  iourt  moyens 

Bfottvement  moyoi 
pour  un  ^ur 

t 

Kpo<jae 
de  r«r|ument 

g-hc-f-c'm 

5;'3o5 

i3J  196 

2 7°  16'  48" 

3o3°5o‘54"o 

g — c-hc'm 

— 

5,1 83 

3 13,062 

1.  9.  0. 

262.50.57,2 

£-*-g 

— 

5,016 

14,162 

25.25.1  2. 

289.  8.5g,4 

g — c—cm 

— 

4,864 

438,342 

0.49.16. 

208.27.16,8 

E-g 

4,618 

346,625 

1.  2.18. 

93.45.22,2 

g—c'm 

4,167 

29,403 

12.14.37. 

97.  2.41,6- 

g-h3c 

4,086 

6,867 

52. 25. 28. 

354.1 1.43,8 

3g  — c 

— 

2,848 

i3,522 

26.37.23. 

91.35.27,4 

iE-t^'m-t-g—c 

— 

2,692 

14,106 

25.3i.53. 

275.45.18,8 

2E-3g 

— 

2,384 

25,52  1 

i5.i8.23. 

274.11.  4,2 

2E-i-2C—  g 

-H 

>>377 

9,656 

37.16.56. 

336.1 2.29,8 

2E+c'm—g—c 

1,945 

388,242 

0.55.38. 

279.38.18,4 

2E — 2C-hg 

— 

1,883 

31,357 

1 1.28.49. 

69.36.  r3,4 

g-3c 

-t- 

1,687 

1 3,865 

25. 57. 57. 

1 58.48.  6,6 

;4^’-g 

-I- 

1,402 

10,i32 

35.32.  1. 

3o8.  6.54,6 

ïiF— cm— g-+-c 

H- 

1,576 

>5,497 

23.13.54. 

i3o.  3.24,4 

iE-t-g  — c 

-t- 

>,399 

7,358. 

48.55.38.- 

298.  0.33,4 

4E-hg — 2C 

-f- 

1,237 

io,oo3 

35.51.47. 

92.30.35,0 

2£-h-c'm-t-g 

— 

»,«94 

9,327 

38.35.47. 

121.15.17,2 

2E—3c—g 

— 

1,075 

12,837 

28.  2.34. 

331.17.22,2 

E •^cm-^-g 

0,951 

1 3,634 

26.24.21. 

289.48.  6,4 

E-^-c'm — g 

0,95 1 

6793,729 

0.  3.1 1. 

94.24.29,2 

2E+c'm—g-i-c 

0,904 

14,285 

25.1  2.1 0. 

1 3 1.2 1.38,4 

3g-i-c 

0,875 

6,824 

52.45.1 1. 

148.35.24,2 

2E-i-2C+g 

-4- 

0,867 

5,648 

63.44.27. 

171.36.  7,0 
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Ar|aa«nt 

Coeftcieat 

P^riod* 
àt  r*rfuoMttl 
«B  )oan  B07CBI 

IftoaTCOKai 
pour  «•  io«r 

ÉpoqM 
àa  ParfuncBt 

af  — ac'm— g 

a£— c'm-4-^-t-c 

E-g-*-C 

g+ic—e'm 

g-¥-2C-t-cm 

o"6a7 
-H  o’,588 

— 0,585 

+ 0,445 

— 0,445 

39'ai3 
7,a45 
39,935 
9,38 1 
8,9>3 

9*io'5i" 

49.41.25. 
13.  1.35. 
38.32. a5. 
40.20.42. 

283î54!»9”o 
325.27. 
299.15.30,6 
148.  3.38,4 
149.20.52,4 

lE^ig^c 
E-^g-^c 
:iE — c'm—g — 3c 

4£-_|t_2C 

— 0,406 

— o,4o5 

— 0,373 

+■  0,366 

0,357 

12,689 

9,354 

aa,55a 

5,807 

38,283 

28.22.17. 

38.39.  6. 
15.57.48. 
61.59.33. 
9.34.15. 

119.41.  2,6 

134.38.57.8 

126.26.30.8 

143.30.3 1.8 
267.  6.57,8 

2E  — 3g-¥-C 
4£ — c'm — g — c 

iE-g’i-c 
g -hic 
g— ic— c'm 

o,3i8 

+ 0,3 1 5 

•4-  o,a8o 

0,374 
— o,a57 

160,613 

16,758 

7,408 

5,497 

35,924 

2.14.39. 
31.38.58. 
48.35.55. 
65.39.33. 
1 3.53.1 1. 

69.41.  5,8 
101.57.49,3 
1 53.36.53,0 
199.41.41,8 
313.57. i5,a 

g— ac-f*c'«s 
lE't-ig 
afi"  — 3c-+-g 
3E^g 

o,a57 
H-  o,a4> 

— o,ai5 

— 0,199 

3o,ai4 
5,619 
327,245 
1 5,43  3 

11.54.54. 
64.  4*10. 

1.35.  4- 
33.30.34,3 

312.39.  1,3 

319.59.47,4 
135.53.45,0 
1 1 6.40.43,8 

^5.  PoW  avoir  la  parallaxe  horizontale  relative  à un  point  de  la 
terre  dont  X est  la  latitude  géographique , U faudra  multiplier  la 
somme  des  termes  suivans  par  (Voyez  p.  635). 

1 — 

La  période  et  les  époques  des  argumens  doivent  être  pris  dans 
le  tableau  des  termes  de  la  longitude. 
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iJirmes,  périodiquet  -dé  la  paradoxe  èqualoriale  de  la  Lune  ^ 


ArfumcQt  ^ 


Coefficient 


Coefficient 


* Argument  ^ 


3423;  1 534 
1 86,6545 

10,2587  ' 

O, 6340 

o,o4i3 

0,0028 


lE-^cm  — c 


o'38o3 


•XE -+-  2C 

E~\-c 


0,2702 
0,0g  56 


•xL  — c ni-i-c 


">'«77 
0,1670 
I 0,0744 

0,1 5 19  I 


2C  — 2C 

E-C 


xE—c 
(\E  — 2C 

2Ë 
E ' 

3£  ‘ ' 

2£’-*-C-  . 

xE  — dm 
'xE  — cm 
x'g-c 


33,92 1 4 

o,325o 


b -h  dm 
iE-t-xdm 


0,0012  I 


27,5933 

o>9*47 

0,0147 

o.i365 


0,1084 


xb  — xg 
xE  — 3c 


o,o855 

0,0821 


2C  — c m 
xE  — xg — c 


' 3,0755 
2,1646 
1,4486 
'>1937 

1,0699 

o>9'9a 
0,5447 
0,498  5 


0,0798 


2C-4-Cm 

xg  — 3c 
E—xc 
E-^xc 


0,0715 


o,oGG0 
0,061 4 
Oyofikia 
9,o«>2i{ 

o,o5o3 

0,0455 


c — cm 

xE-f-dm 

• • .,1 

c'/n 
2c'm 
3c'm 
ihe  yuj 


o,ooû3 


~\2  TlILORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE 

S lo- 

Formules  jtour  le  mouvement  horaire  de  la  Lune. 

76.  Je  suppose  qu’on  ait  calculé  par  les  formules  précédentes  un 
Heu  de  la  Lune  pour  un  instant  donné  l,  et  qu’on  veuille  savoir  ce 
qu’on  doit  ajouter  ou  retrancher  des  coordonnées  ainsi  obtenues , 
pour  avoir  celles  correspondantes  à un  autre  instant  t-i-z  peu  diffé- 
rent du  prémier.  A cet  effet  j’ai  d’abord  supposé  z égal  à 24', 
c'est-à-dire  à la  dixième  partie  d’un  jour,  et  j’ai  développé  chaque 
terme  de  la  forme 

suivant  les  puissances  de  x.  De  là  sont  dérivées  les  trois  formules 
suivalitcs  pour  calculer  la  partie  additionnelle  à chacune  des  trois 
coordonnées  primitives,  à l’aide  des  mêmes  argumens  qu’on  est  censé 
avoir  déjà  formés  pour  le  temps  t.  Elles  sont  suffisantes  pour  les 
ras  où  le  second  instant  ne  sera  pas  éloigné  du  premier  au  dc-là 
de  trois  heures.  Eu  général  on  y fera  x=-^;  a étant  un  nombre 
d’heures , de  minutes  et  de  secondes  exprimé  en  prenant  l’heure 
pour  unité. 

Mouvement  horaire  de  la  longitude  %<raie  de  la  Lune. 

-t-(5 1 6'',î9  I .X — o", 045.x')  cos  c.nt  — (5",886.x‘  — o",ooo3.x')  sin  c.nt 

-4-(  1 00", 868.x  — o",o  1 5.x’)  cos  2E.nI  — 2", 1 46..r’.  sin  2E.nI 
— ( 9o",5.59.x  — o",oo6.x’) coi 2E.nl-c.nl  ■+■  o",894.x’.s</i 2E.nI— c.nt 
-♦•(  35”,094.x—o", 01 2-r’)  cos  2c.n(  — o", 800.x*.  s/n  ae.n/ 

-^(  1 8", 98 1.X  — 0", 067  jr*)  cos  2g.«/  — o", 438.x*.  s/n  2g.nt 
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— 6", 6 1 8.0:.  cos  ^E.nt — tf* m.nt  + o”,  1 38  jr’.  sin  lE.nt  — cm.nt 

4”>oî6.x.coj  nE.nt—c'm.nt  — c.nt  —o",o3g.x'.sin  2E.nI  — cm.nt— c.nt 

-f-  3",  1 2 1 j:.  cos  c.nt  — c'm.nt  — o",o33.o:\  sin  2c.nt  — c'm.nt 

— (3",i  i8j:— o,oo3j:')coi  2g^.nf-«-c.ni  -^-o",io%.x'. sin  2g.nt-\- c.nt 

— 2",'}25.x.cosc.nt-t-c'm.nt  -t-o",oo^.x'.sinc.nt-^-c'm.nl 

2", 3S5.X.  cos  E.nt  — o",02S.x' sin E.nt 

•+■  2",36'].x.cos  ^E.nt — c.nt  — 6\o'j ^.x'.  sin  ^ E.nt — c.nt 

— ( i",q95.o:  — o",oo2  j:*) cos  3c. nt  o",o86.x‘.  sin  3c.nt 

— \",3d3.xcos\E.nt — 2C.nt  -i-o", 02-j.x'. sin^E.nt—  ic.nt 

-+-( I ",25G.x—  o,oogjr’)cos 2Ent-i-c.nt  — o",4 1 o jc*. sin  2E.nl-¥-c.nt 
-h  i”,2/^3x:.cos  2E.nt-i-2c.nt  — o",022.x\sin2E.nt-*-2c.nt 

-*-(  I ",235.x  — o", 00  2.x*)  cos  4E.nt  — o’',o53.x*.î//i  ^E.nt 

— i",i']'].x.coscmjit 

— i",o^3.x.cos  2E.nt-i-c'm.nt  -i-o", 023.x'. sin  2E.nt-hc'm.nt 

— o",86g.x.coi  2g.nt — c.nt  -i-o",ojo.x'.sin  2g.nt  — c.nt 

— o",7 1 0.x. cos  2E.nt  — c'm.nt -i-c.nt  — o",oi8.x*.«‘n  2E.nt—  c'm.nt -i- c.nt 

— o", 678.x.  cos  2E.nt  ■+■  c'm.nt  — c.nt  ■+■  o", 007.x’.  sin  2 E.nt-i- c'm.nt— c.nt 

— o",655.x,  co§  2E.nt — 2c. nt 

— o",6i6.x.coî  2E.nt-i-  2g.nt  — c.nl  -i-o", 020.x'. cos2E.nt-t-2g.nt—  c.nt 

-t-  o",3g-].x.cos  2C.nt  — c'm.nt  — o",oog.x'.sin2c.nt — c'm.nt 

■4-  o", 3g0.x.  cos  E.nt -t- c'm.nt  — o", oo3. x'.  sin  E.nt-t- c'm.nt 

•+•  o",368.x.  cos  2g.nt -t-  2C.rU  - — o",o  1 7.x’. sin  2g.nt -h  2cjit 

-4-  o"  ,36-]x:.cos  E.nt-t-3c.nt  — o", 020.x'.  sin  E.nt -t- 3c. nt 

— o", 36-]. X.  cos  E.rU-t-c.nt  -t-o" ,ooS.x'.  sin  2 E.nt -t- c.nt 


\ 
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o",.348.x.co5  ic.nt-i-cm.nt  — o",oo8.x\ iiVi  2C^i/  -i-c ni.nl 

— o'',33 1 .X.  cos  7E.nI  — 3c.nt  o",oo4-x‘. sin  7E.nI  — ic.nl 

-f-  o",3o5.x. cos  7E.nI  — 7dm.ni  — o",oo6.x‘. sin  7E.nI  — 7c'm.nl 

— o'',3oo.x.  cos  7E.nI -s-  7g.nl  -4- o",o  1 1 ,x’ sin  7E.ni ■+■  7g.nl. 

-i-  o", 753.x.  cos  .\E.nt  — c'm.nt --c.nl 

— o'',i99«r.coî  7E.nI — 2g.nl 

— 7E.nl+c'm.nt-i-c.nl 
-4-  o",  1 83.x.  cos  ^c.nt 

-4-  o'',t  23.X.C0Ï  7EjiI  — 7c'm.nl  — c.nt 

— o",  1 2 1 .X.  cos  3E.nl  — c.nt 

— o",i  i8.x.coi  2£'.m< — 7g.nt-i-c.nt 

-4-  o'',i  09.x. COJ  — c'm.nt 

4-  o" ,o<^7.x. cos \E. ni c.nt 

-4-  o",o^ox.  cos  7E.nI 7g,nl -irc.nl 

— o",o5 1 .X.  cos  7Ejit  — c'm.nt  -¥■  2C.nt 

— o",o59.x.  COJ  4^-”^ — cmI 

Mouvement  horaire  de  la  latitude  vraie  de  la  Lune. 

* 

-)-(4  26"  ,363.x  — o",o38.x')  cosg.nl  —(4", 92  2.x’— o',ooo2.x’)j/>ig^./ii 

-!-{  4^^j883.x  — o",02ix‘)cojg.n/-4-c.«/  — \",o0^jd.sing.nl-^rc.nt 

-4-(  Il  ",966.x  — o",oo  I .X*)  cos  7 E.nt  — g.nt  — o”,  1 1 7 .x’.  sin  2 E.nt — g. ni 

-4-(  8",4o6x  — o",oo2x')coj  7E.nl-^-g.nl—c.nl — o",i9o.x'.sin7Ejit-rg.nt--c.nt 

-4-(  6" ,677.x  — o",oo5_r’) COJ  7E.nI  -t-g.nt  — o",2 1 9.x’. sin  7EjU  + g.nl 

-4-(  4”>29i-T  — o*,oo3.x’)cojg.re/-4-  7C.nt  — o" ,\  h"] -x'.  sin  g.nt  -¥■  7c.nl 
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-I*  I ",48 1 .X.  cas  nE.rU  — g.nt + c.nt 
■+■  r',3 1 4-JC- coi  2Ej1t-i-c.nt-i-g.nt 

— o",’] 58.x. cos  2E.nI — g.nt— c.nt 
H-  o'',728.a'.  cosg.nt — 2C.nt 
-i-o",S2/i.x.cos  2Ejit  — c'm.nt—g.nt 
-i-o'',485.ar.coi  2E.nt-c'mjit-i-g.nt 

— o",445..t.  cos  3g. nt 

-i-o"  ,3'}i.}.x.cos2EjU—c'm.nt-i-g.nt—c. 
-h  o",3  5 i-x.  cos  g.nt -i- 3c. nt 

— o", 337.x.  cos  2E.nt  — 2C.nt  — g.nt 


— o”,o3 1 jx'.sin  2E.nI — g.nt-i-c.nt 

— o'',oo6.x‘.  sin  2E.nI •+•  c.nt  + g.nt 

— o",oo8-x'.  s/n  g^./it — 2C.nt 

— o",oo5.x*.  sin  2E.nI — c'm.nt — g.nt 

— o",o  1 5.x*.  sin  2E.nt  — c'm.nt  -i-g  nt 
H-  o",o  1 5a:'.  sin  3g.nt 

! — o",o  1 o.x’.s/'n  2E.nt— c'm.nt  g.nt— c.nt 

— o",o  1 7 .X*.  sin  g.nt  3c.nt 

H- o", 004.x*.  sm  2E.nI — 2C.nt — g.nt 


— o'',287  .X.  cos  g.nt  — c.nt 

-4-  o",28  I a.  cos  g.nt  -i-  c.nt  — c'm.nt 

— o",  262.x.  cos  g.nt-i-  c.nt  c'm.nt 

— o",26o.x.cos  2 E.nt-i- c'm.nt  —g.nt 

— o",2  57  .X.  COS  ^E.nt —g.nt  — c.nt 
o", 223.x.  cos  E.nt-ir  g.nt 

— o",  1 8 1 .X.  cos  f.nt 

— o",i44  -*^-  cos  g.nt-i-  c'm.nt 

— o", 223.x.  cos  3g.nt  — c.nt 
-i-o",i55.x.cos  2E.nt-i-2c.nt— g.nt 

— o",  I 20.x.  cos  4£’.nt -t- c'm.jtt  -i-g  nt 
-i-o",i  ig.x. cos ^E.nt-i-g.nl  — c.nt 
-i-o", 096.x.  cos  2E.nI -h  2C.nl -i-g.nt 
+•  o", 089.x.  cosg.nt  — c'm.nt 


— o",oo6.x*.  s in  g.nt-i- c.nt — c’mjit 
-H  o'',oo6.x*.  sin  g.nt  -f-  c.nt  -i-  c'm.nt 
-4-  o",oo3.x*.  sin  2E.nt  -i-  c'm.nt  — g.nt 
-i-  o",oo5.x*.  sin  \E.nt  — g.nt  — c.nt 
-H  o",oo5.x*.  sin  E.nt  -i-gJit 
-i- o", 002.x'.  sin  f.nt 
-4-o'',oo2.x*.  sin  g.nl-i- c'm.nt 

< 

c.nt 
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-h  o", 087. x.coi  ^Ejil—g.nt 
o", 080.x.  cos  3g. nt  -t-  c.nt 
+ o",o7  7xr.  cos  -*-g.nt  — 7c.nt 

— o',o6g.x. cos  lE.nt  + e'm.nt  +g.nt 

-+-  o",o5 1 .X.  cos  2 E.nt — e'm.nt  -t-g-nl  A- c.nt. 

Mouvement  horaire  de  la  parallaxe  équatoriale  de  la  Lune. 
—(4", 2 56.x  — o",ooo4-x’)  sin  c.nt  o", 049.x*.  cos  c.nt 

— i",i  74.x.i/rt  %E.nt  -+-0", 02 5.x*.  cos  -xE.nt 

— o", 670.x. s/n  %E.nt—c.nt  cos  1 E.nt  — c.nt 

— o", 468.x.  s/n  2C.nt  +o",oi  ix'.cos  2C.nt 

-o",20\.x.siniE.nt-*-c.nt  -t-o", 007.x*. cos  3E.nl-t-c.nt 

— o",o88.x.  sin  zE.nt  — dm.nl 

— o",o43.x.  sin  Zc.nt 

— o",o3 1 .X.  sin  ^E.nt  — c.nt 

— o", 028.x. s/n  3g.nt  — c.nt 

— o",o  28.x.  s/n  2 E.nt  — e'm.nt  — c.nt 
-♦-o", 024.x.  s/n  3 E.nt-t- e'm.nt 

— o",024-ï'.  s/n  2 E.nt  + 2C.nt 

— o",o  23.x.  s/n  c.nt  -*-  e'm.nt 

— o", 022.x.  sin  c.nt — e'm.nt 
-t- o", 020.x.  Sin  E.nt 

— o",o  1 3.x.  sin\E.nt  — 2C.nt 

— o'',oi  2..T. sin  ^E.nt 

— o'',o  1 o.x.  sin  2E.nI  — e'm.nt  c.nt 

— o*,oo8.x.s/n  2 E.nt-t- e'm.nt — c.nt 
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S II. 


Formules  de  la  Longitude,  de  la  Latitude,  et  de  la  Parallaxe  de  la 
Lune,  propres  au  calcul  des  éclipses  Lunaires  et  Solaires. 


-■j.  Pour  faciliter  le  calcul  des  éclipses  de  Lune  ou  de  Soleil,  il 
convient  d’avoir  les  trois  coordonnées  de  la  Lune  pour  les  instans  de 
la  conjonction  et  de  l’opposition  moyenne;  c’est-à-dire  pour  les  in- 
stans  correspondans  à E.nt  = o,  et  à£'.nt=i8o°.  Comme  ces  valeurs 
particulières  de  E.nt  donnent  lien  à une  réduction  importante  dans 
le  nombre  des  arguroens,  nous  allons  donner,  ci-après,  les  formules 
spéciales  relatives  à ces  deux  cas  particuliers.  Sur  quoi  il  faut  observer, 
que,  pour  plus  de  précision,  nous  avons  tenu  compte  de  la  totalité 
des  termes  qu’on  voit  dans  les  formules  primitives.  En  outre  on  doit 
être  averti,  que  nous  supposons  les  argumens  formés  d’après  la 
règle  exposée  dans  la  page  733,  parccque  les  signes  des  coefEciens 
ont  été  changés  lorsque  la  partie  proportionnelle  au  temps  de  l’ar- 
gument était  négative' 
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Longitude  vraie  de  la  Lune. 


ArgVUMTKt 

Coefiieient  pour 

Coefficient  pour 
£,nt=  i8o* 

» 

sin  c . nt 

i823r877 

18198I075  1 

sin  2C . nt 

537,794 

535,635 

sin  3c . nt 

26,720 

-1- 

26,720 

sin  4c . nt 

-h 

i,i3o 

i,i3o 

sin  5c . nt 

0,117 

0,117 

sin  c'm . nt 

841,926 

876,358 

sin  ■xcm.nt 

— 

15,869 

— 

1 5,63 1 

sin  3c'm . nt 

— 

0,292 

0,292 

sin  4dm.  nt 

— 

o,oo3 

— 

o,oo3 

sin  an  .t-t-ai , 

— 

1,336 

— 

1,336 

sin  ag . nt 

— 

468,253 

— 

470,519 

sin  4g  ■ nt 

0,5 19 

0,5 19 

1 sine  .nt-i-cin.nt 

— 

326,543 

— 

328,581 

sinc.nt  — c'm.nt 

191,260 

192,412  j 

sin  ag.nt-*-c.nt 

— 

46,254 

— 

46,254 

sin  ag.nt — c.nt 

— 

4o,388 

— 

4o,388 

sin  ac.nt-*- c'm.nt 

— 

16,274 

— 

i6,5o8  j 

sin  ac.nt — c'm.nt 

CO 

-4- 

11,731 

sing  .nt—J'.nt 

•4- 

10,1  I I 

-4- 

10,111  I 

sin  ag.nt  — af. nt 

— 

1 0,608 

— 

1 0,608 

sing.nt-t-/.nt 

0,343 

-4- 

0,343 
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Argument 

CocCTicieot  pour 
£.nt=o 

Coefficient  pour 
£ . n/  = 1 80" 

1 1 

sinc.TU-t-2c'm.nt 

— 

8^699 

— 

8'.'699 

sinc.nt—  ic'm.nt 

4,468 

4,468 

sin  2c,nt-i-  2c'm . nt 

— 

0,4 12 

— 

0,412 

sin  2C.nt' — ac'm . nt 

o,o65 

o,o65 

sinc.nt  + Sc'm.nt 

— 

0,122 

— 

0,1 22 

sinc.nt— Sc'rn.nt 

0,016 

-h 

' 0,016 

sin3c.nt-i‘</ni.nt 

— 

0,693 

— 

0,693 

sinZc.nt  — c'ni.nt 

-4- 

o,5o5 

-h 

o,5o5 

sin2g.nt-i’2c.nt 

— 

3,912 

— 

3,912 

sin  2g,nt—2C,nt 

-h 

0,667 

-h 

0,667 

sin2g.nt-h3c.nt 

— 

0,339 

— 

0,339 

sin2g.nt-3c.nt 

0,048 

— 

0,048 

sin  2g,  nt -h  dm.  lit 

— 

1,736 

— 

1 ,64 1 

sin2g.nt  — <fin.nt 

•h 

i,i3o 

1,160 

sin2g.nl-h2cn1.nt 

— 

0,080 

— 

0,080  ! 

sin  2g. nt  — 2c'ni . nt 

-h 

0,01 5 

•+* 

0,01 5 ; 

sin2g.nt-hc.nt-hc'm.nt 

-h 

0,094 

-f* 

0,094  j 

sin  2g.nl  — c,  nt  — dm . ni 

— 

0,210 

— 

0,2  10  , 

sin  2g.nt—c.  nl-hdm . nt 

-h 

0,224 

•-f- 

0,224  ' 

sin  2g  .nt -h  c .nt  — dm.  nt 

— 

0,1 5a 

— 

0,i52  I 

sin^g.nt—c.nt 

0,1 4o 

-h 

0, 1 40  ! 

sin^.nt-hc.nt 

0,093 

■h 

0,093  ! 

sin  2nt — 2s 

0,201 

-h 

0,201 

Tumt  / 
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Argument 

Coefficient  pour 
E .nt^o 

Coefficient  pour 
£ . «4  = 1 80® 

! sing.nt  — icm.nl 

0340 

-H 

o"34o 

sing . ni -i-  ic.nl dm . ni 

— 

0,818 

— 

0,8 1 8 . 

j sing.nl^ic.nt  — c'm.nt 

— 

0,248 

— 

0,248 

j sing  .nt-^-ic.nl  — dm. ni 

-t- 

0,607 

0,607 

1 sing.nl — ic.  ni c'm.nt 

— 

0,809 

— 

0,309 

sing.nl-i-^c.nl 

-t- 

0,274 

0,274 

sin  g.  ni  — /^c.nl 

-t- 

0,1 3o 

H- 

0,1 3o 

sing.nt+c.nt-^  idm.nl 

— 

0,186 

- 

0, 1 86 

' sing.nt — c.nt.  — idm.nt 

— 

0,1 1 6 

— 

0,1 16 

1 sing.nt— c. nt-t-icm.nl 

— 

OjlOO 

— 

0,100 

sing.  nt-t-c.nl  — icm . ni 

0,073 

0,073 

sin  ig.nt-t- dm . ni 

— 

0,097 

— 

0,097 

1 sinig.nl  — c'm.nt 

-t- 

o,o35 

o,o35 

1 sinig.nl -trie. ni 

— 

0,121 

— 

0,121 

sinig.nt  — ic.nl 

0,092 

0,092 

sin  g.nt-t-  idm . nt 

— 

0,019 

— 

0,019 

sing.nl  — idm.nt 

0,002 

-4- 

0,002 
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Argument 

CoelBcieut  pour 
E.ntszo 

Coefficieo 
E ,nt  = 

pour 

COS c,nt~-  ^dm . ni 

o"oo5 

-4- 

o"oo5 

cos  ic.nt — c'm.nt 

-4- 

0,09a 

-4- 

0,09a 

cos  ic .nt+c'm.nt 

— 

o,o54 

— 

o,o54 

' cns^g.jil-t^c'm.rU 

0 

0 

00 

-4- 

ô,o48 

cos  ^g.nt — c'm.nt 

— 

0,020 

— 

0,02  1 

cos ic.  Ht  + c'm.nt 

— 

0,009 

— 

0,009 

cos  3c. nt  — c'm.nt 

-f- 

0,009 

-I- 

0,009 

cos  ig.nt  — c.nt — c'm.nt 

-4- 

o,oo3 

-4- 

o,oo3 

cos3ir.nt  — c .nt-^-c'ni  .nt 

— 

0 

d 

— 

0,004 

cos  •xg.nt  + c. nt — c'm.nt 

— 

0,002 

— 

0,002  I 

' cosig.nl  — c.nt-i-c'm.nt 

-4- 

0,00 1 

-H 



0,001 

Pour  compléter  ces  formules , nous  les  avons  accompagnées  tic 
celles  du  mouvement  horaire  qui  leur  correspondent  dans  le  cas  de 
E.nt  = o,  c’est-à-dire  pour  les  éclipses  de  Soleil. 

Relativement  aux  éclipses  de  Ltine  , il  n’y  a que  les  termes  affectés 
des  argumens  E.nt,  3E.nt  qui  donnent  lieu  à un  changement  dans 
les  coefficiens.  Pour  ne  point  répéter  la  totalité  des  termes  qui  con- 
viennent au  cas  de  ^.n/=i8o°,  on  a marqué  par  un  astérisque  le 
petit  nombre  de  ceux  qui  doivent  être  substitués  aux  premiers. 
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Mom'enienl  horaire  de  la  longitude  vraie  de  la  Lune, 
pour  E.ntsso 


+(■ 

o3",  2 43  .X — o",o  1 7 .x’)  coso.nt 

-^-(4 

^27”, 595.x  — o",o48.x’)  cos  c.nt 

-G" 

’,i35.x*. 

sin  c.nt 

+( 

3 5", G8  4.x  — 0", 01 2.x')  coi  ïc.nt 

— o" 

,822.x*. 

sin  oc.nt 

2", 69 1 .X  — o",oo  2 .x’)  cos  Sc.nt 

-o" 

,oG8.x*. 

sin  3c.nt 

-f- 

o",i  83..r.coi  4c.nt 

-H 

1 8'', 38 2. x.coi  2g.nt 

— o", 4 2 7.x* 

, sin  og.nt 

— 

8", 33  5.x.  cos  c'm.nt 

— 0' 

',120.x*. 

,sin  c'm.nt 

o"^o5.x.  cos  2c'm.nt 

-0" 

’,ooG.x*. 

sin  c'm.nt 

-( 

3",o48-r — o",oo3.x’)coi  og.nt-^c.nt 

-*-o" 

’,i  08.x’ 

sin  og.nt  -4- 

c.nt 

— 

1 '',Go3.x.  cos  2g.nt  — c.nt 

-+-o" 

,o3o..r*. 

sin  og.nl  — 

■c.nt 

s",6']']x:.  cos  c.nt  — c’m.nt 

— o",02  2.x‘. 

,sin  oc.Til  — 

■c'm.nt 

— 

o",3Go.x.  cos  c.nt  c'm.nt 

+ 0' 

',043.x’, 

. sin  c.nt  -4-  < 

:'m.nl 

o",34G.x.coi  7.c.nt — c'm.nt 

— 0* 

',009.x’. 

sin  oc.nt  — 

c'm.nt 

-f- 

o",348.x.cos  oc. nt-k- c'm.nt 

-0' 

',oo8.x*. 

.sin  2C.H<-+- 

■ c'm.nt 

-1- 

o",3G8.x.coi  oc.nt  — c'm.nt 

-0" 

',009.x*. 

.sin  oc.nt  — 

c'm.nt 

-4- 

o",i  o3.x.  cos  c.nt -^c'm.nt. 

¥ 

Pour  £.n(=i^‘*  on  prendra  ces  termes  6 la 

place 

des  termes  coirespoadans. 

-*-(  98", 473.x —o",oi 7.x*)co5o.ni 

h-(424">6 1 9-x  — o", 048.x’)  cos c.nt  — 6", 1 1 9.x’.  sin c.nt 

— c)",i2'].x.cosc'm.nt.  — o",\2o.x\sinc'm.nt 
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Mouvement  horaire  de  la  latitude  vraie  de  la  Lune, 
pour  E.ntz=so 

* -i-(^^m",']’^o.x  — o",o3ç)jc')cosg.nt  — 5",oig.x*.  sing.nt 

-I-  o'',445-t.  coiSg’.nf  •^-o",oi5.x‘.sin3g.nt 

-♦-(  hGi',GS2 JC —o",02ï.x’ycos g.nt-t~c.nt  — i'',o65.x'.sin3g.nt+c.nt 
■+■  fj",5ig.x.cosg.nt—c.nt  —o"ji^g.x'..tin3g.nt—c.nt 

-♦-(  4”j5oo.x  — o'',oo3.x')cosg.nt-t-  2C.nt  — o" .x' . sin g.nt  + 2c.nt 

•+■  o",t)6o.x.cos  g.nt  — 2c.rit  — o",ooS.x‘.sing.nt-t-2C.nt 

o",3’]^.x.cosg.nt'i-3c.nt  — o",o\']Jc'.sing.nt-i‘3c.nt 

— o", 223.x. cos3g.nt  — c.nl 

— o", 080.x.  cos  3g.nt  -H  c.nt 

— o",3 1 1 .X.  cos  g.nt -*-c'm.nt  + o",oo'].x'.sing.nt-t-  2C.nt 

-+-  o",3i4.x'.t£>ig-.;i<  — c'm.nt  — o'',oi2.x\sing.nt  — c'm.nt 

— o", 382.x.  cos  g.nt  c.nt +cni.nt  -I-  o'',oo6.x*.  sing.nt-i-c.nt-i-dm.nt 

■+■  o"  ,332  .X.  cos  g.nt  -i-c.nt  — dm.nt  — o",oo6.x*.  sing.nt-^-  c.nt— c'm.nt 

— o", 3’)C).x. cos  g.nt  — c.nt  — c'm.nt 

— o",  2 8 1 .X. 

* Pour  180**  ou  prendra  le  terme  sulrant. 

■+■  (445",2i6.x.  — o", 039.x’)  coîg'.nt  —3",o3ç).x'. sing.nt. 
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Mouvement  horaire  de  la  parallaxe  étfuatoriale  de  la  Lune  , 
pour  E.nt^o 


-♦-o'',O24~*‘*C0*o.n/ 

— 3", 7 56.x.  sin  c nt  o",o63jt*.  cosc.nl 

— o",479 JC.  sin  2c.nt  -+-  o",o 1 1 .x*. cos  c.nt 

— o", 043.x.  sin  3c.nl 
-4-o",i  I 2.x.sin  c'm.nt 

— o", o5t.x.  sin  c.nt-t-c'm.nl 

— o",o24-x.  sin  c.nt — c'm.nt 

— o",028.x.iin  2g.nl—  c.nt. 

Cc«  icnnes  demeurent  le  memes  pour  les  éclipses  de  Lune. 


S ïa- 

Remarque  sur  le  coejjlcient  de  l'inégalité  Lunaire  dépendante  de  la 
distance  angulaire  des  périgées  du  Soleil  et  de  la  Lune,  publié  dans 
ta  page  3oo  de  la  Connaissance  des  Teins  pour  l'année  1824. 

78.  J’ai  fait  voir  dans  les  pag.  i49-i5i  du  second  Volume  l’inexa- 
ciilude  du  procédé  suivi  par  Lapluce  pour  développer  le  coefllcienl 
de  l’inégalité  Lunaire  ay.mt  pour  argument  2gv — 2cv.  Comme  le 
même  auteur  a entrepris  de  dévélopper  d’une  manière  analogue  le.s 
deu.v  premiers  termes  du  coeflicient  de  l’inégalité  Lunaire  ayant  pour 
argument  Ev-i-c'mv  — cv , il  devient  important  de  ne  point  passer 
sous  silence  dans  cet  ouvrage,  que  le  second  terme  de  ce  coefficient 
trouvé  Laplace  est  fautif.  En  effet;  le  résultat  obtenu  par  i^a/7/ace 
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dans  la  page  3oo  de  la  Connaissance  des  Tems  pour  l’année  1824 
se  réduit  à dire,  que  dans  l’expression  de  p en  fonction  du  temps 
on  doit  avoir  le  terme 

^ (')  t‘î  (•/)  (■•) 

< +3  A,  -^A,  -*•  A,  — 2 C,  j sin  Ç L'. ni -t-c  iii.nl — c.nl) 

au  lieu  de  celui  que  nous  avons  trouvé  dans  la  p.  583  de  ce  Volume. 
Sur  cela  j’observe  que,  en  négligeant  (comme  Laplace')  les  quantités 
de  l’ordre  rn'  qui  multiplient  es' h',  il  suffit  de  prendre  (couforiné- 

. <■>  <‘l  (O* 

ment  a la  définition  des  coefficiens  A,  , A,  , A, , C,  ) 

(■)  m „ b)  . (■■) 

> 1<>  ^ 15  ^ 0 y-«  O ^ t 

=-g- W J s=  — "g  j “g"*  > 9 1 — C = |-m  -1--^  //i  J 


(Voyez  pages  846,  848,  845  du  troisième  volume,  et  pages  4^^» 
485  de  celui-ci). 

Donc  eu  substituant  ces  valeurs,  le  coefficient  de  Laplace  deviendra 


0/  . \ V * 8 


I B 27  \ 

i”2~  8 ; 


m 1 


2S  7S 

= T-T"*i 


de  sorte  que  011  a ^ au  lieu  du  nombre  que  nous  avons  obtenu 

en  tenaut  compte  de  la  totalité  des  termes  de  cet  ordre. 

Peu  importe  la  petitesse  de  la  différence  qu’il  y a entre  ces  deux 
quantités  réduites  en  nombres  : elle  suffit  pour  mettre  en  évidence 
le  vice  du  calcul  Ae  Laplace-,  c’est-à-dire  l’omission  de  quelques-unes 
des  combinaisons  qui  concourent  à la  formation  de  ce  second  terme. 

D’ailleurs,  à l’égard  d’un  aussi  petit  coefficient,  la  comparaison  de 
la  théorie  avec  l’observation,  citée  à ce  sujet  par  Laplace,  devient 
un  faible  argument,  soit  en  faveur,  soit  contre  l’exactitude  du  résultat 
de  la  théorie. 


Tbmt  / 
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S i3. 

Des  mouvemens  de  la  Lune  autour  de  son  centre  de  gravité. 

79.  Je  me  propose  de  rattacher  ici  la  théorie  du  mouvement  de 
rotation  de  la  Lune,  due  à Lagrange,  avec  la  théorie  de  son  mou- 
vement de  révolution  autour  de  la  Terre. 

Désignons  par  T le  centre  de  la  Terre;  par  L celui  de  la  Lune; 
et  par  D le  premier  point  à’/lries,  d’où  l’on  compte  les  longitudes 
suivant  l’ordres  des  signes  Tirons  par  le  point  T la  ligne  TF  perpen- 
diculaire à TD,  de  manière  que  FTD  soit  le  plan  de  l’écliptique  fixe. 

Cela  posé,  imaginons  par  le  centre  L de  la  Lune  un  plan  parallèle 
à celui  de  l’écliptique  fixe;  et  lirons  dans  ce  plan  les  deux  lignes 
LD' , LF',  respectivement  parallèles  aux  lignes  TD , TF. 

Supposons  maintenant,  que  le  plan  de  l’équateur  lunaire  coupe 
suivant  la  ligne le  plan  parallèle  à l’écliptique,  et  nommons  0 
l’inclinaison  de  ces  deux  plans.  Nous  regarderons  le  point  fT  comme 
le  noeud  ascendant,  et  le  point //"  comme  le  noeud  descendant  de  ce 
même  équateur,  tandis  que  les  points  G,  G'  de  la  ligne  G'TG  tirée  par 
le  centre  delà  Terre  dans  le  plan  de  l’écliptique • représentent  respe- 
ctivement les  noeuds  ascendant  et  descendant  de  l’orbite  de  la  Lune. 
Pour  mieux  fixer  les  idées,  nous  ferons  l’angle  /TLZ)' = ’f, , et  l’angle 
H”LD  = <^:  de  sorte  que,  par  la  définition  même  de  ces  deux  an- 
gles, on  a l’équation  180”— ip,  : ce  qui  revient  à compter  l’angle 
depuis  le  noeud  descendant  de  l’équateur  lunaire  dans  le  sens  du 
mouvement  de  rotation  de  la  Lune. 

Désignons  par  (//),,  (JS) , (C)  les  trois  axes  principaux  de  la  Lune 
menés  par  son  centre,  tandis  que  À,  B,  C représentent  les  trois 
mumens  d'inertie  correspondans  à ces  mèms  axes;  c’est-à-dire  les 
trois  intégrales  ^ 

A = SdM{y‘-^z'‘)-,  B-SdM{x''-^z’‘)-,  C = SrfA/(T’*-i-/*);  ' 
eteudues  à la  masse  entière  de  la  Lune. 
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Remarquons,  avant  d'aller  plus  loin,  que,  par  équateur  lunaire, 
on  entend  ici  le  plan  de  la  section  qui  contient  les  axes  (//)  et  (^); 
et  que  nous  regardons  l’axe  (//)  comme  celui,  qui,  conforméinciit 
aux  observations,  demeure  toujours  dirigé,  à fort  peu-près,  vers  le 
centre  de  la  Terre. 

Nous  nommerons  o l’angle  compris  entre  l’axe  (-^)  et  la  ligne  LIT’ 
dirigée  vers  le  noeud  descendant  de  l’équateur  lunaire;  mais  nous 
compterons  cet  angle  depuis  le  point  //"  dans  le  sens  du  mouve- 
ment de  rotation  de  la  Lune. 

8o.  Les  trois  angles  S,  d,  9 étant  par  là  clairement  définis,  nous 
supposerons  (d’après  les  observations)  que  l’angle  0 demeure  toujours 
fort  petit,  et  qu’il  est  permis  de  faire  sinO  = Q,  cosO—i  dans  les 
formules  relatives  à la  théorie  du  mouvement  de  rotation.  De  sorte  que 
on  a (Voyez  p.  3ii  du  second  volume  de  la  Mécanique  Céleste); 

dp  dyL  dQ 

P=  7i=  rstn,-qcosr, 

r = 5 . fOx  9 -t-  ^ 9 ; ® ^ ® 7 9 cox  9. 

En  examinant  les  trois  équations  (G)  posées  dans  la  page  809  du 
même  volume , et  remarquant  que  les  quantités  5 , Z , q , r , , 

, —5—  peuvent  être  considérées  comme  étant  chacune  du  pre- 
mier ordre,  on  pourra,  en  négligeant  les  quantités  du  troisième  ordre, 
réduire  ces  équations  à celles-ci,  savoir; 

\{Y'-X’)sin2<f^^XYcos2<f\-, 
dq  + (£^)prdl=  (^)  iVe  + Z)\Ycosf-Xsin7\i 

dr^(^±^)pqdt^  (^)(  + l^COSf+Ysinf  | ; 
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en  observant  que  nous  employons,  au  beu  de  la  lettre  M"  pour 
représenter  la  masse  de  la  Terre. 

81.  Les  trois  coordonnées  X,  Y,  Z du  centre  de  la  Terre  sont 
rapportées  à des  axes  menés  par  le  Centre  de  la  Lune,  de  manière 
que  l’axe  des  X coincide  avec  la  ligne  des  noeuds  de  l’équateur 
lunaire,  et  l’axe  des  Y avec  une  perpendiculaire  à celle-ci  située  dans 
le  plan  parallèle  à l’èclipiique:  il  est  évident  que  ces  coordonnées 
sont  égales  à celles  de  la  Lune  vue  du  centre  de  la  Terre,  mais  prises 
avec  un  signe  contraire.  Aiusi  ou  a,  d’après  nos  dénominations; 


Y" coi  ( V 1 80"  ) _ pr iin(w 4' -*•  *8***) . 2 * 

r'  = X'-^Y‘-¥-Z'  = ~. 


En  substituant  ces  valeurs  dans  les  trois  équations  précédentes  , il 
viendra  ; 


(/.). 


3.UV  /JJ— 

1t  — 

1 \ ^ 

(C-B\ 

[ '1  ) P { 

±-L-( 

f A — C\ 

Jl  ^1 

Nous  avons  les  valeurs  de  u,  v,  s,  exprimées  en  fonctions  du  temps: 
ainsi  la  question  est  réduite  à tirer  de  ces  équations,  et  des  équa- 
tions désignées  plus  haut  par  (iV)  les  valeurs  des  six  quantités  p,  q, 
r,  ç,  <’i,  0 en  fonction  du  temps.  C’est  en  cela  que  consiste  le  pro- 
blème considéré  en  général;  mais  plusieurs  circonstances  particulières 
en  facilitent  la  solution.  D’abord,  on  peut  réduire  à l’unité  le  facteur 

*,  puisque  nous  avons  fait  la  convention  de  négliger  dans 
le  second  membre  des  équations  (/..)  les  quantités  du  troisième 
ordre.  Par  la  même  raison,  nous  pouvons  négliger  les  termes  pério- 
diques qui  entrent  dans  la  valeiir  de  it'  et  prendre  n’  = ^;  = 
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On  sait,  d’après  les  observations,  que  l’arc  v-h<l> — 9 est  toujours 
peu  difliérent  de  — 180':  cette  circonstance  range  le  s/niis  de  — y 
parmi  les  quantités  du  premier  ordre.  Donc,  en  supprimant  dans  le 
second  membre  des  équations  (L)  les  quantités  du  troisième  ordre 
on  les  réduira  à celles-ci,  savoir; 

(n )'•/>=«; 

Telles  sont  les  équations  que  nous  allons  intégrer  pour  avoir  la 
première  approximation  ; mais  nous  reprendrons  les  équations  (L) 
pour  passer  de  là  à la  seconde.  Nous  supposerons,  que  les  valeurs 
rff"’  auraient  lieu  en  vertu  des  seules  circon- 

stances initiales  sont  milles.  11  est  permis  d’avoir  des  doutes  sur 
cette  hypothèse;  mais  en  l’admettant,  voici  comment  on  détermine  les 
valeurs  de  p,  q,  r qui  sont  dues  uniquement  à l’action  de  la  Terre 
sur  le  sphéroïde  lunaire. 

82.  La  première  des  trois  équations  (Z.')  peut  être  intégrée  indé- 
pendamment des  deux  autres.  Pour  cela  remarquons,  que  la  longitude 
i»  de  la  Lune  est  donnée  par  une  équation  de  la  forme 

V = n/  -4-  î — J\ndl  'S.IJsin  n , 

en  représentant  par  iHsinn  la  totalité  des  termes  périodiques  qu’on 
voit  dans  les  pages  G18-627  de  ce  volume:  et  que  la  première  des 
six  équations  (iV)  donne,  en  prenant  — 180"  — { pour  la  constante 
arbitraire  ajoutée  à l’intégration  , =9  — iJ» — 180"  — i,  pour  l'arc 
parcouru  par  la  rotation  de  la  Lune  pendant  le  temps  t.  Il  suit  de 
là  que 

l’-t-'i  — 9-1- i8o“  = n<— ^ 


—J pdl  -1-  ^Ifsin  n. 
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Donc  en  observant , que 

dp  _^.\fpdt—nt^JXndt\  ^ 

on  pourra  niclirc  la  première  des  équations  (//)  sous  la  forme 

(A) ^ = <in—\n'{^^-^yin\2U-i^IIsin\\\, 


en  posant  pour  plus  de  simplicité; 


U — J' pdt  -nt-t- j" ’^dt. 


La  quantité  U étant  la  différence  des  moyens  mouvemeiis  de  ro- 
tation et  de  révolution  de  la  Lune,  on  peut  la  supposer  fort  petite, 
d’après  le  fait  que  la  Lune  nous  présente  toujours  la  même  face  à 
très-peu-près.  D’un  antre  côté  la  quantité  ’S.Hsinn,  est  toujours  égale 
n un  petit  nombre  de  degrés  conformément  à sa  définition.  Donc  , 
en  vertu  de  cette  double  circonstance  on  peut  remplacer  le  sinus  par 
l’arc  dans  le  second  membre  de  l’équation  (A).  Alors  elle  devient 
immédiatement  intégrable,  et  on  en  tire,  en  négligeant  le  cocllicient 

différentiel 


U=G,m 


lïsin  n 


Il  suffirait  ici  de  mettre  pour  Çti  le  premier  terme  | m’/i  (f'‘— £'") 
de  son  expression  (Voyez  p.  485):  mais  il  est  plus  simple  de  sup- 
primer tout-à-fait  ce  terme , en  observant  que  la  très-petite  quantité 
f'*  — E'  donne  un  quotient  fort  petit,  même  en  la  divisant  par  o,ooo5G, 

qui  est  la  valeur  probable  de 

Le  terme  multiplié  par  G,  qui  contient  les  deux  constantes  arbi- 
traires G et  X , est  celui  par  lequel  Lagrange  expliqua  le  premier, 
comment  la  Lune  peut  nous  présenter  toujours  à-peu-près  la  même 
face  , sans  qu’on  soit  obligé  de  supposer,  que  la  vitesse  de  rotation 
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primitive  imprimée  à la  Lune  a été  exactement  égale  à sa  vitesse 
moyenne  de  révolution  autour  de  la  Terre.  , > 

11  suit  de  là  qu’on  a , 

pour  l’expression  analytique  de  l’excès  du  mouvement  réel  de  rota- 
tion de  la  Lune  sur  son  moyen  mouvement  de  révolution  autour 
de  la  Terre,  abstraction  faite  du  terme  multiplié  par  G. 

I.c  facteur  dïT^ c — ’ indique  la  modiCcation  que  chaque 

terme  de  la  longitude  vraie  de  la  Lune  reçoit  en  se  transmettant  à 
sou  mouvement  de  rotation  : mais  il  est  remarquable  que  l’équation 
séculaire  soit  précisément  la  même  pour  ces  deux  mouvemens. 

83.  Considérons  maintenant  la  seconde  et  la  troisième  des  équations 
(£,')  après  y avoir  fait  p = n:  ce  qui  revient  à négliger  des  termes 
très-petits,  comme  cela  est  manifeste  par  l’expression  précédente  de  U. 
Quoique  s soit  une  fonction  explicite  du  temps  censée  connue,  le 
terme  multiplié  par  Osinf  qu’on  voit  dans  la  troisième  des  équations 
(£')  empêche  l’intégration  sous  cette  forme.  Mais  Lagrange  a remarqué 
le  premier  qu’on  pouvait  surmonter  cet  obstacle  par  une  transforma- 
tion fort  simple,  analogue  à celle  qu’on  emploie  dans  la  théorie  des 
inégalités  séculaires  des  élémcns  des  planètes,  qui  consiste  à faire 

x=0.sintf,  y=$.cosf. 

Eu  eifet;  ces  équations  et  leurs  différentielles  étant  combinées  avec 
le.s  équations  (iV)  donnent; 

(Le  (fy 

Donc,  en  posant  p = n,  il  viendra 

(fr  (l*x  (iy  ^ dtj  d'y  dx 

* ül  rfl*  ^ di  ^ dt  do  ^ dt  ^ 
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cc  qui  transforme  la  seconde  et  la  troisième  des  équations  (Z.‘)  en 
celles-ci  ; 


(L") 


”( 

??-"(■ 


A 

B^A  — C 


C-B 

A 

C—A 


)r=o; 

^ ar  — 3n‘  ^ 


C— /T 


^5  = 0. 


Maintenant,  U s’agit  d’intégrer  ces  deux  équations  linéaires,  lorsqu’on 
on  y fait  r = ï A s/« («.«/-♦- P).  Mais  nous  prendrons  pour  s le  seul 
terme  du  premier  ordre  ysingv  (qui  comprend  la  partie  principale 
de  la  tangente  de  la  latitnde  de  la  Lune  par  rapport  à l’écliptique 
vraie)  augmenté  des  termes  de  la  forme  Asm(a.n/-4-p)  qui  dé- 
terminent la  partie  de  s due  au  déplacement  séculaire  du  plan  de 
l’écliptique. 

Eu  supposant  s = o,  et  intégrant  ensuite  les  deux  équations  (L") 
on  aurait  la  partie  de  x et  ^ qui  contient  les  quatre  constantes 
arbitraires  renfermées  dans  leurs  valeurs  complètes.  Mais , q>our  le 
moment,  nous  faisons  abstraction  de  cette  partie,  et  il  est  seulement 
question  de  savoir  quelle  est  l’expression  de  x et  qui  répond  à un 
terme  quelconque  de  la  fonction  2A'îitt(a.n/-i-p). 

Soit  As<«(a.ni-t-p)  ce  terme;  si  l’on  fait 

— x=s  QK  s/rt  ( a . nt  -t-p  ) ; — ^ = Q'A  cos  ( « . «/  -l-  P ) , 

on  trouvera  aussitôt  que  les  équations  (/,")  seront  satisfaites  en  prenant  ; 

^ a{A~t-S  — C)  ^ 

V—  A,' 

^ _ 3{A  — C){Ac^‘-*-B-C) 

^(A-*- O— Ly*^A[C-A)-*-B{C— B)  [ — ne— A) [C— B)— AB > 

de  sorte  que  on  aj 

— X = 2 QA.sm(a.n/-t-p)  , — j = 2 Q'A.COS ( a. n/ +p) , 


pourvu  que  les  coefficiens  Q et  Q*  correspondans  à un  argument 
donné  a.ni-+-p  soient  calculés  d’après  les  formules  précédentes- 
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Relaiivement  aux  argumens  pour  lesquela  la  quantité  a est  peu 
différente  de  l’unité,  si  l’on  fait  assi+y*,  on  aura,  en  négligeant  le 
carré  de  f,  et  les  produits  C),  - C),  5)  j 


J-4rB-  C-t-tfA 


Q, 


Q= 


3{C—A\(A^B  — C) 
A\i/B-*-HA  — C}\  ^3t,J}—C){A—C)' 


La  petitesse  du  produit  (5  — C)  — C)  permet  de  négliger  aussi 
cette  quantité  ; et  alors  on  a 


3(C—A) 


'ijB-3{C—A)’ 


et  Q'=Q(i  — y)j  ou  bien  Q'=Q,  puisqu’on  néglige  le  produit f{A—C). 

84-  Lorsque  la  quantité  y est,  par  sa  nature,  très-pejite  relativement 
à la  quantité  , on  peut,  [sans  erreur  sensible,  réduire  à Q = — i 
la  dernière  expression  de  Q.  Cette  circonstance  ayant  lieu  à l’égard 
des  termes  de  s qui  dépendent  du  mouvement  séculaire  du  plan  de 
l’écliptique  (Voyez  p.  2i5  de  ce  volume),  il  est  clair,  que,  par  la 
réunion  des  deux  parties  de  s considérées  dans  cette  intégration,  on  a 


- ° ■ )-i  ic-A)  • g • »<  - SAsm  ( a ■ wf  + 18  ) , 

= .Ttt-lKcos{a.nt-3-?). 

Or  , en  posant 

— Ô.s/nf-I-SAsiV» («.7t/-*-|3)  = — a.siriŸ, , 

— 0.cOîç  + lAcos(a.n/+|3)  = — a.cosf, , 

il  est  aisé  de  voir  qu’on  peut  regarder  o comme  l’inclinaison  de 
l’équateur  lunaire  par  rapport  à l’écliptique  mobile  , et  9,  comme  l’an> 
gle  formé  par  l’intersection  de  ces  deux  plans  et  l’axe  désigné  par  (/^. 
Donc,  en  remplaçant  g.nt  par  sa  véritable  valeur  (Voyez  p.  734), 
nous  aurons 
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ta.sin  ç,= — fcf.sin  j g^rU — J' — 9,— y* ^ndz  | , 
u.cojf,=— fi-/.coj  ^ + J — 9.— ^ôtmÔ I } 

eu  posant,  pour  plus  de  simplicité 

3(C-^ 

^ at((g—  I ) — 3(f — A) 

La  valeur  de  tang^,  qu’on  obtient  par  la  division  de  ees  deux  équa- 
tions donne 

?.=  i8o*-t-g-(nt— J'  9,— J' Q.mit. 

D’un  autre  côté,  si  l’on  néglige  les  termes  périodiques  on  a,  d’après 
ce  qui  précède,  l’équation  ü=o,  qui  donne 

ç,=  1 80“ -t-f ^Çn<2f: 

donc  en  égalant  ces  deux  valeurs  de  ?, , et  substituant  au  lieu  de  ■j' 
sa  valeur  180° — , il  viendra 

<;«,  = i8o*-t-9,-t^ — (gf—  1 ) (n/— ^ Xndt')  , 

ce  qui  revient  à dire,  que  la  longitude  moyenne  du  noeud  ascendant 
de  l’équateur  lunaire  est  égale  à la  longitude  moyenne  du  noeud  de- 
scendant de  l’orbite  de  la  Lune,  même  én  tenant  compte  de  sa  partie 
séculaire  représentée  par  l’intégrale  J'Q.ndl.  Ce  résultat  étant  con- 
forme à l’observation,  on  doit  rejeter  l’autre  valeur  de  qui  satisfait 
aussi  à l’égalité  des  deux  tangentes. 

De  là  nous  concluons  que  les  deux  équations  trouvées  plus  haut, 
donnent  as=ny  pour  l’expression  analytique  de  l’iucliaaison  moyenne 
de  l’équateur  lunaire  par  rapport  à l’écliptique  vraie.  Sur  quoi  il  faut 
observer,  que  le  second  membre  de  cette  équation  doit  être  positif 
aiin  que  la  valeur  de  a soit  positive,  et  que , conformément  à l’obser- 
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vallon,  le  plan  parallèle  à l’écliptique  mené  par  le  centre  de  la  Lune 
soit  entre  le  plan  de  l’orbite  et  le  plan  de  l’équateur  lunaire,  de 
manière  que  ces  trois  plans  se  coupent  suivant  la  même  ligne  droite. 

Si  le  noeud  ascendant  de  l’orbite  coïncidait  avec  le  noeud  ascen- 
dant de  l’équateur  lunairej  alors,  ce  dernier  plan  serait  entre  le  plan 
de  l’écliptique  et  le  plan  de  l’orbite.  C’est  en  cela  que  consiste  la 
dilTérence  des  deux  cas:  le  sens  du  mouvement  de  rotation  serait  le 
même  dans  l’un  comme  dans  l’autre. 

Les  conséquences  qu’on  vient  de  tirer  de  l’intégration  précédente 
sont  modifiées  par  les  termes  affectés  des  constantes  arbitraires  qui 
complètent  les  intégrales.  Mais  nous  renvoyons  au  Mémoire  de  La- 
grange (Voyez  page  294  du  volume  de  l’Académie  de  Berlin  pour 
l'année  1780)  ceux  qui  désirent  de  plus  amples  détails  sur  ce  point. 

85.  Les  expressions  primitives  de  Q et  Q'  peuvent  être  mises 
sous  cette  forme; 

V ü ’ V — D ’ 

en  posant  pour  plus  de  simplicité  ; 

Ou  voit  par  l.î,  que  les  coefficiens  Q et  Q'  seront  aussi  de  l’ordie 
zéro,  lorsque  le  coefficient  a sera  d’une  petitesse  comparable  à B J. 
11  y a des  termes  de  cette  espèce  parmi  ceux  qui  composent 
l’expression  de  s ; mais  , comme  ils  sont  d’un  ordre  supérieur  au 
premier , il  devient  nécessaire  d’employer  les  équations  (L)  pour 
obtenir  avec  justesse  les  termes  introduits  par  cette  seconde  approxi- 
mation dans  les  expressions  de  x et  y. 

8G.  Pour  cela  , je  remarque  d’abord , que , en  faisant  dans  ces 
équations  ; 

~ = n'f  v-hp — <f=—  180’—  U—^Hsinïl‘,  et  p = n — 
on  peut  les  écrire  ainsi  : 


Digitized  by  Google 


768 


(n- 


THEORIE  Dl’  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE 


^ r>, ^ ^ j I J i/_22/7il>»n(  ; 

S-W')'(»-''-S)= 


— î7+2fl‘imn)j 5/n(i7— 2//'finIl)j 
(^)  ji  - 5 m f - C/H-  2^^«nn)  jcoi  {U-  Zflj»  n)  5 


( I -*-n)i 


actuellement , si  l’on  supprime  les  termes  du  quatrième  ordre,  elles 
se  réduisent  à celles-ci  ; 

f Çn -t-  in  (««)'  ( U-  tH s/>»  n ) ; 

= 3»‘(^)(au)’(î-5îm?)(i7-2ÆsmIl); 

3n  (^^^^{au)^s—6smf+0cos<s{U—7.IIsin\\)]^. 

l’ar  le  même  motif,  on  peut  faire  au=i  dans  la  seconde  de  ces 
érjuations  , et  au=i-\recoscjtt  dans  la  troisième,  ce  qui  donne; 


(//■) 


dq 


dr 

5?+” 


3n  (— — Ssinf^)  (^U — iHsinTiy, 

3n  ('*-^\  j ( ’ -<-  3e  cos  c.nt)  (r  - üsm  9 ) I 
' -i-0cosf(^U — lIIsinT^)  I 


Or,  en  examinant  les  dilTcrens  termes  qui  composent  l’expression 
de  la  latitude  de  la  Lune  (Voyez  pages  704-16)  on  volt,  que,  en 
négligeant  les  quantités  d'un  ordre  supérieur  au  second , il  siilEt 
de  prendre 


K='fsmg.nt—ey  sin(g.nl—c.nt)—sin(^g.nt’-¥‘C.nt')^-*-^mysin(^i£.nl — g-nf). 


La  substitution  de  cette  valeur  de  s dans  les  deux  équations  précé- 
dentes donne,  eu  négligeant  toujours  les  quantités  du  quatrième  ordre; 
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^ -4-n^^-j-^^r=3n  ^^-^'^^ysing.nt—dsm^')  ( U —iHsinTl')  ; 

iysingjit-i-^sinÇg.nt  — c.nt) 

E 8 1 

-f- J ey  «n  (g.n/ -i-c.nt)  ■+■  g mysin  {2E.nI  — g.«<)  j 
— S finip  ( m-  3«  C05  c.nt)  -1-  6 coj  ç (t/—  iHsin  n ) ] 

Mais  nous  avons  vu  plus  haut,  qu’on  a 

â?  ”2?»  2T  'dF~^Tt’ 


dx 

"5T 


dr 

q=--^-nx. 


Donc  en  substituant  ces  valeurs  , il  viendra 

. (A.t-B—C\dx  . ‘/C—B\ 

(— }r= 

3n  j X — ■/s//i|'.nr  I ( i/— 2Æ^smII); 

rf*x  /A  + B—C\dy  . , '/C  — A\ 


Y sing.nl  -4- j sm  ( g^.nt  — c./i<  ) -H  f cy  sin  {_g.nl  + r.n/) 

I 3 

I J my  sin  {2E.nI  — g-nt)  — 3jre  cos  c.nt  -t-y  {U  — i//  sin 


Dans  le  second  membre  de  ces  équations  on  pent  substituer  pour 
X,  y leurs  valeurs  fournies  par  la  première  approximation;  c’est-à-dire 
(Voyez  p.  766) 


X — — ynsing.nl  •,  y= — yjicosg.nt. 

En  outre,  il  suffit  de  prendre  pour  U—^Hsin^  le  seul  terme  du 
premier  ordre  — 2e sinc.nl  (Voyez  page  574)-  Alors  on  obtient; 
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T— {—)y= 

3 n ( I tfy  jcof  (jg.7it — c.rü)  — cos  {gjit  + cm)  j ; 

d*x  fA^B'-~C\dy  I */C’^A\ 

(— )x= 

18  1 

■ising.nt-^-^misin{-iE.nl  — gjU)  J 

t . I • 

+ (i  +fi)y  ji«n(g'.n^  — c.7il)-t-55m(g'.«I-+-c.n/)j  J 

Maintenant , si  l’on  considère  seulement  le  terme  affecté  de  l’argu- 
ment g.nt  — c.nt , il  est  clair  que  les  valeurs  correspondantes  de  x 
et  y sont  de  la  forme 

a: = Af  ( I /Jt)  C7  sm  {g.nt — c.n<)  ; y= iV(  i -t-  fi)  ey  cos  [g-nt  — c.nt). 

En  substituant  ces  valeurs  on  obtient  pour  déterminer  les  coefflciens 
M N ces  deuï  équations; 

lesquelles  donnent  ; 


M 


(S-C)‘ 

Alt 


N= 


tg—cyjAfJI—C)' 

AU 


En  retenant  seulement  la  partie  principale  de  ces  coefficiens  on  aurait; 
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Rf_  î(C-g)  i[C-A) 

C’)»  c)(^  + Æ— O» 


et  par  conséquent 


^ . g7«»(g-n»-c.n0 î 

^ =»-feir)u!7-C)  .«7COi(g.nt-c.n0- 


Ce'  résultat  est  d'accord  avec  celui  que  Laplace  a publié  dans  le 
cinquième  volume  de  sa  Mécanique  Céleste  (Voyez  page  286),  en 
observant,  que  rien  n’empéche  ici  de  remplacer  le  facteur 
par  A,  ou  par  B (’). 

87.  D’après  nos  dénominations , la  longitude  moyenne  du  noeud 
ascendant  de  l’orbite  est  exprimée  par 


e,  — (g^— i)(n<— y' ^ndt)-^J' Ondt, 

et  celle  du  noeud  descendant  de  l’équateur  lunaire  est  égale  à — </> , 
lorsqu’on  veut  la  compter , comme  la  première , suivant  l’ordre  des 
signes.  Donc,  en  nommant  û l’angle  au  centre  de  la  Lune  formé 
par  les  lignes  tirées  à ces  deux  noeuds  , on  a 


o = — | — 5,^(gf— i)(n/-y'  %ndC)—J'^ndt. 

Mais  on  a vu  plus  haut , que , en  négligeant  dans  l’expression  de  U 
les  termes  périodiques,  ou  a l'équadou 


(*)  Le  terme  de  Texpressioii  de  y diffère  un  peu  de  celui  qu’on  voit  dans  la  pa^e  aa3  de  la  Conn.* 
* des  Tans  pour  rannéc  i8ai  ; pareeque  M/  Poisson  a pns,  dans  la  valeur  de  r,  r A 
Il  la  place  de  pour  le  coefficient  dn  terme  eysin{g.nt^c.nt)\  mais  nous  avons 

négligé  la  quantité  du  second  ordre  désignée  par  k pour  nous  conformer  aux  principes 
de  la  méthode  des  approximatioDS  successives.  D’aillcors  la  véritable  valeur  de  A qu’il 
faudrait  employer  dans  le  cas  actuel  où  le  temps  t (et  non  la  longitude  m de  la  Lune) 

est  la  variable  indépendante,  serait  etc.  (Voyez 

p.igcs  ^o5  et  497  ce  volume). 
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i8o*—  i—nt+ J' ^ndts^o-, 

n=  i8o*— 9 — 9,  + i-+*g’(n/— ^ndt)—J' 9iuU  j 


ou  bien  A=i8o* — en  écrivant  seulement  grU  à la  place  de 
g{^nt — — 0,  — j* ^ndt  f suivant  notre  coutume. 

Les  expressions  précédentes  de  x , y,  donnent,  en  retenant  seu- 
lement les  deux  argumens  gnt,  gnt—ent-, 

(1)  . . asin^  = — ■/iising.nt-hM(^i-t-ii)e-/sin(jg.nt — c.nt), 

(a)  . . acostf= — yyiCOSg.nt-i-N{i'*-n)eycOt(g.nt—c.TU). 

De  là  on  conclut^  aisément  ces  trois  équations  ; 

usin(jf — g.nt')  — ‘^^'^^^  j(.v — y)sin{ig.ni — CM) — ( A/ -t- A')  iib  c .«/)  | j 

acos(s — g.nt)=  — 7fX — j(.'/ — A')coj(3gjU  — c.n<)  — (i/+A')<oif.n/)j  ; 

lanefo- i8o‘^e.nt)  = - . 

^ — A'J COJ fjii  — (.V— — cji/)( 
e 

Maintenant , pour  tirer  de  la  dernière  de  ces  équations  la  valeur  de 
l’arc  9 — 180” — g-nt,  ou  fera,  comme  Lagrange; 

,-.8o--g.,=^Lo6.|f;gig!f-.t;=g;i , 

ce  qui  fournit  l’équation 


9-.8o”-ff.nr  = ^Log.  + îll 


-ri(3/-iV) 


— (JJ  — c)nl»~ 


»✓- 


' l_or  1 1 f(i — A^]^ 

— 1 O'I  âü  ^ JU 


CM-')"'»- 
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X désigoant  la  base  des  logarithmes  hyperboliques.  Cela  posé,  si  l'on 
développe  ces  deux  logarithmes  on  aura,  en  retenant  seulement  les 
deux  premiers  termes  ; 

(3)  = O — 1 80°  —g.nt  — ^ j ( -V A')sincjU—liV — — c-nl' j . 

En  ajoutant  les  carrés  des  équations  (1)  et  (a)  on  en  tirera,  en 
supprimant  les  termes  de  l’ordre  du  carré  de  Jl  et  iVj 

(4)  • • “ = j(,V-t-A')cose.nl — (,V — A')cot{igjti — cji/)j  . 


En  substituant  dans  ces  équations  les  valeurs  approchées  de  M,  N 
trouvées  plus  haut , il  viendra  ; 


(6)  . . 


C—,4  C—B 


iB 


} 


^ COS  {ig.nt  — c.nt)  j . 


88.  Ces  mêmes  formules  donnent  aisément  l’angle  formé  par  l’axe 
instantané  de  rotation,  et  le  troisième  axe  principal  (C)  : en  désignant 

cet  angle  par  «a,  on  sait  que  sou  sinus  est  exprimé  par 

mais  on  peut  ici,  faire  p — n et  négliger  la  puissance  | de 
ainsi  que  la  différence  entre  l'arc  et  le  sinus.  Alors,  on  a 


% 

d’où  l’on  tire,  en  négligeant  les  termes  de  l’ordre  du  carré  des  coefli- 
ciens  M et  N -, 

(7) . . = (g- 1 ) { A/+  iV-i-  (A/^iV)  (g  -c)  j coi  c.nt 

— ('  j M—  iV^-  (A/ -h  AQ  (g  — c)  j cor  (ag.n/  — c.nt). 
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89.  11  est  facile  de  tirer  des  formules  précédentes  la  longitude  et  1a 
latitude  sélénocentrique  d'un  point  donné  sur  la  surface  de  la  Lune. 
Soient  x" , y" , z"  les  coordonnées  de  ce  point  par  rapport  aux  ixfii 
principaux;  et  x' , y,  z les  coordonnées  du  même  point,  par  rapport 
aux  axes  menés  par  le  centre  de  la  Lune  parallèlement  à ceux  qui 
déterminent  son  mouvement  autour  de  la  Terre. 

Puisqu’on  néglige  ici  le  carré  de  l’angle  désigné  par  S,  les  formules 
générales  de  la  transformation  des  coordonnées  donneront  (Voyez 
page  7,3  du  premier  volume  de  la  Mécanique  Céleste) 

ix'  = x''cos(f  — 1^) — y"sin(_f  — Oswf  , 

y —x" sin  (9  — -+-9^'cos(ç  — 5cos*  , 

z =z"  — cos  Ÿ x"  sin  ç ). 

D’un  autre  côté  nous  avons 

x"  = li cos  X cos  U , y"  = R cos  X sin  o , z"  = R sin  X , 
x' ^RcosXcosXi,  y' = Rcos AsinU , z=Rsin\, 

pour  les  coordonnées  polaires  du  point  considéré  sur  la  surface  de 
la  Lune  ; R étant  son  rayon  vecteur  mené  par  le  centre  de  la  Lune  ; 
X et  CT  sa  latitude  et  sa  longitude  sélénograpliiqne;  A et  n sa  latitude 
et  sa  longitude  sélénocentrique.  Donc  , en  substituant  ces  valeurs  , 
il  viendra 

cos  A cos  n = cos  X cos  ( 9 — -+-  JT  ) -4-  5 . S(>i  X sin  ij>  ; 
cos  \ sin  n = cos). sin  (9  — <fi-t-a^-hS.'sin).cos<ji} 
sin  A =sin).  — 9.  cos  X sm  ( (j>  -4-  o ). 

La  dernière  de  ces  trois  équations  peut  être  mise  sous  la  forme 
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2 «n  J (A — X)  CO  J J (a  X) = — ô . cos  X sin  (f  •+■  o)  ; 

ainsi,  il  est  évident  qu'on  a,  A — X=— ô.f/n(çi-»-nr),  lorsqu’on  néglige 
le  carré  de  6. 

Les  deux  premières  des  mêmes  équations  donnent  j 

Donc  en  négligeant  le  carré  de  0 , on  obtient 

n = ç — <ji-ha-i-6.tangXcos(f-t-a). 

Mais  nous  avons 

17=ç)  — if  — 180” — t — n/  ■+•  J' ÇTidf, 

partant,  si  l’on  change  6 en  u (ce  qui  est  permis  sans  erreur  sen- 
sible) il  viendra 

A =X  — U . sin 

n=ff-*-  i8o”-+-e-t-nt  — J' ';ndt+U-i-<i.tang}.cos 
on  bien,  à cause  de  x = i>sin<f , y^acos<f  j 
A=X  — XCOSa — ysinw  ; 

n=tx-t-  i8o°-t-(/it-*-«  — J' U +tang'i^{y  coszs  — X sina). 

En  retenant  dans  l’expression  de  U les  deux  principaux  termes  pé- 
riodiques seulement,  ce  qui  revient  à prendre  (Voyez  pages  70d  , 
619,  618). 

on  aura  , après  avoir  substitué  les  valeurs  précédentes  de  x, 
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'A  =).-+- yp. . sin  -t-o) 

— - 1 (/T/-t-jV) sin(g.nt—c.nt-i-a) — (^N—M)sin(g.nt~c.nt~tr) J ; 
|ll=s;-l-  iSo’-l- («/-+- e —y" ^ndi)  — yix.tangl.cos  (g.nl-t-a') 
fj) lang). (JV-i- M)cos {g-nt — c.nt-^-v!) 

^ ( H-p)  tnng\ {N—  Rf)  cos  {g-nt  — c.nt  — sr) 


Pour  réduire  eu  nombres  ces  dernières  formules,  nous  prendrons 
(Voyez  pages  i6  et  6oG) 

3(^^)  = o,ooi79ii;  3(^5^)=  0,0000993 ; 

g — I =0,00.4021 59  J i — c = o,oo843oo5. 

De  là  on  lire  (Voyez  pages  766,  771  el  585) 

-“=c2i2ï=®>*8^48;  M=j2j=ïj =0,0079621;  iV=-j^^= 0,071803, 
A/-t- iV=  0,079765  ; N — il/=o,o6384i  ; yp=  1°.  28'.4*"5G; 

îaG.'î  i'‘,6^6  7}  w 

et  par  conséquent; 

(A=X-h(i'.  28'.4*'^G)  sin(g.nt-i-zs^ 

— 52",2  7 sin  {g-nt  — c.nt  H-  o)  -1-4 1 ',84  sin  (g.nt  — c.nt — c)  ; 
(io)^n=ir-i-i8o‘’-t-(«i-i-t — y' Çndt)-i- :18g", -)S sin c'm.nt 

— 39", 2 1 sin  c.nt  — ( i °.  2 8'.  4 • "i  6)  tang  \ cos  (g.nt  o) 

H- ifwg^X  1 5 2",27  cos  (^.nt  — c.n«-nr) -4-4 1", 84  cos  (g'./il—c.w/—  ®)|. 


— 280"  n8* 

( C-  ) 

— 2oy,70,  3/ — 
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On  ne  doit 'pas  perdre  de  vue,  que  la  longitude  séléiiographique  a 
est  censée  comptée  depuis  l’axe  (v^)  dirigé  vers  la  Terre  dans  le  sens 
du  mouvement  de  rotation  de  la  Lune. 

90.  L’observation  des  taches  de  la  Lune  fournit  directement  les 
valeurs  de  A et  n , à l’aide  des  latitudes  et  des  longitudes  géoceii- 
triques,  en  supposant  connu  le  demi-diamètre  de  la  Lune.  Les 
équations  qui  lient  ces  dilTéreiiies  coordonnées  sont  faciles  à former. 
En  eflet;  soient  a , |3',  la  latitude  et  la  longitude  géocentrique  d’un 
point  pris  sur  la  surface  de  la  Lune,  et  sa  distance  au  centre 
de  la  Terre:  si  l’on  représente  par  a,  p,  p ce  que  deviennent  ces 
coordonnées  par  rapport  au  centre  de  la  Lune,  il  est  clair  qu’on  a 
ces  équations  ; 

1 fi'.cos a! cospi'  — p.cosacosfj=x'=Jl.cosAcos^  , 

(y  ')  . . < p'.  cos  a sin  P' — P • cos  a.  sin  p =^y  = R . cos  A sin  n , 

( p'.sina  — p.sina  = z'=R.sin\. 

Actuellement  si  l’on  désigne  par  p',  , a',  , p’,  ce  que  deviennent, 
respectivement,  les  trois  quantités  p',  a',  p',  lorsqu’on  les  observe 
d’un  point  pris  sur  la  surface  de  la  Terre  , dont  R soit  la  distance  à 
son  centre  et  A',  II'  la  latitude  et  la  longitude  de  son  zénith , ou  aura 

1p'  cos  a cos  p' = p',  cos  cos  p',  -i- R' cos  A'  cos  n' , 
p'  cos  a sin  p' = p',  cos  sin  p',  -t-  /?  cos  A'  sin  n' , 
p'  sin  a'  =p',  sin  a\  ■+■  R sin  A’. 

Cela  posé,  je  regarde,  pour  plus  de  généralité,  la  figure  de  la  surface 
de  la  Lune  comme  elliptique  ; de  manière  que  son  équation  rapportée 
à ses  axes  principaux  soit , 

x"«  y’'  s''*  

Maintenant,  pour  rapporter  cette  équation  aux  coordonnées  x,  y,  z, 
je  remarque  , que  les  formules  de  la  transformation  des  coordonnées 
donnent 
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x"=  £ COS  (y  — -hy  sin  (9  — ifi)  — 6 i m ? ; 

y=  - X sin  (? — i>)  -hy'  cos  (ÿ  — 'f')  — z'.  0 coa  ? ; 

z"=  2'  -h  O(^x'sini/’t-ycos<ji). 

(Voyez  page  y5  du  premier  volume  de  la  Mécanique  Céleste). 

11  suit  de  là,  et  des  équations  (y')  et  (y"),  que 

x^  = /j'.t^oîa'.cos  (p  — — P',)  — 

— P I cos  « cos  (p  — 'l’  — P ) — 9.  sin  ç sin  a | 
lcoiA'coî(f  — t/i  — n')-.9.smçsi/»A'  jj 

y’=  - p,  I cos  a,  sm  (?  — 'i>  — P',)  -H  9 . cos  ? sin  | 

-+•  P |coi«  sin(^  — ifi — P ')-^-9.cos<psina  [ 

— R \cos^! sin{<(—<^  — ï\'')’h0.cos<fsin\'  j; 

z"  = p',jîma',-t-9.cof  a',sm(if<  + p',)l 
— P |ima  -t-9.c0f  a s/n(i/i-4-P  )| 

-4- if  tsi»A'  + 9.c0îA'îi>i(i/<-»-n' )j. 

Donc  en  écrivant , pour  plus  de  simplicité  ; 

x''  = H'p\-Hp-^-KR-,  y'x=-G'p.-t-Gp-K'Ri  z'=F'p\~Fp-t-K"R-, 

et  nommant  A,  A',  A"  les  angles  sous  lesquels  on  verrait  du  centre 
de  la  Terre  les  trois  axes  , (fi) , (C) , on  aura 

(.4)=p.i/>»A  ; (fi)  = p.si>»A' J (C)=p.sinA"; 

ce  qui  change  l’équation  de  la  surface  de  la  Lune  en  celle*ci: 

/ \ 1 — ff-*’  Ksinü"]*  ( Cx— C it'jtnn*')*  (^'x— ^ 

^11''  ’ ‘ I*  »w»*A  ^ nn'ù'  nit'A"  ’ 

où  l’on  a fait  R — p.sinîl",  p'.asp.s. 
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Ainsi,  on  aura  par  cette  équation  la  valeur  de  p',,  lorsque  celles  de 
p,  A,  a',  a"  seront  connues.  On  suppose  tacitement,  que  la  valeur 
de  9 — 1^  a été  calculée  à l’aide  de  l’équation 

9 — i8o'  + (nf-n— ^ ’;ndl)-^-U  ; 

et  que  les  valeurs  de  Ssinf,  Bcosif  ont  été  calculées  à l’aide  des 
équations  (i)  et  (a)  trouvées  dans  la  page  7'j2‘ 

Cela  posé  , les  équations  (J')  et  (y^")  donneront  les  valeurs  de  A 
et  n , puisqu’on  en  tire  ; 

S .cosa\  sin  B',-^cos  asinB  «nll"  cos  k*  sin  O'  ^ 
s .COJ  et',  COJ  iS'j  — COJ  a CO  J B ■+■  jmn"coj  A'  coj  II'  * 
cojn  |s.  Jinet',  — jinet  -H  sin  rT'j/n  k*\ 

Z . cosa\  êos  B*t‘^cos  scoJâ  -f*  s/n  II"  coj  A'coj  fl'  * 

11  est  facile  d’éliminer  de  ces  expressions  les  quantités  A'  et  n'.  En 
effet,  si  nous  nommons  11  la  latitude  géographique  du  lieu  de  l’ob- 
servation ; 'S'  le  temps  sidéral , et  <1  l’obliquité  de  l’écliptique  , on 
a , comme  on  sait , ces  trois  équations 


Itong  n = 
tang  S.— 


C‘3)  . . 


cos  a’  sin  n’  = sin  a'  sin  11  -+-  COS  a cos  V sin  S'  ; 
cof  A'  COS  II'  = cos  L cosS'  \ 

sin  A'  = cos  a'  sin  L' — sin  u'  cos  L' sin  S. 


On  peut  donc  substituer  ces  valeurs  daus  les  équations  (la)  et  écrire 
ainsi  les  coeffîciens  de  R qui  entrent  dans  les  valeurs  précédentes 
de  X , ^ , Z ; savoir 

K=cos{f  — <f)cosL'cosS-t’  sin  (9  — if')  | sin  d sin  cosu  cos  L' sin  S' j 

— 9 . sm  9 I cos  d sin  L — sin  d cos  L sin  S | ; 

K = sin  (9  — ) cos  L’ cos  S’  — COS  (9  — <f')  t sin  d sin  L'  + cos  d cos  11  sin  S | 

.cos^  \cosd  sin  JJ — sin  d cos  11  sin  5*  | j 

K''—cosdsinL'—sindcosL‘sinS-*-cosL'cosS\9.sin<fCos(jf—'ii)—0.cos(fsin(if-  f)  | 
-t-  cos  (9  — 1) . 9 . cos  9 (sin  d sin  L'  cos  d cos  L' sin  S’') 

■+■  sin  (9  — ® • *in  9 (*'n  d sin  L’  -t-  cos  d cos  L' sin  S ). 
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91.  L'équalioo  (ii)  se  simplifie  considérablement,  lorsqu’on  sup- 
pose la  ligure  de  la  Lune  sphérique;  c’est-à-dire  A=A'=sâ".  Alors, 
en  développant  les  dilTérens  termes  qui  composent  cette  équation , 
on  trouve  égale  à zéro  la  partie  multipliée  par  la  première  puissance 
de  S ; et  comme  on  néglige  dans  cette  analyse  le  carré  de  d , il  en 
résulte,  que  l’hypothèse  delà  figure  sphérique  réduit  l’équation  (11) 
à celle-ci  ; 

(i4)  . . 0=3*— 2z(cos5'-t s/Virf cos 5")-+-coi’A-t- f/Vn"— asm n" COJ 5"'; 
où  l’on  a fait , pour  plus  de  simplicité  ; 

Icosô'  = sina\sin  a -i- cos  a.',  cos  a .cos(^', — ,'5)  ; 
cos  ù"s=sin  a\  sin  A'  cof  a',  cos  A’ . cos  (p',  — n')  ; 

Cos</"=sin  a sin  -t- cos  a cos  A',  cos  — n'). 


Maintenant,  si  l’on  fait  z=i— on  trouvera,  en  résolvant  l’équa- 
tion (i4)  par  rapport  à Ç; 


I 

I(  2 sin'  --h sin  n" cos  5”^  — sin'  n''-*-  sin'  a)  * 
\ ^ / f 

> ; 

— 4ym'  7 3 O ) 

<l’où  l’on  lire 

^ { sin' A — s;>»’II"j/n*5''— s/«‘S’ J* 

(iG)  ..  .z=  I — 2. st>i’.-—jinn  cos5^-t-|  , , , * 

* f -h  a sin  n"  (cos  S'  — cos  S',  cos  6'  ) 


Le  système  des  équations  (12),  (i3),  (i5),  (iG)  offre  donc  le  moyen 
de  calculer  les  valeurs  de  A et  n par  l’observation  des  taches  de  la 
Lune.  Ensuite,  la  comparaison  de  ces  valeurs,  avec  celles  données 
par  les  équations  (9) , fournira  un  système  d’équations  de  condition 

propre  à déterminer  les  quatre  constantes  X,  a,  (x,  — 

92.  On  pourrait  envisager  cette  recherche  sous  un  autre  point  de 
vue  fondé  sur  cette  remarque.  Les  équations  (y)  posées  dans  la 
page  774 J donnent 
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x’  sin  i>  -^y  CO»  Œ r"  sinf*-ycos  ? •+•  z"t. 

Donc , en  négligeant  le  carré  de  9 , la  troisième  des  mêmes  équa- 
tions (y)  donne 


zl^z" — x'.Q  sin  f — y,  8 cos 

Mais  nous  avons  ^*=/^»mX=p.»m^»inX  , et  les  équations  , (y^') 
donnent 

^=p-Q'i  y=p-Q"; 

en  posant , pour  plus  de  simplicité  , 

Q'  = Z . cos  a',  cos  ,9', — cos  oc , cos  P +sin  n".  cos  A',  co»  n'  ; 
Qr=z  . cos  oc\  sin  P', — cos  oc . sin  p ■+•  sin  n".  cos  A',  sin  n' } 

Q'  = Z . sin  oc\  — sinoc-i-  siA  n".  sin  A'  : 

donc  on  a 


(18) sinAsin'>‘=Q[.8sin<j>-t-Q".8cos’f'-i‘Q". 

Maintenant , il  faut  observer  , que 

Osin<j>=oSsin\f  — (jf  — <f)  \=Qsin(f  ,cos(<p  — 'j>)  — 8cosf.sin(<p  — ff)  , 
0co»|=9coslf  — (9  — i/<)l=s9coîp.coy(?  — <f)-t‘ûsinf.sin(y — , 

9 — tji  = iSo° + (ni -t‘t—yi;ndt')-^  U, 
et  que  par  conséquent  nous  avons,  en  négligeant  le  carré  de  U ; 

8sin<^=o  Ocosf.sin(nt-i-e—^Çndt)  ^0  sinŸ  • cos  (ni  -h  s —^Çndt) 

-i-U^Scos<p,cos(7it-hi—^Çndt)-i-0sin<p.sin(nl-i-t— ^Çndt)^  ; 

5 cos  \p=—8  cos  9 . coi  (;i<  — j\jndt)  — 0 sin  9 . sin  (ni  H- 1 —^Çndt') 

-*‘U^8cos(f.sin(nt-i‘t—J'^di)  — 8sin(}.cos(nt-^t—J' ^/)|. 


Tbme  I 
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En  écrirant  a au  lieu  de  S dans  le  second  membre  de  ces  équa- 
tions, et  éliminant  ensuite  asinç,  acosf,  à l’aide  des  équations  (i) 
et  (2),  on  trouvera  , en  négligeant  les  termes  multipliés  par  UM  ou 
par  UN  -, 

0 sin  t — tU')—^hU.  cos  Çg-nt — nt) 

j ( A^— M)  sin  (gjtt — c.nt +nt)-\-  {N-i-Hf)  sin  (g.nt  — c.nt  —ni)  j ; 
icos'ii  = yti . cos {g.nt  — nt)  -i-'/iJL  U.  sin  (g-nt  — n/) 

__  0.7-M);y  I cos  (g.nt— CMt  + nt)  + (N-^M)  cos{g.nt—c.nt  — nt'^^ 

Cela  posé,  si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  l’équation  (18),  on  aura; 


Isin  A sin  ).  — Q’"  = 

7fi  t (Q'-<-  VQ)  — ”0  -+•  (Q"—  UQ[)  ig-nt — nt)  I 

-t-  j 0"  sin  {g.nt  — c.nt  nt)  — Q’  cos  (g.nt  — c.nt  -1-  nt)  j 

sin  (g.nt  — c.nt — nt)  — Q'cos(g.nt — c.jU—  n<)j. 

Cette  équation  a l’avantage  de  renfermer  seulement  les  trois  incon- 
nues /n,  > après  qu’on  y a remplacé  U,  M,  N par  leurs 

valeurs.  Mais  il  vaudra  mieux  l’employer  en  y supprimant  d’abord  les 
termes  multipliés  par  U ; ce  qui  la  réduit  à 

(20).  . sin  t.sin\=  Q"'-t- yÿ.  | Q' sin  (g.nt  — n/) -I-  Q" cos  (g.nt  — nt)\. 

g3.  Si  l’on  veut  compléter  les  formules  précédentes  par  l’addition 
des  termes,  qui  renferment  les  quatre  constantes  arbitraires  contenues 
dans  les  valeûrs  ào  x , y , il  faudra  reprendre  les  équations  (Z.") 
posées  dans  la  page  764,  et  les  intégrer  après  y aVoir  fait  s = o. 
Cette  intégration  étant  exécutée  par  la  méthode  de  Lagrange  (Voyez 
pages  284 , a85 , et  291  du  volume  de  l’Académie  de  Berlin  pour 
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l’année  tySo)  donne,  en  néglif[eaat  les  quantités  de  l’ordre  du  carré 

—B  . 

c » 


ou  du  produit  de  - et  ^ ^ 


X — M' sin  {nt  -f- p'nt  ) ■+■  M''sin  {p"nt  ) y 

y = M’ cos  [lit -h p’nt  -k-f  )-•-/>'"  M"  cos  [p"nt  -\-f"  ) y 
où  M',  désignent  quatre  constantes  arbitraires,  et 


Ces  valeurs  de  x,  y donnent,  en  négligeant  les  termes  multiplies 
par  U ; 

S sin  'i  = — M’ sin  (p'nt  ' ) 

-t-  M”  j (p”—  j)  î/n  (rt/  p'nt  ■+■/")  ■+■  (//'-»-  i/n  (rit — p"nt  -/")  j ; 
0 cos  = — Æf  ' cos  (p'nt-^X") 

— M"  { (^p" — cos  (nt  -^p"nt  -t- f")  -H  cos  (nt  — p'nt  —f")  j • 

Les  formules  (8)  (Voyez  page  yyS)  démontrent,  que  ces  mêmes  va* 
leurs  ^e  X , y introduisent  dans  la  valeur  de  A les  termes 

— iH'  sin  (nt  -+■  f/nt  + w-fy) 

-.V" j (p’-^i) sin(p"nt+is+/")  - {p”^  * ) sin (p"nt  y ')|  ; 

et  dans  la  valeur  de  n , les  termes 
-t-  M' tang  X . cos  (nt  -i-p'nt  + ’) 

nf  X j (^p'"+ 1 ) cos  (p"nt  + » 1)  cos  (p"nt-u  +/")  j 


En  considérant  l’expression  de  tang(f — i8o° — g-nt')  posée  dans  la  page 
77a  , il  est  aisé  de  voir,  que  son  numérateur  augmente  des  termes 
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MTsin  \is—i)nt—p'nt—/'\  —M"(^—p"^sin{g.nt-k-p"nt  -^J*) 
Af  " (^  -H  ;»*')  sin  {g.rU — p"nt  — /*) 

et  $on  dénominateur  des  termes 

M' cor  1 (gf — 1 ) nt  —p'nt  —f  t — Af  " — p”)  cor  {g.nt  •*-p"nt  -+-/^ 

4-  M”  ( J 4-  p"'^  cos  (g.nt  —p"nt  —/”) 

de  sorte  que  l’expression  de  — n donnée  dans  la  page  778  sera  aug- 
mentée des  termes 

_ 1 M' si/l  \(jS-i)rit  —p'nl -f  ] ^ 

-7/")  sm{g.in^p’'nl  4-/")  ^M"{\  +p'')  sin  [-.«/ -p"nl-f") 

g4-  Et  réfléchissant  sur  la  forme  des  argumens,  <lont  les  coefliciens 
sont  fonction  des  trois  constantes  arbitraires  G , M',  M",  il  devient 
difficile  de  croire  , que  l’omission  de  ces  ternies  puisse  avoir  eu  une 
influence  considérable  sur  les  deux  quantités  1=0,001791 1 , 

3(^^^^  = 0,0016917,  déduites  d’un  grand  nombre  d’observations  de 

la  tache  Manilius.  11  est  vrai , que  ces  résultats  sont  loin  de  s’accor- 
der avec  ceux  tirés  de  l’hypothèse  de  la  fluidité  primitive  de  la  Lune 
par  couches  de  densités  variables.  Néanmoins  , il  me  semble  qu’on 
s’approchera  davantage  de  la  vérité,  en  abandonnant  cette  hypothèse, 

(C  yi\  /B 

3 ( 1 des 

erreurs  assez  grandes  , pour  pouvoir  les  regarder  comme  la  cause 
unique  de  cet  écart  entre  la  théorie  et  l’observation. 

Probablement  , de  nouvelles  recherches  fixeront  mieux  nos  idées 
sur  cette  anomalie  , et  nous  mettront  en  état  d’apprécier  avec  plus 
de  justesse  tout  ce  qu’il  peut  y avoir  de  réel  dans  l’ingénieuse 
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explication  donnée  par  Laplace  sur  les  progrès  de  la  cause,  qui  a 
d’abord  fait  naître  et  ensuite  détruit  le  terme 

G.sin  j 

dans  l’expression  de  la  libration  en  longitude  (Voyez  page  4^4  du 
Système  du  Monde,  cinquième  édition). 

S’il  est  permis  d’appliquer  ici  une  hypothèse  émise  par  Lagrange 
(Voyez  page  y5  du  second  volume  delà  Mécanique  Analytique)  on 
dira , que  ce  terme  de  la  libration  a pu  être  anéanti  par  l’effet  d'une 
explosion  interne  dans  le  globe  delà  Luucj  et  on  accordera  en  même 
temps,  que  sa  renaissance,  en  vertu  d’une  cause  semblable,  n’est  pas 
démontrée  impossible. 


S <4- 


IVole  sur  le  mois  Lunaire  synodique. 

93.  Si  les  mouvemens  de  la  Lune  et  du  Soleil  étaient  parfaitement 
tiniformcs,  il  est  évident  que,  en  nommant  X le  nombre  des  jours 
moyens  compris  entre  deux  oppositions  consécutives  de  leurs  centres 
de  gravité,  on  aurait  l’erjuatioii  nX—n'X^'iGo’,  et  par  conséquent 


C’est  cotte  quantité  (constante  d’après  sa  définition)  qu’on  a cou- 
tume de  nommer  mois  lunaire  synodique,  ou  intervalle  moyen  entre 
deux  pleines  lunes  consécutives. 

Pour  pouvoir  déterminer  la  valeur  de  X,  à l’aide  d’observations 
faites  sur  le  mouvement  du  Soleil  et  de  la  Lune  dans  l’état  réel  des 
choses,  il  faut  en  avoir  l’expression  par  d’autres  quantités  susceptibles 
d’ètre  mesurées  d’apres  les  phénomènes.  Pour  cela , remarquons  d’abord 
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<(ue  , en  nommant  v , V deux  lougliudes  Traies  de  la  Lune  correspon- 
dantes aux  instans  t,  T,  ou  a 

v=nl-i-t— (t)  I F=nT-^i—J^  çdv-hF(^T^  , 

F(^t),  F {!')  éuiii  la  somme  des  termes  périodiques.  Ces  deux  équa- 
tions donnent 

(2)  . . . F-v  = n{T-t)-J\ch-i-f^dv^F{X)-F(t). 

Soient  v‘,  F’  les  longitudes  vraies  du  Soleil,  qui  ont  lieu  aux  mêmes 
instans  l,  T\  on  aura  semblablement 

(3)  F’-d=n{T-t)^/{r)-/(t). 

Donc , en  retranchant  l’équation  (3)  de  l’équation  (2)  il  viendra 

(4)..  . n = ■ 

et  par  conséquent  ; 

...  (T— l)36o® 

Analytiquement  parlant,  cette  expression  ne  donne  pas  la  solution 
du  problème,  puisque  les  qftantités  n et  n',  ainsi  que  les  autres 
élémens  des  deux  orbites,  s’y  trouvent  renfermés:  cependant,  on  peut 
l’appliquer  avec  un  grand  succès  , en  choisissant  convenablement  les 
tems  t et  T.  En  eflet;  si  ces  deux  époques  sont  séparées  par  un  fort 
grand  nombre  d’années,  la  quantité  progressive  (F — v)—{F—v''} 
pourra  devenir  incomparablement  pins  grande  que  la  quantité 

composée  de  termes  périodiques  : et  alors  on  pourra  réduire  la  for- 
mule précédente  à celle-ci  ; 
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(6) 


(T— l)36o* 
v)  — (A"  — i-')’ 


qui  a l’avaniage  d’étre  indépendante  de  tout  ce  qui  exige  une  con- 
naissance approfondie  de  la  théorie  de  la  Lune  et  du  Soleil.  Pour 
en  faciliter  davantage  l’application  , on  pourrait  choisir  pour  t et  T 
les  instans  correspondans  à deux  oppositions  , lesquels  sont  rendus 
visibles  par  la  pleine  Lune;  alors,  le  dénominateur  — v)  — 
est  égal  à autant  de  fois  36o’  qu’il  y a eu  de  pleines  Lunes  dans 
l’intervalle  T—l:  de  sorte  que , en  désignant  par  i ce  multiple  de 
36o°,  on  aura 


(7).. 


. X = 


T—l 


Pour  perfectionner  cette  méthode,  et  éliminer  l’indécision  que  laisse 
l’obser\ation  des  instans  de  la  pleine  Lune , il  faudra  choisir  deux 
oppositions  correspondantes  à deux  éclipses  de  Lune  , et  prendre  pour 
t et  T les  instans  qui  ont  lieu  au  milieu  de  l'éclipse.  Ces  instans  ne 
sont  pas  toujours  ceux  de  l’opposition  précisément  ; mais  la  grandeur 
du  dénominateur  i pourra  atténuer  l’erreur  de  quelques  minutes , que 
cette  manière  de  voir  laisse  dans  la  mesure  de  l’intervalle  T — t.  Les 
anciens  ont  employé  cette  méthode  sans  savoir  au  juste  le  degré  de 
précision  dont  elle  était  susceptible.  Si  l’on  veut , dans  l’état  actuel 
de  la  science , connaître  la  correction  qui  doit  être  faite  aux  évalua- 
tions de  ce  genre  du  mois  Lunaire  , on  calculera  les  quantités 


qui  avaient  lieu  aux  instans  t et  7’,  et  on  prendra 

/o\  V (T—l)^6o‘  {T— 036o»(.  . « . fl*  . | 

(8)  • • • = ir-  ««=•!• 


Remarquons  maintenant,  que  l’expression  de  la  longitude  vraie  de  la 
Lune  posée  dans  les  pages  748,  749  » donne 
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-F  19860”, 799  pour  la  tomme  des  coefficient  affectés  du  signe  *4-; 
— 946",4i8  pour  la  somme  des  coefficient  affectés  du  signe  — ; 

et  qu’en  conséquence  la  quantité  R ne  peut  pas  surpasser  10*  dans 
les  cas  les  plus  défavorables.  Si  à cette  circonstance  on  ajoute  celle-ci; 
que  dans  les  observations  d’éclipses  on  peut  supposer  la  quantité  M 
égale  à un  nombre  exact  de  circonférences  (du  moins  à l’égard  de 
la  fraction  on  en  conclura  que 


R lo* 
M '*'A.36o’ 


A. 36  » 


A désignant  un  nombre  entier. 

96.  Soit  y la  durée  moyenne  de  la  révolution  sidérale  du  Soleil; 
nous  aurons  36o”=n'F:  donc  en  introduisant  celte  valeur  dans 
l’équation  (i),  il  viendra 

X I»'  m 

— n*  ^ I — «* 


En  nommant  V la  durée  moyenne  de  l'année  tropique  ou  équino- 
xiale, on  sait  que 


r'=r  I 


partant  nous  avons 


(10)  . 


SOI 

liMOOUoI  i 


sot 

‘ lïWUHKIO 


Le  premier  membre  de  cette  équation  est  donné  par  les  observations 
astronomiques,  d’après  lesquelles  on  a; 

y 3CS242268M59 
29S3US88S391 


(Voyez  pages  206  et  3i8  du  second  volume  de  l’Astronomie  de 
Delamhre):  niais  si  l’on  veut  exprimer  ce  rapport  plus  simplement  et 
.avec  un  peu  moins  de  précision , il  faut  réduire  cette  fraction  en 
fraction  continue,  cl  former  la  suite  des  fractions  convergentes:  voici 
ces  fractions  avec  les  quotients  correspondaus: 
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i9  a 

I 

2 

1 

I 17 

I 

1 

t 12 

0 ’ T > 

25 

2 

87 

» T » 

99 
T » 

136  285 

11  » 19  » 

4181 
15T  > 

4366 

SSÏ  » 

‘ 4 

5 

3 

1 

3 

I 

8497  12888 

687  > TSitT 

> 

59949 
5847  > 

812608 
25275  ’ 

997778 

> 

1810381 
105447  ’ 

4928916 

348513 

18 

9 

I 

5 

t 

6389297 
5U416U  ’ 

117286262 
9478798  ’ 

1061865655 

85818597 

1178601917  6954875240 

» 95292390  » 502275547  » 

3 

I 

4 

I 

8182977157 
657567937  ’ 

84858806711 
2584979858  ’ 

89486283868 
8192547295  » 

189298442183 
15805168588  ’ 

I 

I 

5 

228784726051 

18407715888 

9 

418088168284 
88802884371  > 

646867894285 
S28ÜU6U02U4  ’ 

8652422539650 
295805885391  ' 

La  septième  de  ces  fractions  convergentes , c’est-à-dire  ^ nous  pré- 
sente  le  rapport  de  Melon,  et  la  neuvième,  est  fort  approchante 
du  rapport  Hipparque  a substitué  à celui  de  Melon:  car  on  a 

19 

/ V i'_436«_43«6x84S_  1506Î70  4287,054 

— 8S3  — 3JS  X »Ô3  ~ 84»  X «ai  ““  84S  ~ 345  * 

Au  reste,  pour  trouver  le  rapport  de  Melon,  il  n’est  pas  nécessaire 
que  l’année  tropique  et  le  mois  lunaire  synodique  soient  déterminés 

avec  une  tres-grande  précision.  Ln  prenant,  par  exemple, 
et  réduisant  ce  rapport  en  fraction  continue  on  obtient  cette  suite 


de  quotients 

et  de  fractions 

convergentes,  savoir 

I a 3 

1 3 

3 

1 

3 I 

6 

1 12 

25  37 

99 

235 

1744  3723 

5467 

36S85 

0 ’ 1 > 
Tome  S 

T » 3 ’ 

T ’ 

19  ’ 

"lit  > sut  » 

4î2  » 

100 

\ 


Digitized  by  Google 


THÉORIE  DD  MOUVEMENT  DE  LA  Ll'NE 


790 


97.  SL  nous  supposons  parfaitement  uniforme  le  mouvement  de  la 
Lune  et  celui  du  noeud  ascendant  de  son  orbite,  on  aura,  en  nom- 
mant X'  la  durée  moyenne  du  mois  lunaire  par  rapport  à ce 
noeud,  nX'-t-(^g — i)nA''  = 36o"}  d’où  l’on  tire 


(.a)  ; . X'= 


36o* 


3Co*  I — /I 


—m)* 


=x.~ 


Soit  X"  la  durée  moyenne  du  mois  lunaire  par  rapport  au  périgée  ; 
on  aura  de  même  l’équation  nX" — (i — c)nX"=36o° , qui  donne 


(.3) 


36o^ 

n(i  — w)  ' 


En  nommant  X'"  la  durée  moyenne  de  la  révolution  sidérale  du 
noeud,  on  aura  l’équation  n — 1 ) = 36o* ; d’où  l’on  tire 


(.4)  . . X": 


36o* 


36o" 

n(t  ^m)  * 


X. 


I •—  m 
f — » 


Nous  avons  (Voyez  pages  483,  606) 

m = 0,07480130;  g-— I = 0,004021595  ; I — c=o,oo845oo56. 
11  suit  de  là  que  , 


ce  qui  donne 


I -m_  92S19870 
g ~~  1U04021S9  » 

A _ KKMOaiSR  . 
X'  ~ 92S19870  » 


i-m_  98519870  _ 
c ■“99154991  » 


X _99I5S994 
A"  ~ 99519870  • 


En  réduisant  ces  fractions  en  fraction  continue  on  aura  cette  suite 
de  quotients  et  de  fractions  convergentes  : 
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X_ 

X‘  • 


I 1 1 

I 

a I 

4 

3 18 

1 

I 

1 1 

ô » ï 

12 

» 11 

9 

18  88 

12  ’ 85 

51 

» > 

242  777  14228 

2^  ’ 716  ’ 18111 

15005 

t Îs557  ’ 

5 

I 

1 

6 

I 

37 

29333 
20938  ’ 

161170 

148517 

> 

190408 
1754S5  ’ 

851573 
828972  > 

3S99841 
2119287  ’ 

2651414 
2448259  ’ 

100402159 
92510870  ‘ 

. 

X 

ir- 

I 

i3 

I 

iG 

I 

5 a 

1 

3 

1 

U ’ 

1 

1 » 

14 

13 

15 

» Ï3  > 

354 
W » 

269  1599 

25l  > Ïl92 

8467 

> 5535  ’ 

5066 
4^  » 

1 

a 

4 

4 

8 

3 

18665  X 
17416  > 

42896 

89559 

9 

108457 
96584  ’ 

456224 
425695  ’ 

1928858 
1799814  » 

15883048 
14850207  ’ 

99154994 

92519870* 

Sur  cela 

. 'X  29238 

je  remarque,  quen  prenant 

on  aura, 

en  divisant 

par  5 les  deux  termes  de  cette  fraction 


, X 190403 

et  qu  en  prenant , t= 


190403  X S458 
i;S4ââ  X S4i8  ’ 


on  aura 


(.5) 


X 

T 


59M. 


17S064 

1734&9 


S4S8 


Soit  X'"  la  durée  moyenne  de  la  révolution  sidérale  de  la  Lune  , 
nous  avons  nA’'*'=36o*,  ou  bien 


X''  = 


36o" 

n 
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Mais  36à‘=n'Y^  partant 

^ F=  mV, 

d’où  l’on  tire  , 

X"' 1.  60!  , 

r ~ riosüüoot  • 

Nous  avons  aussi^ 


X"'  / s X I • 

partant  -p7  = (i— /njp,  ou  bien 


Donc  en  prenant 


on  aura 


r _ I r_  I E' 

-m'  .Y~0,9i51«W0j?  ' 


(i6)  . 


845.  E’ 

X 845  ’ 

■ 

0,925 19870  — 

I" 

c E' 

e ^ 

1 — m 

ainsi  on  a 


845 . E'  _ 

' Y 

X" 

] \ 

d’ofi  l’on  lire 


(17)  . . . =46ia,o4  — (i —c). 4612, 04  = 4573, 07. 

Les  équations  (ii),  (i5),  (16)  et  (17)  fournissent  les  résultats 
d'Hipparque  cités  par  Laplace  dans  la  page  282  du  second  volume 
du  Système  du  Monde  (cinquième  édition).  Par  la  manière  même 
dont  ils  sont  ici  retrouvés,  on  conçoit,  qu’ils  n’ont  lieu  qu’à  l’égard 
des  moyens  mouvements  proprement  dits,  et  abstraction  faite  des 
inégalités  séculaires  qu’ils  renferment. 
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Note  sur  la  page  2 25  du  second  volume. 

Dans  la  valeur  de  j|M,  — j~  il  y a aussi  les  deux  termes 

/ 81  \ / 81  \ 
cosev  c(  jj"*'  )-t-coscv  — l 

donnés  par  le  mulilplicateur  2.cosc’mv  mais  il  se  détruisent. 

Note  sur  la  page  271  du  second  volume. 

À la  rigueur  , cette  expression  de  25,  ds  doit  aussi  renfermer  les 
deux  termes 


' ^ 8 / 

9 

9 . ^ 

81  ,, 

COS  c nw  « 7 1 

— 

ïë"»7  + 

6î'”‘  , 

cos  c'mv  t y*  ( 

Z 9 

9 

81 

\—^me  H-îj/ny  -ëî'w» 

qui  SC  détruisent. 

Note  sur  la  page  10  du  troisième  volume. 

Depuis  l’impression  de  cette  page,  la  correction  qu’on  doit  faire 
au  coefficient  — ~ — , a paru  dans  la  C.'  des  Tems  pour 

l’année  i832  (Voyez  page  g3  des  Additions). 


Note  sur  la  page  n8  du  troisième  volume. 
Il  faut  supprimer  les  deux  termes 

a£’p  c'mv  i'  | m*  ^ -t-  jEv— dmv 

posés  dans  la  quatrième  ligne  (en  remontant). 
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Note  sur  la  page  797  du  troisième  volume. 

U faut  ôier  le  terme  + posé  dans  la  cinquième  ligne 

(cil  rcinoniaiil). 


FIN  ou  PREMIER  VOLUME. 
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